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III.  Ser.  Vol.  8.  London  4884. 

Proeeedings  of  the  LIterary  and  Philosophical  Society  of  Manchester.  VoL 
ia  ;Sess.  4888/84),  U  (Sess.  4884/85).  Manchester  4884.  85. 


Frankreich. 

SUmolres  de  la  Soci6t6  des  sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux. 
III.  Serie.  T.  3,  Gab.  4.  Avec  Append.  4.  S.  Paris  4884.  85. 

Bulletin  de  la  Sot  ifti'  des  sciences  de  Na  n  c  y  'aiicionne  Sociale  des  sciences 
naturelles  de  Strasbourg).  SCr.  iL  T.  7,  Fase.  48.  Annee  48  (4885). 
Paris  4  886. 

Travaox  et  M<^moire8  du  Bureau  international  des  poids  et  roesures,  publ. 
soos  l'aatorite  du  Comitö  international,  T.  5.  Pa  ris  4886. 

Görnitz  international  des  poids  et  mesnres.  Procte-yerbaiii  des  stences  de 

ISS».  ISH.",.  Paris  188.').  86. 

Journal  de  1' Kcole  poK lechnique ,  publ.  p.  lo  CoDseii  d'instrucUou  de 
cet  etablts&emcat.  Cali.  .jö.  Paris  48S5. 

Cataiogue  de  la  Bibliotböque  de  TEcolc  polytechnique.  Paris  4  884. 

Institut  de  France.  Cinquiöme  centenaire  de  l'IIniversite  de  Heidelberg,  le 
I.  aodt  4886  (Dtscours  prooono6  p.  M.  Jules  Zeller}.  Paris  4886. 

Mission  srientinque  dn  Cap  Horn,  4888 — 88.  T.  9,  M6l^rologle,  psr  J. 

Lepbay.  Karls  1885. 

Bulletin  de  la  Society  matbömalique  de  France.  T.  4  3,  No.  6.  T.  4  4» 
No.  4->4.  Paris  4885.  86. 

Holland  und  Laiemburg. 

Jaarbock  van  de  Kon.  Akad.  v.  Weteosch.  ge\t'!»tigd  te  Amsterdam^ 
voor  4884. 

Register  op  den  Catalogus  van  de  Boeicerij  der  Kon.  Akad.  v.  Wetensch. 

gevestigd  te  Amsterdam.  Amsterdam  4885. 

Veriiandelingen  d.  Kon.  Akad.  v.  Wetenschappen.  Afdcel.  LeUeikutide. 
Deel  XVI.  Amsterdam  4886.  —  Afdeel.  Natuurkunde.  Deel  .\.\1V. 
Amslerdain  4886. 
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Verslagen  en  Mededeelini^ii  der  Kon.  Akad.  v.  Weleofcli.  Afdeel.  Letter- 

kundo.  III.  Heeks,  Deel  2.  Am<;tcrdnm  1885.  — Aldeel.KatDniltuilde. 

III.  Kocks,  Deel  i.  Amsterdam  1885. 

Vcnite  ad  me.  Ad  Vergilium,  De  Alarico.  Carmina  in  certaminc  poet,  In- 
dicto  ab  Acad.  Reg.  discipiioarum  Neerlandtca  praemio  et  laude 
ornata.  Amstelod.  488S. 

Anoales  de  TEcole  Polytechnique  de  Delf  t.  T.  4  (1885),  Ltvr.  8.  4.  1886, 

I  ivr.  1.  S.  Leide  4  885.  86. 

Archives  nöerlandaises  des  scieiices  exactes  et  naturelles,  publi^e.s  par 
la  Soci6t6  HoUandaise  des  scieoces  h  Harieut.  1.  io,  Livr.  4.  5. 
T.  Sl,  Livr.  4.  Harlem  4886. 

Lisle  alphabötique  de  la  correspondance  de  Chrisliaan  Haygens«  qui  sera 
publiee  p.  la  Societe  Uollandaiae  des  aciencea  k  Harlem.  Harlem 

1886. 

Archives  du  Miisöc  Teyler.  Sör.  11.  Vol.  i,  l'.  3.  4.  Harlem  1885.  86. 

Futidalioa  Teyler.  Cataloguc  de  la  bibliutböque,  diesse  p.  C.  Ekaroa.  Livr. 
4—4.  Harlem  1885.  86. 

Handelingcn  eii  Mededeelingcn  van  de  Maatschappy  der  Nederlandscbe 

Ketterkiinde  te  Leiden  ovcr  het  janr  1885.  I.eiden  1885. 

Levcnsberigtcn  der  afuestorveiie  niedelcden  van  de  Maat«chappij  der  Neder- 
landscbe Letterkunde  te  Leiden.  BiJlaKe  tot  de  ilanüelingen  van  4 885. 
Leiden  1885. 

Nederlandsch  kruidkundig  Archicf.  Verslagen  en  Mededcelingen  der 
Nederlandscbe  botanische  Vereeoiging.   Ser.  U.  Deel  4,  Si.  8. 

Nijnie^en  18H5. 

Aanteekeningcn  van  bet  vcrbandcldc  in  de  sectic- vergadcrtngeo  van  bet 
Provinc.  Utrecblsche  Genoetachap  van  kunsten  en  wetenscliappen, 

ter  gelegenheid  van  de  algein.  veriraderingen  geboudeA  d.  S4.  Juni 
1884  ;  d.  30.  .Tnni  188'..  Ut recht  issi.  85. 

ijuestious  niiscs  au  concours  par  la  Soci(^t6  des  arls  et  des  scieoces 
etablle  ä  Ulrecht,  4886. 

Veralag  van  het  verbandelde  in  de  algem.  vergader.  van  bet  Provinc  Ut- 

rccbt^clie  Geuootsehap  van  kunsten  en  wetensch. ,  gehoudeo  d. 

30.  Juni  fS85.  lltrechl  isS". 

Hubrecht,  A.A.  W.,  Procve  ecner  onlwikkelingsgeschiedenis  van  Lineus 
obscurus  Barrois.  Prijsvcrhandeling  mel  goud  bekroond  en  uitg. 
door  het  Provinc.  Ltrechtache  Genoolacbap  v.  kunsten  en  weten^ 

scbappen.  L'trecbl  1885. 

ßijdrafzen  en  Mededeelingen  van  bet  Historisch  Genoolscbap  gevestigd  te 

Itrecbt.  Deel  9.  lli-echl  1886. 

Werken  van  bei  Historisch  Genootscbap  gevestigd  te  Utrecht.  N,S.  40 — 48. 
Utrecht  4885. 

'Recueil  des  monioires  et  des  travaux  publiäs  par  la  Socii^tö  Botanique  du 
(uand'Duchö  de  Lukembourg.  No.  II  (1885->86}.  Luxembourg 

1886. 

Italien. 

Bollcttino  delle  pubblicazioni  italiane  ricevute  per  diritlo  di  stampa.  1886, 

No.  1—23.  Firenze  1886. 

iiollcltinu  delle  opcre  mnderne  slraniere  acquistate  dalle  biblioteche  pub- 
bliche  governative  del  regno  d'llalia.  4886,  No.  4'— 4.  Roma  4886. 
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fobblieazionl  del  R.  Istltoto  di  stndi  soperiori  pratici  e  di  perfeslonameiito 

in  Firenze.  Sezione  di  filo?ofia  e  filnloRin.  }fnrn\-i,  G..  I.Mnvito  di 
Eudossia  a  GcDserico.  Studio  critico.  Firenze  1ti82.  Scaäulo,  Fr., 
Stato  e  chiesa  negli  scritti  politici  n22— 1347/ Studio  storico.  Fi- 
renze 1882.  —  Acoudemia  Orienlale.  JVocenltnt,  L.,  II  primo  sinolc^o 
P.  Muttco  Ricci    Firenze  4882. 

Memorie  del  R.  Istituto  Lombardo  di  scienze  e  lettere.  Ctasse  di  Icttere 
e  scionze  mor.  e  pol.  Vol.  16  (Ser.  III,  Vol.  1),  Fase.  3.  Milano 
1886. — Classe  di  scieose  matem.  e  nalorali.  Vol.  15  (Ser.  III,  Vol.  6), 
Fase.  4.  Milano  1685. 

Reale  Istituto  Lombardo  di  scienze  e  letlere.  Rendiconll.  Ser.  II»  Vol.  18. 

Milano  188'. 

Memorie  deiia  K.  Accadcmia  di  scieiue»  letlere  eU  arti  di  Mode  na.  äer.  II. 
Vol.  8.  Modena  4885. 

AUi  della  Societii  Toscana  di  sciense  niturali  residente  in  Pisa.  Memorie, 

Vol.  7.  Pisa  1886. 

{Processi  verbali  della  Societä  Toscana  di  scien/o  tinliiruH  residente  in  Pisa. 

Vol.  3,  adunanza  dei  45.  Mov.  1885,  16.  üeun.,  14.  Marzo,  2.  Maggio, 

4.  Luglio  4886. 
JknniiBrio  delta  R.  Accademia  de*  Lincei.  1886.  Roma  1886. 

AiU  della  R.  Accademia  de*  Lincei.  Serie  III.  Memorie  della  Classe  di  scienxe 

fisiche,  matemat.  e  nalurali.  Vol.  18.  4  9.  Rnmn  188^  —  Memorie 
della  classe  di  scienze  morali,  storiche  e  Htologiche.  Vol.  4  3.  Koma 
4884.  —  Serie  IV.  Memorie  della  Classe  di  sctente  tisiclie,  matemat. 
e  nalurali.  Vol.  2.  Roma  1885.  —  Rendiconll.  Vol.  1,  Fasc.  88. 
Vol.  2,  Fase.  1—14.  II.  Sem.,  Fase.  4 — 9.  Roma  1886. 
BuUetlioo  deir  Instituto  di  corrispondenTS  arrlieolofri<"?  per  Tanno  4*<Hr) 
No.  Ii  \ßnd  Elenco  de'  participanti  alla  tine  UclT  anno  1885].  Kunia 
1885. 

Mittheilungen  des  Kais.  Deutschen  Archaeolofdschen  Instituts.  Römische 

Abtheilung  (Bulletlino  li«  Ii  Imp  Istituto  .\rcbeologi00  Gcnnanioo. 

Sezione  Romana^.  Bd.  1,  il.  1 — h.  Rom  18!S6. 

Alti  della  R.  Accademia  delle  scienze  di  1  urino.  Vol.  XXi,  Di.«p.  1—7. 
ToriAO  1886. 

Memoria  della  R.  Accademia  delle  sclense  di  Torino.  Ser.  II,  T.  87. 
Toiino  1886. 

BoUettino  meteorologieo  ed  astronomlco  dell' Oi^servatorio  della  R  I  rüver- 
««itr»  di  Torino.  Anno  20  (1885).  Parle  nieleorologica.  Torino  1b86. 

iemt  dt  premio  proclamati  dal  R.  Istituto  Veneto  di  scienze,  letlere  ed  arti 
nella  solenne  adnnansa  del  45.  Agosto  4886.  Venesia  4886. 


Russland. 

■Bidrag  tili  kanoedoro  af  Finlands  nalur  och  folk,  utg.  af  Fiuska  Velenskaps- 
Societ.  Häftet  48.  Helsingfors  4886. 

^Iversigt  af  Finska  Veteosltaps-Societetens  Pörhandliogar.  XXVII  (4  884—85). 

Helsingfors  1885. 

£xplorBtion  internationale  des  re^^ionü  i)ol!Jir.'s,  1882  83  et  1X83 'S4.  Expe- 
dition polaire  linlandaise.  T.  1.  .Meteorologie.  Observations  tailcs 
anx  statlons  de  Sodankylä  et  de  Kullala  p.  S.  Lemslrllm  et  E.  Biese. 
Helsingfors  4886. 
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ÜDivenitetskija  Izvestija.  GodS5  (1885),  No.  40-^1«.  God  t6  (1886)»  No* 

1—9.  Kie  V  1885.  86. 

Aanales  de  l'Observatoirc  de  Moscoa,  pttbl.  p.  Tb.  Bredichio.  IL  Sörie. 
T.  1,  Livr.  4.  Moscou  1S86. 

Bulletin  de  la  Soci6t6  Imp^r.  des  Naturalisles  de  Moscou.  T.  CO  (Ana^e 
1884),  No.  4.  T.  61  (Aonöe  4885),  No.  S.  4.  T.  68  (ÄDnto  4886)^ 
No.  1—3.  Moscou  1885.  86. 

Nottveaux  .Mömoires  de  la  Sociölö  Imper.  de<i  Naturatisles  de  Moscou.  T.XV 
(=  T.  XXI  de  la  col!eciion\  Livr.  1—3.  Moscou  1884.  85. 

Meteorologische  Bcobacblungen,  ausgeführt  am  Meteorol.  Observatorium 
d.  Landwirthschaftlichen  Aeademi«  zu  Motkau  von  B.  E.  Bacbme- 

tiefT.  1885,  3.  Hälfte  'Reilage  z.  nultettn  de  la  Soc.  Imp.  des  NatnraU 

de  Moscou,  T.  61).  Moscou  {hh<\, 

Bulletin  de  t'Acad^mie  Imperiale  de:»  :»cieuces  de  St.- i'etersbourg.. 
T.  XXX,  No.  S.  4.  T.  XXXI,  Ho.  1.  f.  St.-P6tenbourg  1886. 

M6iiioires  de  l'Acadtoiie  Imperiale  des  scieoces  de  $t.-P4terabourg. 
VII.  Serie.  T.  88,  No.  4—8.  T.  84,  No.  4—6.  St-Mtersbourg  4888. 86. 

Repertorium  für  Meteorologie,  hsg.  v.  d.  kais.  Akademie  d.  Wisseoscfa.» 
redig.  v.  H.  Wild.  Bd.  9.  St.  Petersburg  1885. 

Annalen  d.  physikalischen  Centralobservaloriums,  herausg.  von  H.  Witd> 

Jahrg.  4884,  Th.  4.  8.  St.  Petersburg  4885. 
Acta  Horti  Petropolitani.  T.  8,  Fase.  9. 8.  T.  9,  Pasc.  4.  Petropoli  4888. 84» 

Calalogos  syslematicus  btbliothecae  Horti  Imper.  botaoici  Petropolitani. 

Editio  nova,  cur.  Ferd.  ah  Herder.  Petropoli  1886. 
Jahresbericht  ani  ^5.  Mai  1886  dem  Cotniie  der  Nicolai-Hauptslernwarte 

abgestattet  vom  Director  der  Sternwarte.  Aus  d.  Russ.  ubersetzt. 

St.  Petersburg  4886. 
Trudy  S.-Peterburgsicago  Obsiestva  estestvofspytatelej.  T.  45,  2.  46,  1.  2. 

St.  Peterburg  4884^85. 
Juridlccskaja  Bibliografija  izdav.  Jurid.  Fakultetom  Imp.  S.  Peterburj^skapio 

Lniversilela.  God  1  (4884),  No.  2.  «.  God  i  (1885),  No.  4—6.  S.Pe- 

lerburg  1884,  83. 

Protokoly  xasMunij  sov^ta  loperat.  S.-Peterbargskago  Universtteta.  No» 

89—88.  S.  Peterbnrg  4884. 85. 
Zapiski  Istoriko -philnlo^icesk^^go  Fakulteta  Imp.  S.-Peterburgskago  Uni' 

versiteta.  Gast  15,  St.  Petersburg  1885. 

Efittwv,  V.  W,  Ocerki  po  istorii  drevae-rimskago  rodstva  i  naslldovaoija. 
S.  Peterburg  1885.  —  Eksner,  S.,  Rukovodstvo  k  mikroskop.  ixl^o- 
vaniju  7.i\otnych  tkanej.  S.  Peterburg  1875.  —  MertSkoutkij,  K.  S,^ 
MaleriaK  k  poznaniju  iivotnych  pigmentov.  S.  Peterburg  1883.  — 
:\ikolsk{j,  D.,  U  vydace  prestupnikov  po  nacalam  mezdunarodnago 
prava.  S.  Peterburg  4884.  —  Timbia»ei\  Ob  usvoenU  svita  raste- 
niem.  I.  Kritika  i  metod.  S  Pelerburg  1875.  —  Zelinskij,  Th.,  0  do- 
rijskom  i  ionijskom  stiiiach  v  drevnej  atUdeskoj  komedii.  S.  Peter- 
burg 1885. 

Correspondenzblatt  des  Naturforscher- Vereins  zu  Riga.  Jahrg.  29.  Riga 
4886. 

Schweden  und  Norwegen. 

Bergens  Museum,  yansen,  Fr.,  Bidrag  Iii  Myzoslomernes  anatomi  og  hislo- 
logi.  Bergen  4885. 
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ForhsndliiHwr  i  Videoskabi-Selskabat  i  C  br  I  s  t i  a  n  i  a .  Aar  4  885  n.  4  885, 

Nn  »  4.  9.  ii—iS.  Christiania  18S6. 

Den  Norske  Nordhaxs-Expodition  1876—78.  XV.  Zoolo^if  Snr^ ,  G.  0., 
Crustaceail.  Wl,  Zoologi.  Friele,  H.,  MolIu<;ca  II.  Clui>tuinia  1886, 

Acta  Universitatis  Lundensis.  Lunds  Universitcts  Ars-Skrift.  J.ü  ^1884 — 

85}»  1— ni.  Lnnd.  d.  J. 
Londa  Univeraiteta-Biblioteks  Aecessioiis-Katalog.  1885.  Land  1885. 

KoDgl.  Viltorhets  Historie  och  Anti(|uitets  Akadamieos Minadsblad.  Arg.  U 

(1885).  Stockholm  4885— 86. 

Eotomologisk  Tidskrift  ])ä  föranslailoiuir  nf  KntomoIopi«5ka  Föreninpen 
i  Stockholm  utg.  at  Jac.  Spängberg.  Arg.  6  (1883>,  H.  1 — 4.  Stuck- 
bolin  4888. 

TroiDM  Museums  Aarshefter.  9.  Troms»  4885.  —  TromM  Museums 

Aarsberetniog  for  1885.  Troms»  1886. 

Nova  Acta  Keg.  Societatis  scienliarum  üpsaliaosis.  Ser.  Iii.  Vol.  Xill, 

Fase.  \.  Upsaliae  1886. 

Bulletin  m^t^orologique  uieubuel  de  robservaloire  de  I  tiiiveräite  d  Lpsal. 
Vol.  47  (1885).  Upsal  4884^5. 

Scbwelz. 

Kcne  Denkschriften  d.  allgem.  Schweizerischen  Gesellschaft  für  die  ge<^ 
saromten  Naturwissenschaften.  Bd  29,  Abth.  2.  Basel  1885. 

Beiträge  7nr  vaterlfind.  Geschichte.  Hrsg.  v,  d.  Ilisstorischcn  n.  Antiqua- 
rischen Gesellschaft  in  Basel.  N.F.  Bd.£  (der  ganzen  Reihe  12. Bd.), 
H.  9.  8.  Basel  4885.  87. 

Mittbeilungen  der  Historischen  u.  .Antiquarischen  Gesellscbaft  zu  Basel. 
N.  ¥.  Bd.  3  {BurrkhanUt  A,»  u.  Jt.  Wacktrnagti,  Das  Ratbaus  z« 

Basel).  Basel  1SS6. 

Verhaudludgen  der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Basel.  Th.  8,  U.  I. 
Basel  4885. 

MitlbeOoDgen  der  Daturforsehendeu  Gesellscbaft  in  Bern  aus  d.  1.  4885, 

H.  2.  (No.  1119—32;.  Born  tS85. 

Jnbn'sbericht  <^  r  nntiirforschcnden  Gesellschaft Graubündens.  N.F.  Jabrg. 

29  (Veroaisjaiii  1884/85).  Chur  4886. 

Vierteljabrsschrift  d.  naturforschenden  Gesellschaft  in  Zürich.  Jahrg.  30. 
81.  ZBrlcb  4885.  86. 

Spanien. 

Discursos  leidos  ante  la  Real  Academia  de  ciencias  morales  y  poHticas  en 
la  recepcion  publica  de  A.  Groizard  y  Gömez  de  la  Serna  IS85. 
Franc.  Gömez  Salazar  1885.  Franc.  Roinero  y  Robledo  1886.  Coiide 
de  Tnrrednaz  4885.  Servando  Ruiz  Gdmez  4885.  Madrid  4885.  55. 

Real  Academia  de  ciencias  morales  y  politicas.  Afio  de  «886.  Madrid  d.  J. 

Real  Academia  de  ciencias  morales  y  polilicas.  Resümen  de  sus  actasy  dis* 

cursos  leides  en  la  Junta  publ.  27.  die.  1885.  Madrid  1885. 

Beglamento  interior  de  la  Real  Academia  de  ciencias  morales  y  politicas. 

Madrid  1885. 

Atter,  Ü.  E. ,  Las  huelgas  de  los  obreros.  Memoria  premiada  con  accessii 
por  la  R.  Academia  de  ciencias  mor.  y  pol.  Madrid  4855. 
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iJunvUa  y  toHado,  M.,  El  podor  civil  en  ti-iiaua.  Memorin  premiada  por  l<i 
R»  Acad.  de  cienc.  mor.  y  po!.  T.  4 — 5.  Madrid  4885.  86.  —  Pj- 

sarro,  G.,  El  Au^rnltM-imn  on  Ksitün  i  Memoria  premiada  por  In  R. 
Acad.  de  rien<\  inor.  y  pol.  .Madrid  1bö6. —  licnhii/dNCz,  C.,  La  vida 
del  campt).  Muinoi  iu  premiada  por  la  R.  Acad.  de  cieiic.  mor.  y  pol. 
Madrid  4886. 

Anales  del  Insiituto  y  Observatorio  de  marina  de  San  Feraandn.  pnhl. 
p.  C.  riijnzon.  Scccion  S.  Observaciooes  meleorolögicas.  Ano  1885. 
San  Fernando  1885. 


Nordamerika. 

Proceedinps  of  Ihe  n^'^annual  session  of  llie  American  Plu!ol(i-i(  ;iI  Asso- 
ciation Heid  in  New  Hnven,  Comi..  July  1885.  Cambridge  i  ssG. 

Proceedings  of  Ihc  American  Oriental  Society,  at  New  York,  Oct.  Ib83;  at 
Boston,  May  1886. 

Johns  Hopkins  (Joiversity  Circolars.  Vol.  5,  No.  48.  45--47.  49^51.  Vol.  6, 
No.  59.  58.  Baltimore  1885.  86. 

American  Journal  of  .Mathcmatics  pure  nnd  applied.  Publ.  under  the 
auspices  of  the  Johns  Uopkint»  ünivcrsily.  Vol.  VIll,  No.  2 — 4.  Vol.  IX, 
No.  1.  üaltiniore  1886. 

Johns  Hopkins  Universily  Sludies  in  historical  and  political  scIence. 
IV.  Ser.»  I— la.  Baltintore  4886. 

lUemoirs  of  the  American  Academy  of  arls  and  sciences  Boston  .  \  S. 
Vol.  11  (Cenlenoial  Volume),  P.  3,  N.  2.  3.  P.  4,  No.  4.  Cauibridise 
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Proceedings  of  ibe  American  Ac^derny  of  arts  and  sctenc^.  N.S.  Vol.  Xtll 
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Bulletin  of  the  Buffaio  Society  of  Natural  Sciences.  Vol.  V,  No.  1.  Buf- 

falo  1886. 

Bulletin  of  the  Museum  of  compnrative  Zoology,  ut  Harvard  College,  Cani' 
bridge,  Mass.  Vol.  XII,  No.  3«^ 6.  XIII,  No.  4.  Cambridge,  Mass. 
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Hemoir«:  of  tho  Mtiscnm  of  comparative  Zo/>lnpy,  nf  Harvard  College,  Cam- 
bridge, Mass.  Vol.  X,  No.  2.  Cambridyr,  Mass.  1885. 

Annual  Report  of  tbe  Curalor  of  the  Museum  of  comparative  ZoOlogy,  at 
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Traasacijons  of  the  New  York  Academv  of  sctences.  Vol.  III  (4888-^84). 
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Memolrs  of  the  Peabody  Academy  of  science.  Vol.  S.  Salem,  Mass.  4886. 

Aonvial  Report  of  the  Trustees  of  the  Peabody  Academy  of  sciences. 

S;il»»m  t8S6. 

Ballet  in  of  the  California  Academy  of  i>cicnces.  No.  4.  San  tranciscu 
1886. 

Aoaario  dcl  Observatorio  astronOmico  nacional  deTacubaya,  para  ei  afto 
de  4  887  (Ano  Vif  .  Mexico  4886. 
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ADQuai  Report  of  the  Board  of  Kegents  of  the  Smithsonian  InsUlulion  for 
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uict.  Observ.  Vol.  iöj.  Washington  4  885. 
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Observations  of  minor  planets  witb  tbe  9.6  inch  Equatorial  inade  at  the 
0.  S.  Naval  Observatory,  Washinglon,  by  B.  Friiby,  4885. 

Observations  of  the  first  cootact  of  the  PatiiHi  Solar  Eclip.^e  of  March  IS— 
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Report  of  Uie  Superintendent  of  (he  U.  S.  Naval  Observatory  for  (he  year 
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Report  of  the  Superintendent  of  the  15.  S.  Goast  and  Geodetic  Survey, 

»howing  the  progre.^is  of  tiie  ^ork  during  the  fiscal  year  ending  with 

June  (884.  P.  (.  2.  Washington  18H5. 

Bulletin  of  the  V.  S.  Cipological  Survey.  No.  7 — 29.  Washinptoi\  ivsi — 86, 

Mono):raj)hs  of  Ihe  \}.  S.  Geological  Survey.  \oI.  IX.  Washington  I^S"». 

Fourlh  Annual  Report  of  the  L".  S.  Geological  üurvey  lo  (he  Secretary  of 
the  Inferior  488i — 83,  by  J.W.Powell.  Fifth  Annual  Report,  1888 — 
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ü.  S.  Geological  Sni  vt  v.  Mineral  Resources  of  the  United  Sfates.  Calendar 
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Washington  1885, 
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  Osteologische  Studien  (Messungs- Methoden  an  Vogel- Skeletten }• 
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 Ueher  die  neneslen  Ergebnisse  von  H.  Grabowslty's  Forschungen  in 

Sttd-Ost^Boroeo  (S.  A.).  Naumburg  4884. 

 lieber  einen  vermutblich  neuen  Vogel  von  Bolivia  (S.  A.).  o.  0.  4884. 

—  Leber  einige  Vdgel  von  Cochabamba  in  Bolivien  (S.  A.}«  o.  0.  4885« 

  Leber  Vogel-Brustbeine  (S.  A.).  o.  0.  1884. 
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Paris  4885. 

"— ~  Sur  une  application  de  la  thöorie  des  fonctions  doublement  perio- 
diques  de  seconde  esp^ce  (Eitr.  des  Annales  de  l'Ecole  normale  su- 
p^rieure).  Paris  1885. 

Awffa,  L,  A.f  Exämen  de  la.propuesta  y  proyecto  del  puerto  del  Sr.  D. 

Ed.  Madero.  P.  1.2.  Buenos  Aires  1886. 

Die  neu  entdeckte  Schrift  »L«hre  der  zwulf  Aposk-1  an  die  Völker«.  Deutsch 
herausg.  u.  in  Kürze  erklttrt  v.  ü.  Volkmar,     Aufl.  Zürich  4885. 
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Lükoievic ,  Plat.,  Izlozenie  glavnych  zakonov  estostvennoj  i  nabljudaleliio- 
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T.  4.  ä.  Kiev  4  884.  85. 

Maiortte,  Ernst  v.,  Nachttag  zu  den  Historischeu  Nochriehti-ii  der  Familie 
von  Malortie.  4878 — 1886.  HiDOOver  4886. 

Morse,  E.  S.,  Anciant  aad  moderD  methodfi  of  arrow-release' (S.  A.).  o.  0. 

1885. 

Mühry,  A.,  Ueher  don  kosmist  lion  Diin!i«!miis  (S.  \.).  Cassel  1886. 

Die  Process-Ordnung  für  B^yJimen  v.  83,  Jan.  4758.  Herausg.  von  Af,  Frdr. 

f.  Maasburg.  Wim  rs$6. 

Polycarpi  Smyrnaei  Ep\<\\\U\  genuina.  Ree.  G.  Volkmar.  Zürit  li  issn, 

Prusik,  Fr.,  Ceske  glossy  iutinsk^ho  rukopisu  Roudnickehu  z  W.  ^toleti. 
V  Praze  (4886). 

Weihrauch^  K. ,  Ueber  die  Berechnung  nieleorologiacher  Jabresmitte)  (S.  A.). 

Dorpal  IHR*;. 

  l>hfr  Pendelbewegung  hei  ablenkenden  KrJifion,  nebst  Anwendung 

luf  (las  Koucaull'sche  Pendfl  fS.  A.).  .München  4j>86. 

  Leber  die  dynamischen  Centra  des  Rotalions-Eliipsoids,  mit  Anwen- 
dung auf  die  Erde  [S.  A.}.  Moskau  4886. 
WiUms,  P.t  Les  6leclions  municipales  k  Pomp6i.  Bruxelles  4886. 
Winkler f  Clem.,  lliltbeilungen  aber  das  Germanium  (S.  A.}.  Leipzig  4886. 
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SITZUNG  AM  14.  JANUAR  1886. 

C.  Heamann,  Ausdehnung  der  Keppler' sehen  Gesetze  auf 
den  FaUy  dass  die  Bewegung  auf  einer  Kugeißache  stattfindet .  *) 

Findet  zwischen  zwei  materiellen  Puncten  M  and  vod 
deoen  der  erste  fest^  der  zweite  bewefjlich  ist,  eine  gegenseitige 
Einwirkitiig  stau,  dereo  Krttfiefunctioo  U  deo  Werth  hat: 

WO  r  die  gegenseitige  Entfernung  der  beiden  Punkte,  und  k 
eine  beliebig  gegebene  Gonstante  vorstellt,  so  ei^eben  sich  be- 
kanntlich die  Keppler*sehen  Geset%e.  Der  Punkt  m  wird  also, 
blls  seine  Anfangsgeschwindigkeit  beliebig  gegeben  Ist,  einen 
Ceyedcftntitt  beschreiben,  dessen  einer  Brennpunkt  in  M  liegt. 
l*od  Ist  insl>esondere  der  Kegelschnitt  eine  EtUpse,  und  a  die 
grosse  Axe  dieser  Bllipse,  so  wird  für  die  ümlmife%eit  T  des 
hinktes  m  die  Formel  gelten : 

Zu  f^nnlogen  Gesetzen  gelant^t  ntau  auch  dann,  wenn  die 
beiden  l*uiikfe  auf  einer  gegebenen  festen  kugclfläche  sich  !>e- 
tiodeo,  falls  man  nur  der  krüftefunctton  ü  den  Werth  beilegt : 

WO  ^  den  Winkelabstand  der  beiden  Punkte  vorstellen  soll, 
während  H  den  Radius  der  Kugel,  und  A-  eine  beliebig  gegebene 
Constante  beseichnet.  Dabei  ist  alsdann  i/  auf  der  Kugelflüche 
in /ester  Lage,  m  hingegen  auf  derselben  frei  beweglich  zudenken. 


I)  Vorgetragen  in  der  Sitioog  vom  7.  December  I8SS.  Zum  Drueli 

iiberr«ichl  am  14.  Januar  4880. 

Maak.'phf».  ClMM.  im*  4 


4 


Digitized  by  Google 


2 


G.  Neumann,  Ueber  die  Kkpplkr'sgiibn  Gesetze. 


Ohne  mich  auf  die  Untersaefating  selber  hier  näher  einsu-- 
lassen,  will  ich  nur  die  sieh  ergehenden  Resultaie  in  Kürze  aQ^ 
^eben.  Dieselben  sind  ausdrtlckbar  durch  folgende  Satze : 

Erster  Satz.  —  Hat  der  Punkt  m  auf  der  Kutjel/lüche  eiuefi 
heliehiffen  Anfanfjfiort  und  eine  heltebiye  Anfanr/Sfjeschwindigkcit 
erhalten^  so  tcird  er^  unfpr  der  Einwirkung  des  festen  Punktes  M, 
eine  sphärische  £11  tpse  beschreiben,  deren  einer  Brennpunkt 
in  M  liegt. 

Dabei  ist,  was  diese  sphärische  Ellipse,  d.  i.  die  Bahn  des 
Punktes  m  betrifft,  auf  Grund  meiner  Untersuebung  noch  Fol- 
gendes hinzuzufügen : 

Betrachtet  man  [der  bequemera  Ausdrucks  weise  willen) 
M  als  den  Nora^  der  gegebenen*  Kugeltläcbe.  und  nimmt  man 
an,  die  gegenseitige  Einwirkung  zwischen  M  und  m  sei  eine 
aUractive,  mitbin  k  positiv,  so  wird  die  Bahn  des  Mobils  ent- 
weder ganz  oder  wenigstens  theilweise,  in  der  nördlichen  He- 
misphäre liegen.  Und  ist  andererseits  jene  Einwirkung  repuUw^ 
mitbin  A*  negativ^  so  wird  die  Bahn  des  Mobils,  ganz  oder  wenig- 
stens tbeil weise,  in  der  südUche^  ümisphUre  sieh  befinden. 

2w«tt«r  8«ti.  —  IHe  Zeä  toelehe  das  Molril  m  brauckt, 
mm  mne  eU^pti^he  Bahn  emnuü  9u  äurehlan^en,  hängt  lediglieh 
06  tMtn  der  grossen  Axe  dieser  Bahn.  Es  giU  nämlich  für  jene 
Zeit  TMie  Formel: 

WO  a  die  grosse  Axe  der  in  Rede  stehenden  spitai  t.schen  Ellipse, 
oder  (genauer  ausgedrtlckt)  den  Winkelabstand  des  Perüiels  vom 
Aphel  vorstellt. 

Sind  insbesondere  xf^  und  a  uiiendiirh  klein,  so  i;eht  oÜ'cobar 
<lie  Forrnel  'A/  in  (er.)  üher,  und  ebenso  (B.)  in  {ß,];  wiie  sol- 
ches a  priori  zu  erwarten  stand. 
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E.  Study,  Uebe?-  <Ue  Haumcurven  vkt'ter  Ordnung^  zweiter 
Art,    (Vorgelegt  von  t\  Klein,] 

Das  Folgende  enthalt  eine  Reihe  von  Sätzen  Uber  die  Raum- 
curven  vierter  Ordnang.  Die  meisten  derselben  hat  der  Ver- 
lasser, QebeD  anderen^  bereits  in  seiner  Bearbeitung  einer  Preis- 
«afgabe  angegeben,  welche  von  der  altgemeinen  Abtheilung 
des  Mtlnchener  Polytechnikums  gestellt  war,  und  in  der  ver- 
langt wurde,  die  bekannten  Eigenschaften  der  rationalen  Raum- 
earven  vierler  Ordnung  mit  der  Theorie  der  binären  Formen  , 
vierter  Ordnung  in  einen  engeren  Zusammenhang  2u  bringen, 
als  bis  dabin  geschehen  war*}. 

Es  zeigte  sich  I)ei  dieser  Gelegenheit,  dassein  tieferes  Ein* 
dringen  in  die  Xheorie  Jener  Curven  eine  Reihe  ven  Vorarbeiten 
nöihig  macht,  zu  welchen  bisher  kaum  Anfänge  vorhanden  sind, 
wiewohl  sie  sich  meistens  auf  die  noch  am  Besten  bekannten 
rationalen  Curven  dritter  Ordnung  erstrecken  mttsslen.  in  der 
Uofl'nung,  diese  Vorarbeiten  in  nicht  all  zu  langer  Zeit  erledigen 
und  dann  die  Theorie  der  rationalen  Raumcurven  vierter  Ord- 
nung wenigstens  etwas  über  die  ersten  Anfange  hinausfuhren 
tu  ktfnnen,  zOgerle  ich  bisher  mit  der  Veröffentlichung  der  da- 
mals gewonnenen  Resultate.  Da  aber  jene  Vorarbeiten  einen 
grüssereu  Umfang  angenommen  haben,  als  ich  damals  ver- 
mnthete,  und  ich  inswischen  auch  durch  andere  Untersuchungen 
von  diesem  Gegenstande  abgezogen  worden  bin,  so  mochte  ich 
doch  vorlHufig  wenigstens  einige  meiner  Ergebnisse  an  dieser 
*  Stelle  zur  Mlltheilung  bringeui  welche,  bei  aller  ihrer  Unvoll- 
stsndigkeit,  doch  die  bekannte  Theorie  jener  Curven*)  in 
einigen  wesentlichen  Stücken  zu  ergänzen  scheinen. 


1)  Vgl.  den  Jahresbericht  des  Mttncbeiier  Polytechnikums*  (iir  das 
Studienjahr  1888—4884,  S.  15. 

i)  S.  bes.  die  Arbeilen  der  Herren  Em.  Weyr  und  Adler  in  den 
SitzuDgsbcrkhten  der  Wiener  Akademie.  Herrn  Frof.  Weyr  hin  ich  zu 
besonderem  Danke  verpflichtet  dafUr,  dass  er  mir  die  einschlägige  Litte- 
rttur  in  frenndilchster  Weise  zur  Verfügung  stellte. 


Digitized  by  Göügit; 


4 


E.  Stldy, 


Vorausgestellt  sind  in  Nr.  1)  und  2)  einige  auf  die  Theorie 
der  rationalen  Curven  im  Allgemeinen  beztlgliche  Bemerkungen. 
Mit  dem  Folgenden  zusammengehalten,  lassen  dieselben  erken- 
nen, dass  die  hier  aiifgestelllen  Sätze  besondere  Fülle  von  all- 
gemeinen J:;ii;enschaften  aller  rationalen  Curven  sind,  Liegen- 
schaften, die  tiecitiuet  sein  dürften,  die  G^ulldla^^e  für  eine  all- 
geuieine  Theorie  der  rationalen  Curven  abzugeben. 

\)  Die  Theorie  der  rationalen  Curven  Ordnung  und  die 
Theorie  der  linearen  Systeme  von  l)iüarcn  Formen  n*®'^  Ord- 
nung fallen  bekanntlich,  aus  einem  gewissen  Gesichtspunkte 
betrachtet,  zusammen.  Heide  finden,  iui  Allgemeinen,  ihren 
naturgemlissen  Ausdruck  in  der  Theorie  von  Formen,  welche 
zwei  Arten  von  Veründerlichen  enthalten,  nämlich  binare  Ver- 
iinderliche  in  der  n**"  Ordnung,  uml  Veränderliche  eines  Ge- 
bietes n  4-1**'  oder  niederer  Stufe,  welche  linear  auftreten. 
Es  sind  dies  also  Formen  vom  Typus: 

wo  t  ein  Paukt  des  binaren  Gebietes*],  ü  ein  eines  Ge- 
bietes Stufe  ist  (in<n-hl2),  und  »erst  Symbole  A  mit  Sym- 
bolen IX  multiplicirt  eine  reelle  Bedeutung  erlangen«. 

Nach  einer  von  Herrn  E.  Stroh  gemachten  Bemerkung*) 
besitzen  Formen  dieser  Art  ein  endliches  System  von  rationalen 
Invarianten  und  Govarianten,  durch  welche  sich  alle  Übrigen 
rational  und  ganz  ausdrucken  lassen.  Jede  covariante  Bildung 
der  Form  (()  kann  nämlich  offenbar  schon  durch  binäre  Opera- 
tionen abgeleitet  werden  aus  den  Formen: 

[ABXYZ  ...  ]ai^'' 
[ABCKY...  IVVi^Vi," 


(2) 


(ABCDE  ...M) 

Die  Form  (i)  hat  also  ein  endliches  Formensystem,  weil  die 
Govarianten  (2 , ,  als  binäre  Formen  betrachtet,  ein  solches  be« 
sitzen. 


1)  Wegen  der  Bezeichnung  vgl.  den  dritten  Abschnitt  der  Eioleitung 
zu  toeiner  Habililstionsscbrift,  Math.  Annalen  Bd.  S7. 

S)  Vergl.  dessen  Beweis  der  Gordan'schen  Gombinanten-Saties  Math., 
Aooalen  Bd.  XXII,  S.  893  n.  ff. 
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2)  Um  (las  volle  System  der  Form  '\)  zn  bilden,  halle  man 
demnach  von  den  Formen  (2j  die  Elemcularcovarianten  aufzu- 
sielien^  und  deren  Systeme  zu  combiniren.  Dieses  Verfahren 
enteist  sieh  ,'d)er  schon  in  den  einfachsten  F,1Ilen  sobald  n  >  2) 
ah  viel  zu  conipHcirt.  Es  gelingt  jedoch  auf  indtrectem  Wege, 
die  Aufsähe  ftlr  kleine  W  erthe  von  n  noch  so  zu  vereinfachen, 
da*5s  ihrp  vollst nndige  LOsuDg  keine  principiellea  Schwierig- 
keiten mehr  d»Hl)i<Mpt. 

So  liissl  sie  sich  im  Falle  /?  =  3,  m  =  3  zurückführen  auf 
die  Combinalion  des  Systems  zweier  binärer  quadratischer  For- 
men mit  einer  cubischen  Form  ;  für  ??  =  4  tritt  an  Stelle  der 
oubischen  Form  eine  Form  6^**^  Ordnung,  für  w  =  5  eine  Form 
5**'  und  eine  Form  3^"^  Ordnung.  Der  uns  hier  interessirende 
F«ü  n  SS  4,  m  =  4  führt  analog  auf  die  Combination  des  Systems 
zweier  binärer  quadratischer  Formen  mit  dem  einer  biquadra- 
tischen  Form. 

3)  Setzt  man  die  quatemttr- lineare,  bjnär-biquadratisehe 
Form 

(3)  Ua  Of* 

gleich  Null,  so  erhült  man  einerseits  die  Parameterdarstellung 
einer  Raumcurve  vierter  Ordnung,  andrerseits  die  Parameter- 
darstellung eines  dreifach  ausgedehnten  linearen  Systems  von 
binären  Formen  vierter  Ordnung.  Diese  sind  bekanntlich  alle 
SU  einer  einzigen  biquadratischen  Form  f  conjugirt,  deren  Null- 
punkte die  Wendepunkte  (oder,  wie  man  sie  gewöhnlich  nennt : 
»Hyperosculalionspunkte«)  der  Curve  vorstellen. 

Schon  eine  oberfliichliche  Betrachtung  der  einfachsten  Co- 
TaHanten  doi  Form  (3)  führt  ohne  Schwierigkeit  zu  den  meisten 
bekannten  Eigenschaften  der  Curve,  ur;^!  nusserdem  zu  vielen 
neuen.  Hier  beschranke  ich  mich  darauf,  einige,  "wie  es  seheint, 
noch  nicht  bemerkte  Sätze  anzuführen,  welche  von  einer  wesent- 
lich anderen  Art  sind,  als  die  bisher  aufgestellten.  Sie  ergeben 
sieb  ohne  viel  Rechnung,  meistens  aus  dem  blossen  Anblick  des 
P^larsystems  der  Form  (3). 

£tne  rationale  Curve  nenne  ich  im  Folgenden  dann  »zu 
einer  hindurchgehenden  rattimalen  Hegelßäche  perspecHvuch«^ 
wenn  sie  zu  ihr  projectivisch  ist,  und  wenn  ausserdem  jeder 
Ponkt  in  der  ihm  entsprechenden  Geraden  liegt ;  und  in  ahn- 
lichem Sinne  werde  ich  den  Ausdruck  gebrauchen ,  dass  eine 
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rationale  Gurve  perspectivisch  Hegi  zu  der  Schaar  der  Schmieg* 
aogsebenen  einer  anderen. 

4)  Beiraohtet  man  in  der  Gleichung 

(4)  UAa^'a^^^O, 

deren  linke  Seite  eine  Polare  der  Form  (3)  ist,  t  als  gegeben»  o? 
als  veränderlich,  so  durchlauft  der  durch  dieselbe  dargestellte 
Raumpunkt  offenbar  die  Tangenle  des  Punktes  t  unserer  Raum- 
curve.  Betrachtet  man  daher  umgekehrt  x  als  fest,  t  als  ver-' 
änderlich,  so  erhält  man  als  Ort  jenes  Raumpunktes  eine  ratio- 
nale Curve,  welche  zu  der  Tangentenfläche  der  perspec- 
tivisch liegt. 

Jedem  Punkte  x  der  C*  wird  so  eine  bestimmte  Curve  {ac} 
zugeordnet,  die  im  Allgemeinen  eine  eigentliche  Raumcurve 
dritter  Ordnung  ist,  und  die  C*  im  Punkte  x  berührt«  Man  er- 
hält dieselbe,  wenn  man  das  Ebenenbttschel  durch  die  Tan- 
gente I  des  Punktes  x  derart  projecttv  auf  die  Tangentenschaar 
der  Curve  C*  bezieht,  dass  der  Schmiegungsebene  des  Punktes 
X  die  Tangente  ^  desselben  Punktes  zugeordnet  wird,  und 
ausserdem  jenen  beiden  Ebenen  durch  |,  welche  die  Gurve  noch 
ein  zweites  Mal  berfihren,  die  zu  den  Bertthrungsp unkten  ge- 
hörigen Tangenten.  Das  Ebenenbflschel  |  erzeugt  dann  mit  der 
Tangenlenscbaar  der  C*  i.  A.  eine  Raumcurve  driller  Ordnung 
(j),  welche  mit  der  C*  den  Punkl  x,  sowie  die  zugehörige  Tan- 
gente und  Schmiei2;uniisrbpne  jj^eniein  bat.    .Nur,  wvnn  jl'  in 
einen  der  Woiuiepiinkte  der       hineinrülll,  erhält  man  eine 
ebene  (iurve,  welche  in  der  bt  U tireuden  » \Vende-Kl)ene^'  ^'©^t. 

Alle  zu  den  runktcn  .r  der  C*  gehörigen  Kaunicurven  drit- 
ter Ordnung  haben  mit  vier  bestimmten  Ebenen  je  eine  drei- 
punklige  Beriiliiuuti.  nandieli  mit  den  Wende-l.ljenen  der  C*, 
und  zwar  Ulf  den  zugehörigen  Wendepunkts-Tangenten. 

Da  eine  Haunieurve  dritter  Ordnung  durch  ftlnf  ihrer 
Schmiegungs-Ebenen  und  die  Tangente  in  einer  derselben  i)e- 
reits  völlig  bestimmt  ist,  so  folgt  umgokelirl : 

Conslruirt  uian  eine  Raumcurve  (b-itfer  Ordnung,  welche 
die  vier  Wende-Ebenen  und  die  Si  hmiegungsebene  eines  be- 
liebigen Punktes  .r  der  zu  Schuiiegungsebenen  hat,  und 
ausserdem  die  Tangefile  von  ,t  berührt,  so  l)erührt  sie  dieselbe 
im  Funkle  selbst;  sie  verläuft  i;anz  auf  der  TangeDteuilciche 
der  C  und  liegt  zu  ihr  perspedivisch. 
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5)  Die  Tangentenllüche  der  Curve  ist  von  der  sechsten  Ord- 
nung un<l  hat  daher  mii  jedc^ii  linearen  Complex  sechs»  Gerade 
gemein.  Die  Parameter  der  BerUhruugspunkte  solcher  sechs 
Tangenten  j  die  in  einem  linearen  Complex  liegen,  bilden  nun 
dir  Nullpunkte  derjenigen  Formen  sechster  Ordnung,  welche 
Iii  der  Govarianle  sechster  Ordnung  T  der  Wendepuükts-l  urni 
/"conjugirt  sind;  insbesondere  sind  die  iNuiipunkle  von  T  die- 
jenigen sechs  Punkte  der  Curve,  für  welche  sechs  coDseculive 
Tangenten  in  einem  linearen  Complex  liej^en. 

Bezeichnen  wir  die  beiden  InvariantcQ  der  Wendepunkts- 
form f,  wie  gebräuchlich,  mit  i  und  /,  die  Hesse'sche  Covnrianle 
mit  H,  so  foli^l  daraus,  dass  alle  Fonneu  des  Büschels  j/  -h  /.iJI 
zu  T  tpolar  sind,  unmittelbar,  dass  die  Tangenten  in  den  Null- 
punktt  II  der  Formen  dieses  Büschels  auf  je  einer  I  hiclie  zvveileu 
Gratlo  liegen.  lnsl»e>'>iHifM  e  y;ill  dies  auch  für  die  vier  Wende- 
punkt s-Tangenten.  Diese  können  also  mii  irii;end  zwei  weileren 
Tangeuten  der  Curve  durch  einen  linearen  ('omplex  verbunden 
werden.  W  ählt  man  zwei  couseculive  TaniiLMiicii,  itiiL  dem  Be- 
rührunjispunkt  x,  so  erhält  man  auf  diese  Art  denselben  Com- 
plex, in  welcfu  m  die  zu  x  gehüri|^  Raumcurve  dritter  OrdnuD|j^ 
[x)  liegt;  oder  umgekehrt: 

Der  lineare  Complex,  in  welchem  eine  belicluge  [j-]  der 
von  ufis  betrachteten  Schaar  enthalten  ist,  triül  die  Tangenten- 
fliiche  der  C*  in  zwei  consecutiven  Tangenten,  deren  Berüh- 
rungspunkt X  ist,  und  ausserdem  in  vier  festen,  von  .r  unal>- 
bangigen  Taiigeutea  der  Curve,  den  Xangeoteo  der  Wende- 
punkte. 

6j  Als  nolhwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür, 
dass  die  Curve  in  einem  linearen  Complex  liegt  und  also  von 
der  vierten  Ciasse  ist,  ergiebt  sich  das  identische  Verschwinde» 
von  T.  In  diesem  Falle  rücken  die  Wendepunkte  zu  je  zweien 
in  einen  >  StrccIiungspunkU  der  Curve  zusammen,  das  beisst  in 
einen  Funkt,  der  mit  zwei  benachbarten  in  einer  Geraden  liegt. 
Im  allgemeinen  Falle,  wo  T  nicht  identisch  Null  ist,  liegt  die 
Curve  in  einem  Reye'schen  ConqUeXy  dessen  Fundamentaltetrae- 
der von  den  vier  Wende -Ebenen  gebildet  wird.  Demselben 
Complex  geboren  als  Complexcurven  auch  alle  Curven  dritter 
Ordnung  an,  welche  auf  der  Tangentenfläche  der  C*  verlaufen; 
seine  absolute  Invariante  ist  identisch  mit  der  absoiulen  In* 
Variante. der  Wendepunkteform  f  unserer  C*, 
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7)  Je  zwni  iiiiscror  Curven  diiller  Ordnung,  [x]  und  (ij  , 
sind  vermittelst  der  C*  auch  aufeinander  projectiv  bezogen. 
Entsprechende  Tangenten  (lerselben  lietien  in  der  nfimlichen 
Schniiegungsebene  der  C*  und  schneiden  sich  also.  Der  Ort 
ilji  er  Schnittpuiikie  ist  ein  Kegelschnitt  (Xy  y],  welcher  zu  der 
Scfiaar  der  Schmiegimgsebenen  der  C*  perspectivisch  liegt,  und 
gleichfalls  eine  Curve  des  Reye'schen  (  (»mplexes  ist. 

8)  Man  constt  uire  die  zu  drei  l'uiiklen  x,  ij,  z  der  C*  ge- 
hörigen Curven  dritter  Ordnung  (o?),  (y),  (s),  und  bringe  darauf 
die  Tanjzenle  eines  jeden  der  drei  Punkte  zum  Durchschnitt  mil 
den  (lurven.  welche  zu  den  anilr  i  pn  beiden  Punkten  gehöreu . 
Lejzl  man  dann  in  jedrin  ilvv  erhaileneii  st^chs  Punkte  die  Schniie- 
uimtisehene  an  die  belretlende  Curve  dritter  Ordnunc.  so  erhall 
m<\n  blos  drei  verschiedene  Ebenen,  welche  noch  dazu  durch 
i^  int  und  dieselbe  Gernde  liehen.  Es  ist  dies  eine  gemeinsame 
SchmieL!nnL!Sgerade  für  alle  drei  Curven  und  daher  ein  Strahl 
des  Beye'schen  Complexes.  Es  kann  auch  umgekehrt  jed»M- 
<;oinj)lexstrahi  so  erzeugt  werden ,  und  zwar  i.  A.  nur  auf 
eine  Art. 

9)  Die  Schmiegungsebenen ,  welche  irgend  vier  unserer 
Curven  dritter  Ordnung,  .t),  {y),  (3),  7^  paarweise  geniein 
haben,  bilden  die  Flüchen  eines  vollständigen  Vierkants.  Jeder 
Punkt  S  des  Raumes  ist  der  Scheitel  unendlich  vieler  solcher 
Vierkante;  und  zwar  bilden  die  Punktquadrupel  x,  y,  3,  t  auf 
der  Curve,  die  zu  demselben  Punkte  6'  ftlhren,  die  Nullpunkte 
eines  Büschels  von  Formen  vierler  Ordnung.  Jeder  solche 
Btischel  enthält  die  Wendepunktsforro  f,  als  deren  zugeordneter 
Punkt  jeder  beliebige  Punkt  des  Raumes  angesehen  werden 
kann. 

Umgekehrt  ist  jedem  die  Wendepunktsform  enthaltenden 
Bttscbei  von  binflren  Formen  vierter  Ordnung  nuf  diese  Art  ein 
Raumpunkt  zugeordnet.  Dem  Büschel  jf-^iiH  entspricht  der- 
jenige Punkt  P,  von  welchem  aus  die  Curve  durch  einen  Kegel 
projicirt  wird,  dessen  Wendestrablen  mit  seinen  Doppelstrabi en 
zusammenfallen  und  die  Curve  in  den  Nullpunkten  von  T 
treffen.  Den  Nullpunktquadrupeln  eines  f  nicht  enthaltenden 
Bllsehels  von  binaren  Formen  vierter  Ordnung  entsprechen  die 
Punkte  einer  Geraden  u.  s.  w.,  u.  s.  w. 

10)  Unter  allen  bintfren  Formen  vierter  Ordnung,  welche 
zu  demselben  Punkte  S  des  Raumes  führen,  befindet  sich,  so- 
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bald  /4=0,  eine  von  f  verschiedene  Form,  deren  .Nulljjunkte  iu 
einer  Ebene  a  liegen. 

Die  Zuotdiiung  zwischen  »S  und  o  ist  die  eines  quadra- 
tischen Polarsvslems ,  dessen  OrdnunesflUche  von  allen  den 
Ebenen  uniliüllt  wird,  welche  die  Curve  in  vier  aquiauharuio- 
Discben  Punkten  Irellen. 

\\]  Die  Kbenen  uller  Kegelschnitte  (0*1/),  oder,  was  das- 
selbe ist.  die  Schmiegiiupsebenen  aller  unserer  Haumcurven 
dritter  Ordnung  (x\  umliüllen  eine  Steinersche  Flüche,  von 
welcher  die  C*  eine  IlaupltanL;en(enciirve  isl.  Construirt  man 
in  der  Schmiecrnnizsehene  eines  belieiüi^eri  i'niiktes  .r  der  C*  die 
btulrri  rveL:rlsi  hii  itle,  welche  durch  .r  izehon  und  die  vier  Wende- 
Ebenen  lierUhren,  so  berührt  der  eine  derscllM  n,  der  kegel- 
.  schnitt  (x,  x),  die  C*  in  ^r.  und  beide  liegen  aul  der  Steiner- 
schon Flüche.  Die  Ebenen,  welche  die  Sleiner'sche  Fläche 
lanizs  der  Punkte  eines  Kegelschnittes  berühren,  sind  die  Wende- 
Ebenen  der  C*;  die  Doppelgeraden  der  Fläche  sind  dieselben, 
welche  die  Nullpunkte  der  quadratischen  Fncioren  von  T  ver- 
binden: es  Ljiebt  nur  diese  eine  Steinersclie  Flache,  auf  wel- 
cher die  C*  llaupttangentencurve  isl  ;  u.  s.  w.,  u.  s.  w. 

Diese  Andeutungen  werden  genügend  erkennen  lassen, 
wie  fruchtbringend  es  sein  wird,  diejenigen  Formen  mit  zwei 
Arten  von  Veränderlichen,  welche  die  Parameterdarsiellung  der 
rüiionalen  Curven  zum  Ausdruck  bringen ,  im  Sinne  der  Inva- 
riantentheorie  zu  untersuchen'). 

Ein  Aehnliches  gilt  natürlich  hinsichtlich  der  rationalen 
Flächen.  Es  sei  noch  bemerkt,  dass  die  meisten  der  vorstehend 
angegebenen  Satze  sich  ohne  Weiteres  auf  alle  rationalen  Cur- 
ven n*^'  Ordnung  im  Gebiete  n^^  Stufe  ausdehnen  lassen,  wobei 
jedoch  die  Falle,  wo  n  gerade  und  wo  it  ungerade  ist,  ein  ab- 
weicbendes  Verhalten  zeigen. 


\)  Beiläufig  mag  hier  bemerkt  werden,  dass  die  Theorie  der  Raum- 
curve  dritter  Ordnung  ihre  voIIkomm(»nsle  analytische  Ddrslolluns;  in  der 
Theorie  einer  Form  findet,  welche  drei  Arten  von  Veränderlichen  —  bi- 
Bire,  ternttre  und  quaternare  —  linear  enthalt. 


JL  Horwitiy  lieber  al^ratsdte  CorrespandenMen  und  das 
verallgemeinerte  Correspondenxprincip,  (Vorgelegt  von  F.  Klein*) 

Bekanntlich  ist  das  Ghasles'sche  Gorrespondenzprincip, 
welches  nur  für  das  Entspreehen  von  Punkten  auf  einer  Gurve 
vom  Geschlechte  Null  Gtlltigkeit  besitzt,  von  Herrn  Cayley 
auf  Curven  von  beliebigem  Geschlechte  erweitert  worden,  eine 
Erweiterung,  welche  zuerst  von  Herrn  Brill  bewiesen  wurde ') . 
Dieses  verall^eiiieinerle  Correspondeuzpi  iucip  lautet  folgender- 
raasseu  : 

»Zwihchüo  den  Coordinaten  x^f  jc,,  £c,,  y,,  y,  zweier 
Punkte  j  und  y  einer  algebraischen  Curve  C  vom  Gescblecbte 
j)  sei  eine  algebraische  Gleichung 

^  (a?<,  a?»,  a?,  |  y^,  y,,  y,)  »  0 

gegeben.  Vermöge  dieser  Gleichung  werden  jedem  Punkte  x 
der  Curve  eine  bestimmte  Anzahl  <(  mit  r  beweiziicher  und  im 
Allgemeinen  von  x  verschiedener  Punkte  und  umgekehrt 
jedem  Punkte  jf  der  Curve  eine  besliiiiailt'  Anzahl  mit  y  be- 
weglicher und  im  Alli^emeinen  von  y  verschiedener  Punkte  x 
entsprechen.  Dann  kommt  es  immer 

C  SS  a  ^  ß  tpy 

Mal  vor,  dass  zwei  entsprechende  Punkte  y  zusanunenfallen. 
Dabei  bedeutet  y  eine  positive  Zahl,  welche  angiebt,  wie  viele 
von  den  SeliDillpunklen  der  Curve  W  'x^J  a*j,  |  y,,  y,,  y^]  =0 
oder  auch  der  Curve  ly,.      \  x^,  .t,,  a:,)  =  0  mit  der  Curve 

C  in  den  Punkt  y  hineinfallen,  wenn  unter  y^,  y,,  y^  die  Coor- 


4]  Cayley,  Comptes  rendus,  BU.  62  pag.  586  und  Trausactinnv  uf 
thc  R.  Soc.  London  Bd.  158,  pag.  145.  Brill,  Math.  Annalcn  Bd.  6  pag.  83 
und  Bd.  7  pag.  S07.  Ilan  vgl.  auch  die  »Vorlesttogeo  Uber  Geometrie«  von 
Glebsch,  herausgegeben  von  Linde  mann  (Bd.  I  pag.  444  JT.  und  Bd.  II 
pag.  7S0  ff.) 
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dioaten  irgend  eines  beliebigeo  Punktes  y  der  €urve  C  ver- 
sUnden  werden.« 

Die  Zabl  y  heissl  {nach  Herrn  Brill)  die  »Wertbigkeit« 
des  Punkles  x^sy. 

Es  isi  eine  wesentliebe  VorausseisuDg  dieses  SaUes,  dass 
die  algebraische  Correspondenz  auf  der  Gurve  C  in  bestimmter 
Weise,  nämlich  durch  eine  Gleichung  ^  a  0,  definirt  werden 
kdone.  Nun  zeigen  aber  Beispiele,  dass  Gorrespondenzen  exi- 
stiren,  für  welche  diese  Voraussetzung  nicht  zutrifl't.  Ich  habe 
mir  deshalb  die  Aufgabe  gestellt,  alle  Überhaupt  luogiiciieo 
algebraischen  Gorrespondenzen  zu  bestimmen  und  die  Zahl  xiirer 
Coincidenzen  feslzuslellen. 

Bei  der  Behandlung  dieser  Aufgabe  erschien  es  rulhsani, 
an  Stelle  der  algebraischen  Cur\e  eine  beliebige  Riemann'sche 
Fläche  til^  Träger  der  Correspondenz  anzunehmen.  Die  fUr  die 
Riemann'sche  Fläche  gewonnenen  Resultate  lassen  sich  dann 
nicht  nur  auf  ebene  algebraiseiie  Curven,.  sondern  Uberhaupt 
auf  alle  einstufigen  geometrischen  Gebilde,  welche  durch  eine 
beliebige  Anzahl  algebraischer  Gleichungen  definirbar  sind, 
ohne  Weiteres  übertragen.  Jedes  solche  Gebilde  kann  ja  als 
eine  besondere  Erscheinungsform  einer  Eiemann'schen  Fläche 
aufgefasst  werden. 

§  1- 

Kelntonen  nriaoiiflii  den  Integralen  erster  Ckkttnng  und  deren 

Um  eine  möglichst  geringe  Zahl  von  Voraussetzungen  zu 
machen,  möge  die  Aufgabe,  um  welche  es  sich  handelt,  folgender- 
massen  formulirt  werden 

»Zwischen  zwei  Stellen  x  und  y  einer  Riemann'schen 
Fläche  vom  Geschlechte  p  findet  eine  analytische  Abhängigkeit 
statt  der  Art,  dass  jeder  Stelle  x  der  Fläche  eine  gewisse  Zahl 
u  mit  X  beweglicher  und  im  Allgemeinen  von  x  verschiedener 
Lagen  y\  y'\  .  •  der  Stelle  y  correspondiren.  Es  soll  diese 
Correspondenz  zwischen  den  Stellen  x  und  y  analytisch  definirt 
Dod  die  Zahl  ihrer  Goincidenzen  bestimmt  werden.« 

Es  ergiebt  sich  zunächst,  dass  nothwendig  jeder  Lage  der 
Steile  y  nur  eine  endliche  Anzahl  ß  von  Lagen 
der  Stelle     correspondiren  können.  Der  Beweis,  welcher  auf 
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bekaniilen  Pnncipien  boniht,  möi;r  nur  kurz  angedeutet  werden  . 
Aiiuenommen,  es  könnten  einer  Stelle  y  unendlich  viele  Stellen 
:r',  .t".  .  .  .  entsprechen,  so  würde  mindestens  eine  Stelle  (i 
auf  der  Uiemann'schen  Flache  vorhanden  sein,  in  deren  noch 
so  klein  angenommenen  Umgebung  unendlich  viele  der  Stelle  /y 
correspoinluende  Stellen  liegen.  Diese  Stelle  a  wüide  eine 
wesentlich  sinjiul.irc  in»  Gebiete  der  variabeln  Stelle  x  sein  uncJ 
eine  solche  kaun  nicht  existiren. 

Indem  ich  mich  der  Belianüiung  des  aufgestellten  Problems 
zuwende,  bemerke  ich  zuvfirdersl,  dass  ich  den  Fall  p  =  0, 
welcher  sich  in  bekannter  Weise  einfach  erledigt,  ausschliesse. 
Ferner  sollen  die  Indices 

Zahlen  aus  der  Reihe  4,  2,  3,  . .  p  bedeuten  und  falls  sie  als 
Summationsbuchstaben  auftreten,  alP  ihre  Wertbe  durchlaufen, 

«  =  p 

^dass  z.  B.  das  Zeichen  ^  als  AbkttrKupg  fttr  ^  gebraucht 

i  <«- 1 

'wird. 

Es  seien  nun 

[^]  »  ^U»  

die  Werthe  von  p  unabhüngiiien  til)er;ill  endlichen  Integralen 
<ler  Flache  an  der  Stelle  x.  Betrachten  wir  die  Summe 

4ls  Function  der  Stelle  so  wird  dieselbe  erstens  überall  end- 
lich sein  und  zweitens,  wenn  x  einen  geschlossenen  Weg  be- 
:schreibt,  sich  um  eine  Periode  von  uj^  vennehren,  da  sich  die 
Stellen  y\  y**^  . .  nur  untereinander  vertauscht  haben  kön- 
nen, wenn  x  auf  seinen  Ausgangspunkt  zurückgekehrt  ist*). 
Die  obige  Summe  ist  daher  ein  überall  endliches  Integral  der 
Flache  und  es  bestehen  also  die  p  Gleichungen  : 

r  SS  « 

^^^^^ki  w,-  [x]  +  nk  (A-  =  4 ,  2,  .  , .  , 
r  SM  i  i 


1)  Es  ist  roüglich,  dass  von  den  blelion  y',  y",  .  .  .  J/"  einige  abgeson- 
<dert  werden  können,  die  bei  allen  geschlossenen  Wegen,  welche  x  be- 
schreibt, sich  nur  onter  sich  vertauscheo.  Dana  ist  die  betrachtete  Gorre- 
spoodeM  redactlbel.  Ob  dieses  eintritt  oder  Dicht,  lassen  wir  dahingestellt. 
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die  Coefficienten  tr  von  der  Stelle  x  uDabhängige  Grössen 
Torslelleti 

Die  GonsUDten  7t^  sind  oflTeDbar  von  der  Wahl  der  in  den 
Integralen  u  [oc]  enthaltenen  additiven  Gonstanten  abhfingig. 

Die  Integrale  u{x]  sollen  nun,  was  stets  möglich  ist,  so  ge- 
wählt  werden,  dass  sie  die  folgenden  primitiven  Periodicitats- 
moduln  besitzen: 

••4  0|  t»       Oj       ^^(f  •  ♦  •  J 


Up  »».0,  0)  ...  4|  Opit  ^j9t*  • "  •  ^^pp' 

Xheun  lassen  sich  die  GbefBcienten  ftj^^  auf  folgendem  Wege  be- 
stimmen :  Die  Stelle  x  beschreibe  einen  geschlossenen  Weg^ 
auf  welchem  ii|  {x)  in  ti|  (x)  +  4  ttbergeht,  wahrend  die  librigen 
Integrale  sich  ungeändert  reproduciren:  so  werden  sich  die 
rechten  Seiten  der  Gleichungen  {1}  um  die  Coefficienten  /ri^i 
vermehren,  wahrend  die  linken  Seiten  um  ein  System  simul- 
taner Perioden  der  Integrale  wachsen.  Es  ist  also 

(2)         Ttja  =      ^29üHi  (*,  /  =  4,  2,  , . .  p) , 

wo  die  Buchstaben  h  und  ^  ganze  Zahlen  bezeichnen. 

Beschreibt  ferner  x  einen  Weg,  auT  weichem  U|(x]  in 
u^(x)        ttbergeht,  so  ergiebt  sich  in  analoger- Weise 

t  f 

wobei  die  Zeichen  //,  G  wiederum  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Substituiren  wir  die  Werlhe  der  Grössen  n  aus  (2)  in  (3), 
so  erhallen  wir  zwischen  den  Grössen  a,^  die  folgenden  />*  Re- 
lationen : 

'S)       ^^ki      -^^Smi  ^km  flrf  =  ^kl 

i  i,m  i 

  4,2,  ...p). 

I)  Aebolicbe  GletcbuDgen  bestehen  auch,  wenn  man  eine  Comfpon- 
dfDZ  iwiaeben  zwei  Stellen  swefer  R  lerne nn*schen  FIflcben  betrechiet. 
Diese  Gleichungen  ktfnnen  als  eine  Verallgemcineruag  des  Abel*scbeir 
Tbeorems  angesehen  werden,  in  welches  sie  übergehen,  wenn  eine  der 
beiden  Flachen  da«  Gescblecbi  Natt  besitzt. 
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§  2. 

BiBthftümg  der  Ckttrespondanseii  in  aiiigiü&M  n&d  WArthifkeits* 

Oorretpondensexu 

Ks  sind  nun  zwei  Fiillf  zu  unterscheiden  :  entweder  stel- 
len Dcimiicli  die  Relationen  4)  eine  wirkliche  Abhängigkeit  der 
Grössen  von  einander  vor,  oder  dieses  ist  nicht  der  Fall,  so- 
dass die  Belationen  (4)  fflr  alle  Werlbe  der  ii^-^^^  Grössen 

a,^.  erfüllt  sind.  Setzen  wir  das  Letztere  voraus,  so  ergiebt 
sich,  dass 

und  dass  alle  übrigen  Zahlen  hj  H  verschwinden  nittssen. 
Wenn  wir  den  gemeinsaraen  Werth  der  Zahlen  h^y  mit  —  y 
hezeicbnen,  so  nehmen  jeUt  die  Gleichungen  (4)  folgende  Ge- 
stalt an : 

Wir  nennen  dann  die  Gorrespondens  eine  vWerlhigkeits-Gorre- 
spondeoz«,  die  positive  oder  negative  ganze  Zahl  y  die  zu  der 
Gorrespondenz  gehörige  »Werth igkeit«. 

Dagegen  soll  in  dem  ersten  oben  erwähnten  Falle,  wenn 
also  die  Relationen  (ij  sich  nicht  alle  auf  Identitäten  redu- 
ciren,  die  Gorrespondenz  eine  » singulare <(  genannt  werden. 
Solche  singulare  Gorrespondenten  können  offenbar  nur  auf  be- 
sonderen Riemann*8chen  Flächen  ezistiren,  nämlich  nur  auf 
solchen,  bei  denen  es  möglich  ist,  die  p*  Relationen  (4)  durch 
gaozzahligeWerthe  der  Grössen  H,  G  zu  befriedigen,  ohne 
dass  h^^  sss      5ö  . .  =  G^,  =  ist  und  zugleich  die 

übrigen  Grössen  h,     JI,  G  verschwinden. 

Piese  besonderen  Riemann'schen  !  U<  iien  sollen  y^siugultir« 
genannt  werden.   Wir  iüiijen  also  folizenden  Salz: 

nJede  (Ulf  t'incr  nicht  sntyuldrrn  Hiemdun  sehen  Fläche  müg^ 
liehe  Con  eapondenz  /6/  eine  Werthighetls-Con  eapondenza . 

Dieser  Satz  wird  später  durch  den  anderen  ergänzt 
werden : 

»Auf  jeder  singidären  Riemann'schen  Fläche  exUUren  auch 
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§  3. 

IMiiitifiA  der  Vertfaigkeitacorreapondmgwi  dvzeh  «iiie 

algelftnisehe  FuctioA. 

Es  bezeichne  nun  r„  . .  Vp\  oder  kürzer     [vj  die 

zu  der  Fläche  gehörige  ^-FuDciioD,  so  wird  bei  passender  Wahl 
der  CoDslaoten 

^[U|(ar)  -  Uiiy)  -  Cf] 

als  Function  der  Stelle  x  loder  ?/  aiifpefassl  für  ;r  =  7  (oder 
yÄic)  und  weitere  p  —  1  nur  von  den  (.onslanlen  c,-  al)han£;ende 
Stellen  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung.  Wenn  daher 
j  eine  \ai  iable,  t/  ,  //  »  •  •  •  die  correspondirenden  Steifen, 
ferner  eine  feste.  //„'.  Vr".  •  •  •  y^"  die  ihr  correspouiiirendt'u 
Stellen,  endlich  y  eine  variaüie,  eine  feste  Stelle  bedeutet, 
so  wird  die  Function 

(61  da:     «  fj"  »Mv)  -  ^iiy*)  -  Cj]  

U  ^<^f  91      II  ^  ^„ .     _    (yf)  _  c,]    In.  (y)  -  u,.  (Von  -  Cil 

als  FuDClion  von  y  nur  an  den  x  correspondirenden  Stellen 
9«  •  •  ^  einfach  Null  und  nur  an  den  correspondirenden 
Stellen  y^^  . .  y^  einfach  unendlich  und  verhalt  sich  ent- 
sprechend, wenn  man  sie  als  Function  von  x  auffasst.  Das 
Piroduct 

P)  ^(^,  y]  =      (y) - 1^) - 0,1  * - n, (x) - cjj]  • 

bat  aber  in  Folge  der  Gleichungen  (5)  die  Eigenschafti  sich  un- 
verändert SU  reproduciren,  wenn  y  einen  geschlossenen  Weg 
beschreibt  und  ist  also  eine  algebraische  Function  der  Stelle 
Lassen  wir  x  einen  geschlossenen  Weg  durchlaufen,  so  geht 

r(T,      m  ß       «  F[.T,  v)  (Iner,  wo  die  3f,  ^;»nze 

Zahlen  bezeichnen.  Da  aber  die  Fiinclion  nach  wie  vor  alpe- 
braisch  von  der  Stelle  y  obhHnizen  muss,  so  sind  die  Zahlen  M^ 
sämmtlich  gleich  Null,  sodass  F[Xfy)  in  F(.r,  //  UberL;eht,  also 
ungeHndert  bleibt.  F'x  y)  ist  also  auch  eine  altrebraiscbe 
FanctioD  der  Stelle  x.  Damit  ist  folgender  Satz  bewiesen: 

»Jede  Werthigkeitscorrespondenz  —  also  nocÄ  dem  vorigen 
l^ragraphen  z.  B.  jede  auf  einer  nicht  singulüren  Biemann'schen 
Fläche  überhaupt  mögliche  CarrespcndenM  —  Uüst  sich  durch  eine 
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von  zwei  Stellen  x,  y  der  Fläche  algebraisch  abhän^nde  Punclioftr 
F[x,  [j  (Icfinircn.  Wird  die  Stelle  X  {bez,y)  fiocirt,  so  verschwin- 
det F{x,  y)  als  Function  der  Stelle  y  {bez.  x)  aufgefasst  y-fach  für 
y=sx  (bez.  xsssy)  und  je  einfach  an  denjenigen  a  {bez,  ß)  Stellen , 
welche  der  Stelle  x  {bex,  y)  correspondiren ;  sie  wird  unendlich 
Y'fach  an  der  festen  Stelle  [bes.  und  je  einfach  an  den  er 
{bes,  ß)  dieser  SteUe     (bez,  y^)  correspondirenden  Stellen  tu. 

Dabei  ist  unter  einer  f-fachen  Null-,  bes.  UueDdlichkeits- 
stelle  eine  ^ fache  Unendlicfakeits-  bes.  Nullstelle  zu  ver^ 
stehen,  wenn  y  eine  ne(;ative  Zahl  sein  sollte.  Die  im  Satxe 
gegebene  Aufzahlung  der  Null*  und  UnendlidikeiisstelliBO  ist 
eine  erschöpfende. 

§♦• 

Das  CorreBpondenzprincip  für  Werthigkeitscorrespoudenzen. 

Durchwandern  die  Stellen  x  und  y  gleichzeitig  (etwa 
dicht  hinter  einander)  denselben  geschlossenen  Weg,  so  wird 
sich  ^[M,(y)  —  «i  [x]  —  c,]  ungeändcrt  reproducirt  haben,  wenn 
und  y  auf  ihren  Ausgangspunkt  zurückgekehrt  sind.  Denn 
die  Integrale  [y]  und  [x]  haben  sieh  uui  dieselbe  Periode 
vermehrt.  Deshalb  wird 

(8)  F[x]  =         ,  /'  -^'f  -jl 

eine  algebraische  Function  der  Stelle  x  sein.  Diese  Function 
wird  nun  so  oft  verschwinden,  als  die  Stelle  x  mit  einer  corre- 
spondirenden  Stelle  ^  zusanimenfllltt,  also  C-mal,  wenn  Cdie 
Anzahl  der  Goincidenzen  der  Gorrespondenz  bezeichnet.  Sie 
wird  an  den  a  Stellen  x  =  y/  und  den  ß  der  Stelle  y^  ent- 
sprechenden Stellen  je  einfach  unendlich  und  überdies  ^-fiieh 
unendlich  (oder  ( — ^)-fach  Null)  an  den  2  p  NultsteUen  von 
&  [ui  [x)  —  Ui  [Xq]  ~  Ci]  .  &  [ttj  (ly^)  —  Ui  [x]  —  Cjj .  Da  nun  eine 
algebraische  Function  ebenso  oft  Null  wie  unendlich  wird,  so  ist 

(9)  C^aH-ß-hipy, 

welches  (für  ^  >  0)  die  Gayley-Briirsche  Gorrcspundenzformel 
ist.  Zugleich  erhalten  wir  aber  ausser  dieser  Formel  den  Satz: 
»Die  Goincidenzstellen  einer  Gorrespondenz  mit  positiver 
Werth igkeit  sind  stets  die  Nullstellen  einer  algebraischen  Func- 
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tiwi  P  [cc]  der  Fläche.  Die  Goincidenzsteilen  einer  CJorrespon- 
denz  mit  negativer  Werthigkeit  y  sind  zusammen  mit  2/7  anderen 
je  ( — ;^]-fach  zu  nehmenden  Stellen  (nämlich  den  willkürlichen 
Stellen  ac^,  y<j  und  den  2 —  2  Nullstellen  einer  Function  (p) 
die  .Nullslellen  einer  algebraischen  Function  F{x}  der  Flache«. 


§5. 

Zahl  der  Stellenpaare,  welche  ans  zwei  sich  gleichzeitig  in  swei 
Wertliigkeiti6orr6spoiid6iiS6ii  entsprechenden  Stellen  bestehen. 

Auch  die  von  Herrn  Brill  aufgestellte  Formel')  für  die 
Zahl  der  zweien  Correspondenzen  gemeinsamen  Paare  ent- 
sprechender Stellen  ist  auf  alle  Werlhigkeitscorrespondenzen 
ausdehnbar.  Die  erste  Correspondenz  besitze  die  Werthigkeit 
y  und  es  möge  die  Stelle  y  nach  Fixirung  der  Stelle  x  a-deutig^ 
umgekehrt  die  Stelle  x  nach  Fix^irung  von  y  /i/-deuUg  bestimmt 
sein;  femer  sollen  a\  y  für  die  zweite  Correspondenz  die 
entsprechende  Bedeutung  haben,  wie  y  für  die  erste. 

Fassen  wir  nun  immer  zwei  Paare  (a?,  y),  (o?!,  susanunen, 
von  denen  das  erste  zur  ersten,  das  zweite  zur  zweiten  Corre* 
spondens  gehdrt,  während  die  zweite  Stelle  y  in  beiden  dieselbe 
ist,  so  w  erden  wir  eine  neue  Correspondenz  erhalten,  wenn  ^^  Ir 
die  Stellen  x  und  entsprechend  setzen.  Oflenhnr  wird  nach 
Fixirung  der  Stelle  x  die  Stelle  x^  im  Ganzen  aß'  Lagen  und 
Dach  Fixirung  von  die  Stelle  x  im  Ganzen  ßol  Lagen  an- 
nehmen. Sind  nun  y\  y\  . .  die  vermöge  der  ersten  Corre- 
spondenz zu  X  gehörigen  Lagen  von  y  und  {x^Y^  (^i'T,  •  •  (-^i^T 
die  vermöge  der  zweiten  Correspondenz  zu  ^  gehörigen  Lagen 
von     f  so  ist 


und  folglich 


I)  Math.  AoDaten  Bd.  S,  pag.  42  oder  Bd.  7,  pag.  SH. 

Hatk.-pkf f.  Cl«iM  1686.  i 
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wo  TTjt,  TTff^  TIi-  von  der  Stelle  a-  unabhängig  sind.  Das  letzlere 
deichungssyslem  zeig(,  d.iss  die  Correspondenz  {x.  x^]  die 
Werthigkeit  —  •//  l)esii/.i.  Nach  Gleichung  (9)  des  vorigen 
Paragraphen  koiiHiit  es  also 

Hai  vor,  dass  x  mit  und  also  das  Paar  (x,  y)  mit  [x^^  y]  iden^* 
tisch  wird. 

Betrachten  wir  n  Correspondenzen  mit  den  zugehörigen 

Zahlen  a^,  ß^,      ;  a^,  ^i,,     ;  ...  so  ergiebl  sich 

auf  ähnlichem  Wege,  dass  im  Ganzen 

Gruppen  von  n  Stellen  0:4,  x^^  •  >  •  auf  der  Riemann*schen 
flache  existiren  von  der  Beschaffenheit,  dass  die  Stellenpaare 

der  Reibe  nach  der  ersten,  zweiten,  . . .  vl^^  Correspondenz  an- 
geboren. 

Die  Formel  (10)  ist  ein  specieller  Fall  von  {\K),  Diese  For^ 
mein  erleiden,  wonn  die  betrachteten  Correspondenzen  gewisse 
Symmetrie -Verhaltnisse  darbieten,  eine  in  jedem  Falle  leicbt 
anzugebende  Modification. 

§  6. 

Xantellang  der  Correspondenzen  von  positiver  WerthigjLeit 
durch  algebraische  Gleichungen. 

Wenn  die  Werthigkeit  /  eine  positive  ZahP)  ist,  so.  stellt 
die  Gleichung 

(42)  {.r,  y)  =  0  , 

wo  ¥[Xy  y)  das  aus  ^Functionen  gebildete  Product  (7)  bedeu» 
tet,  die  Correspondenz  rein  dar,  wenn  von  dery-fachen  Lösung 
x^y  dieser  Gleichung  abgesehen  wird.  Nun  wird        y)  als 


4)  Die  Werthigkeit  Null  wird  hier  und  in  der  Folge  stets  als  eine  po- 
eitive  angeseben. 
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Funelioo  von  y  belracblei,  8a  den  festen  Stellen  y  ta 

'  •  ■  U^^'  einfach,  an  der  Stelle  y  «  .-r^  /-fach  unendlich. 
Es  isü  F  {x^  y)  folglich  eine  lineare  homogene  Function  von 
einer  bestimmten  Zahl  f-^l  linear  unabhängiger  algebraischer 
Functionen 

welch?  an  eben  ilenselhpn  Stelleü  unendlich  werden,  wobei  die 
t'o^fficieiiteD  dieser  linearen  hoinoi;enen  Function  von  der  Stelle 
y  iioabhängig  sind.  Die  Zahl  q  ist  bek;inntlich  höchstens  i^leich 
a  -i-  y  —  p  T ,  wo  T  angiebt,  w  ie  viele  linear  unabliänfiiize 
Ditlerentiale  erster  Gattung  an  jenen  tnendliehkeilssleilen  von 
der  zweiten  Ordnung  unendlich  klein  werden.  Selxen  wir  in 
der  sich  so  ergebenden  Gleichung 

!f)  =  «"o/'o  iu)  +  f^ifiiy)  H  c^fqiy) 

fUr  y  q  ^  verschiedene  Stellen  i/*'{v  =  0,  1,  ...  7),  so  er- 
geben sich  die  CoOfßcienlen  c  als  algebraische  Functionen  der 
Stelle  X,  deren  Unendlichkeilsstellen  bei  x  =  x^\  a  .  .  .  x^i^ 
(den  der  Stelle  y^  correspondirenden  Lagen  von  x)  und  der 
)^->fach  XU  nehmenden  Stelle  x  liegen.  Dabei  ist  voraus- 
gesetst,  dass  die  Determinante  |  nicht  verschwindet, 

eine  Voraussetzung,  die  durch  passende  Wahl  der  Stellen 
erfüllt  werden  kann,  da  die  Functionen /^(y)  linear  unabhängig 
sind.  Es  wird  also 

f  1 3;    F{x,  y)  =  fp,  {x)  f,  {y)  +  cp,{x)  f,  ly)  +  . .  .  ^  (p^  {x)    ,y)  . 

Wir  dürfen  offenbar  annehmen,  dass  auch  die  Functionen  (p^,ix) 
linear  unabhängig  sind,  da  sich  anderenfalls  die  rechte  Seile  der 
vorstehenden  Gleichung  auf  weniger  Glieder  zusammenziehen 
Usst.  Ks  ist  dann  q  auch  höchstens  gleich  4-/  — '|>  +  t',  wo  r 
angiebt,  wie  viele  linear  unabhängige  Diß'erentiale  erster  Gat- 
tung in  den  Unendlichkeitsstellen  der  Functionen  rf ,  f.r'  von 
der  zweiten  Ordnung  verschw  inden.  Mullipliciren  wir  F  {x,  y) 
mit  irgend  einer  Function  ^(x),  welche  nur  an  den  Stellen 
x^',  . ..  xj^  einfach,  bei  x  as  p^-fach  verschwindet  und  mit 
einer  Function  /'(y),  welche  nur  an  den  Stellen  y^\  . . .  y^"^  ein- 
£ich,  bei  y  —  y^  ^-fach  verschwindet,  so  kommt 

(U;  Vix,  y)  =  fpfx]  .f  y^  .  F  .T,  ff\ 
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wo  nun  die  Functionen  (D,,  bez.  h\  an  +  y  bez.  a-i-y  Steilen, 
welche  zu  den  l'nendlichkeitsstellen  der  Functionen  \}cz.  f  \, 
eorresidual  sind,  unendlich  von  der  ersten  Ordnunjj;  NNordon. 
Da  die  GleichuuLi  =  0  dieselbe  Abhäni;ii;keil  zwischen  den 
Stellen  wie  die  GleichuDg  i^ss  0  vermiUell,  so  ist  hiermit 
der  Satz  bewiesen  : 

t>iede  Correspondenz  mit  positiver  Werthigkeit  lässt  sich 
durch  eine  Gleichung 

(45)  a>,(a;)-Fa(i^)-«-©,(a?).F,(y)  +  ...4.<D^(x).F,(y)==0, 

deren  Unke  Seite  eine  algebraische  Function  ß  +  Grades  der 
Stelle  X  und  a  /*»  Grades  der  Stelle  y  ist,  vollständig  dar^ 
stellen,  in  dem  Sinne,  dass  bei  Fixirung  von  x  bez.  y  diese  Gler-^ 
chiing,  abgesehen  von  der  y-fachen  Lasung  y  =  x  bez.  x  =  n^if 
die  der  Stelle  x  bez.  y  correspondirenden  Stellen  als  Lösungen 
besitzt 

Wir  fugen  den  ohne  Schwierigkeit  zu  beweisenden  Ergün- 

zun^ssatz  hinzu : 

siDiese  Darstellung  der  Corresponiloiz  ist  eine  vollständig 
bestimmte,  sofern  man  l'^on  solchen  Umänderungen  der  Gleichung 
(15)  (ihsieht,  welche  in  der  Htultiplication  derseUwn  mit  i)  gend  einer 
Function  der  Stelle  x  oder  der  Stelle  y  allein  ,  oder  endlich  in 
sirnuKanen  lincuren  TransfornuUionen  der  W  und  F,  welche  die 
Form  <^>„  /\,  -h  </>,  F^      '  •  •      ^^qF^  ungeiinderl  lassen,  bestehen 'i. 

Es  ist  also  naiiienllich  auch  die  Zahl  7  eine  ganz  bestunrnle 
für  die  Correspondenz  cli.n  ikteristisclie  Zahl.  Wir  wollen  die- 
selbe als  die  »Dimenswn^i  der  Correspondenz  bezeichoen *). 

§7- 

Bestimmung  der  Correspondenzen  von  gegebener  Dimension 
und  gegebener  (positiver)  Werthigkeit. 

Es  seien  O^lx),  ^,  (or),  ...  0q{x)  ii^eod  q  i  linear  un- 
abhängige algebraische  Functionen  der  Stelle  x.  Bestimmen 
wir  nun  irgend  7  -I-  4  andere,  ebenfalls  linear  unabhängige 

i)  Deutet  man  die  Verhallnisso  ^l'^/,.r]  <P^  [x]  :  .  .  .  :  fPg[r:  und 
^  o  ,'/  •  ^V  ''  •  •  •  •  f^ij  U  Punkt-,  hoz.  Kbciirn-Ccordinali'ii  in  eiiiom 
Haume  von  q  Dimensionen,  so  erhült  inrut  «'ine  holirnmte  geonielrisclio 
Darstellung  der  CorrespoDdenz.  Eine  uhaiiche  in  einem  Räume  von 
weniger  als  q  Dimeosionea  nicht  möglich. 
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FoDctiooen  (^),  ...  Fq{ja)  der  Stelle     welche  nur  der 

EiBschrankung  unterworfen  sind,  dMs^W,.{x)    (t/)  als  Func- 

tion  Ton  o?  an  der  Stelle  wosy  /-fach  aber  nicht  von  höherer 
Ordnong  verschwindet,  so  wird  die  Gleichung 


eine  j'-werthige  Correspondenz  der  Dimension  q  vorstellen,  und 
auf  diese  Weise  werden,  zufolge  des  vorigen  Paragraphen,  auch 
alle  solche  Corrcspondenzen  entstehen.  Jene  Einschränkung, 
welcher  die  Functionen  F(y)  unterliegen,  drückt  sich  analytisch 
dakin  aus,  dass  die  y  Gleichungen 

«>. 'y)  i'. (y)  -f  «>,(»)  ^'.to)  +•••  +  %{3)fq\3i)  -  0 

...  +  ©»(ylfjM  -  0 

«Mit  sein  massen,  während 

®,'«f.v)  /•;('/>  +         /•',(;/)  +  ••  •  +      te)  F,(,v) 

nicht  mehr  vors^h^^  indot.  D.is  Zeichen  fl)^,^9){if)  ])e(leulet  dabei 
deti  ^■"^  I)ilVorentiiil<|uolienlen  von  <f ,.(»/),  nach  ii'^end  einer 
Fniic  ü  n  der  Stolle  fj  genommen.  Wir  folgern  aus  (17)  zuniiclist, 
ii,*-^  die  Dimension  einer  Correspondenz  niindestens  nieleh  ihrer 
Werlbigkeil  ist.  Denn  falls  q  <  />,  niuss  die  Detenninaute 


(7-1) 


=  (7-1) 


Terschwlnden,  was,  wie  eine  nähere  Betrachtung  zeigt,  infolge 
der  linearen  Unabhängigkeit  von  ^^ly),  . . .  <ZL  [y]  nicht  angeht. 

Bliminiren  wir  aus  (17)  und  (16)  die  Functionen  Fgij/  , 
^q-t       "  •  ^q-y-t-i  (y)»     ergiebt  sich,  dais  durch  die  Gleidiung 


:  (y-i) 


<»7 

hy-i) 


diie  aügememsie  Carrespandenx  mit  der  Wertht^eit  y  und  der 
Dimmmn  q  deßnirt  wird,  wenn 
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4]  0t  {^)*  beliebige  linear  unabhüngiye 

algdn'aiscke  Functionen  der  Stelle  x  bedeuten  und 

2)  ti/t'  q  —  y  i  ebenfalls  algelnuii sehen  Functionen  (t/) , 
F^  (jy),  . ..  Ff^_y\y]  der  Sfelle  //  .so  yeirühlt  w  erden,  dass  die  Gici— 
chung  (18)  ntvhl  idenltach  er/ülU  ist,  icenn  d^Qi-r).  (i>, (.x),  . .  0^(jo) 
durch  Cfi//')(f/),  O^^y^y),  ...  Ö>r/''^(y)  oder  durch  nicht  sämtnl- 
lich  verschwindende  Constanten  r„.  r,.  ...  c,^  ersetzt  werden. 

Die  Functionen  Fi//  ^if»nneii  alx  i  sipis,  nach  willkürliclier 
Annahme  der  (i>(a™),  diesen  Kedingungcii  ^ein^ss  {zevvHhIl  werdoii , 
so  rfass  (»s  immer  Coriesj)ondenzfn  von  der  Werthigkeit  y  und 
einer  beliebigen  Dimension  q^y  gieht. 

Zum  Beweise  helrnchten  wir  die  in  (^8)  auftretenden  De- 
terminanten für  den  Fall ,  dass  die  Functionen  (x)  durch 
Wj^y)  iy)  oder  durch  nicht  sHmmllich  verschw  indende  Const^in- 
ten  Cf,  ersetzt  werden.  Weder  die  bei  der  ersten,  noch  die  bei 
der  zweiten  Ersetzung  entstehenden  Determinanten  (D)  kdnnoD 
silnimtlicb  identisch  verschwinden. 

Die  gegentheil ige  Annahme  würde  nämlich  zu  der  Folgerung 
führen,  dass  die  Functionen  0«{a;;,  « .  0q{x),  entgegen  unserer 
Voraussetzung,  nicht  linear  unabhängig  sind.  Dieses  voraus- 
gescbickt,  wählen  wir  nun  die  Functionen  (^),  . .  Fq^^ig)  ao, 
dass  keine  zwei  dieser  Functionen  an  derselben  Stelle  unend- 
lich werden  und  dass  ihre  Grade  grösser  sind  als  die  Grade  der 
Determinanten  D.  Alsdann  sind,  wie  leicht  zu  sehen,  die  Be- 
dingungen 2)  sicher  erfüllt. 

Ein  besonderes  Interesse  verdient  der  Fall,  in  welchem 
Dimension  und  Werthigkeit  der  Gorrespondenz  einander  gleich 
sind.  Auf  diesen  speciellen  Fall  bezieben  sich  die  Betrachtungen 
des  Herrn  Lindemann,  w*elche  in  einem  Briefe  an  Herrn  Her- 
rn ite  und  in  den  Vorlesungen  Ober  Geometrie  von  Glebsch*] 
mitgetheilt  sind;  auch  gehören  hierher  die  von  Herrn  Brill 
im  4.  Bande  der  Mathemat.  Annalen  pag.  527  ff.  gegebenen  Ent- 
wickeluDgen  Uber  die  eine  algebraische  Gurve  mehrfach  berüh- 
renden Curven  einer  linearen  Gurvenschaar.  Die  Gleichung  18] 
reducirt  sieh  fUr  q  =  y  auf 

I)  Creiie's  Journal,  Bd.  84,  pag.  800 — 804;  Vorlesangen  über  Geo- 
metrie, K  c. ;  siebe  auch  Bd.  III,  peg.  76  ff.  der  fraoifisiaehen  IJeberselSttng 
dieses  Werkes  von  Beooiot,  wo  Herr  Lindem  an  n  die  Daratelluog  etwas 
modificlrl  hat. 
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<2>o  iy)  t  ö>,  (.y) , 


(r-1)  fy-i) 


(y-l) 


=  0, 


so  dass  die  Correspondenz  schon  durch  die  Wnlil  der  Functionen 
0  .r)  voilsUlndig  bestimmt  ist.  — Weitere  sich  an  die  Resultate 
dieses  Paragraphen  anknüpfende  Entw  ickelungen  liegOD  ausser- 
halb des  Rahmens  gegenwärtiger  MiUheilung. 


§8. 

Darstellimg  der  Correspondenzen  mit  positiver  Werthigkeit 
auf  Corven  vom  Qeschlechte  />. 

Wir  bezeichnen  nun  mit 

zwei  algebraische  Functionen  der  Stelle  x  der  Rieaiann'schen 
Flüche,  durch  weiche  sich  alle  übrigen  rational  ausdrücken 
Inssen.  Zwischen  diesen  Functionen  l  besteht  eine  alge-^ 
braiscbe  Gleichung  vom  Gescblechte     welche  in  der  Form 

dargestellt  wertlen  kann  und  bei  Auilcts^ung  der  Verh.ilinisse 
x^  :  x^:  .7^3  als  Dreiockscoordinnteu  cino  chone  Curve  vom  Ge- 
schleclite  p  voi  stt  Ilt.  In  der  irgend  einr  posiliv-werthige  Corre- 
spondenz detinirenden  Gleichung  lassen  sich  nun  die  Funo- 
tiooen  0^  [x)r  (^4  (x),  ...  (2>g(x)  in  die  Gestalt  setzen : 

(21)     0,[x)  =  ^ifj^y^^  »  •  •  •  =  ^-^"-^  , 

WO  die  Gleichung  0  (x^  ^  x^^  x^)  «0  eine  Curve  vorstellt, 
welche  durch  die  Unendlichkeitspunkte  der  Functionen  (Z>,,  [x) 
und  eventuell  durch  weitere  feste  Punkte  hindurchläuft,  welche 
letztere  gleichzeitig  auf  allen  Curven  0y{x^^  a',,  x^  «  0  liejien. 
In  entsprechender  Weise  lassen  sich  die  Functionen  Fy  {tf)  dar- 
stellen; es  sei  etwa 
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Die  Gleichung  (15)  gebt  nun,  wenn  wir  den  Nenner 
0(x^f  x^f  x^)  .  Fiy^yy^,  y^)  unterdrücken,  über  in: 

(23,  'F{x^,  x^,  x,\y„  y,,  y^;  =^0,  [x,,  x^,  x,  .  F,.[y^,  y^,  »/J  =  0 , 

womit  der  folgende  Salz  l>e\N  ioson  ist : 
»Jede  auf  einer  cUyeörmsdien  Curve 

exislircndi'  ulffehraisdie  CorreRpomloiz  mit  ^^osiUver  Werthigke/i 
iüssl  sich  durch  eine  einzige  Gleichung 

de/intren.  Bedeuten  nänthch  y^,  (bez.  x^,  x^,  x^j  die  Coor- 

dinaten  irgend  eines  Punktes  der  Curve  während  x^^  x,,  x^, 
{^>''~-'  V«»  Vi)  ffifif<'ff<l''  Coni'il iiifüv.H  bezeichnen^  so  steJlt  die 
(»Lciehunfi  =  0  eine  Curie  vor,  u  clche  die  Curre  f  y-f(icfi  /u 
dem  Punkte  //,,  (bez.  rr^,  .r^.  .r,J  je  einfach  in  den  diesem 

Punkte  rorrespoiidireiulen  Putiktenund  iibevdies  eventuell  in  festen 
Punkten  durchsch neidet « . 

Dieser  Sniz  iHsst  sich  sulurl  auf  algehraisclie  Curven, 
welche  in  einem  Räume  von  beliebig  vielen  Dimensionen  lie- 
gen, übcrlnigen.  Auch  für  solche  Curven  iMssl  sich  bei  ev. 
Hinzunahme  von  leslen  Punkten  jede  Corrf  s|iondenz  mit  posi* 
tiver  Werlbigkoil  durch  eine  einzige  Gleichunj^  deiiniren. 

J)arAteliaAg  der  Con  eBpondenzen  mit  negativer  Werthigkeit 
durch  algebraische  Gleichungen. 

Wir  wollen  die  Correspondenz  C"  aus  den  beiden  Gorre- 
spondenzen  C  und  C  zusammengesetzt  nennen,  wenn  sie  durch 
die  Angabc  delinirl  ist,  dsss  jeder  Stelle  x  gleich/eilig  die- 
jenigen Stellen  entsprechen  sollen,  welche  ihr  in  C  und  in  C 
correspondiren. 

Besitzen  die  (lonesponden/.en  C  und  C"  die  Werthigkeiten 
y  und  /,  so  ist  die  ;ius  ilinen  zusiiinmengesetzte  Correspondenz 
C"  eine  Correspondenz  nul  der  Wei  ihi^keit  y-^y,  wie  aus  der 
Addition  der  zu  den  Gorrespondenzen  C  und  C  gehörenden 
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Glekbiingen  (5)  beirorgeht.  Es  sei  nun  C*  eme  Gorrespondens 
nil  der  negativen  Werthigketi 

/  =  -  ^  . 

und  C  iruond  eine  Corrospondenz  mit  einer  positiven  Werthig- 
keit  Y^d:  es  wird  dann  C"  die  positive  Wertbigkeit  y  6 
besitzen.  Sind  ouo 

^,(x.y)«0 

die  Gleichungen,  welche  die  positiv-werthigen  GorrespondeDEen 
C  nnd  C  darstellen,  so  wird  die  Gleichung 

die  Correspondenz  C"  mit  der  negativen  Werthij^keil  —  d  defi- 
niren.  Nach  den  Entwicklungen  des  vorhergehenden  r.u  iigr.i- 
^iheii  w  Wd  nisu  L.  B.  jede  solche  Currespoodenz  üui  einer  ebeneo 
Curve 

dorch  eine  Gleichung  der  Form 

^   '  iP'{«i.  X,.  ae,  I Vs)  ' 

dargesteUl  werden  können ,  wobei  und  ganze  homogene 
Fanctionen  sowohl  von  2*1,  a;,,  wie  von  ^4,  ^,  bedeuten, 
imd  wo  die  Gleichung  >Fs  0  eine  beliebig  zu  wählende  Gorre- 
spondenz,  deren  Werthigkeit  mindestens  gleich  d  ist,  vorstellt. 
Beispielsweise  kann 

gesetzt  werden,  und  es  wird  dann  =  0  eine  (leicht  geome- 
trifldi  to  definirende)  Gorrespondens  mit  der  Werthigkeit  0 
werden. 

Die  Division  von  in  9^,  ist  aber  nicht  ausführbar,  da  eine 
Gleichung,  deven  linke  Seite  eine  homogene  Function  von 
9i,  a^t,  xc,  und  ,  y„  ist,  stets  eine  Gorrespondens  mit  posi- 
tiver Werthigkeit  definirt. 

Setsen  wir,  wie  soeben,  die  Gorrespondenz  C  mit  C  zu  der 


1)  Dnrch  solche  Gleidiuogen  definirle  CrrrespondetizeD  betrachtet 
leiegenUieh  Herr  LindemaDn.  (Vorlesungen  Bd.  II.  pag.  747,  wogezeigt 
wM,  diss  auf  diese  Correspoodeozen  die  Formel  (40)  ADwendaog  findet.) 
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positiv  -  vverlhii^on  (Korrespondenz  C"  und  mit  einer  andereo 
Correspondenz  A  zu  der  posiliv- werlbigen  Gorrespoodenz  AT' 
zusammen,  so  werdeo  die  Gleicbungen 

^    '  ly,(,r,  ;/)  =0, 

von  denen  die  erste  die  Cori(  spoiKlrnz  A',  die  zweite  die  (Kor- 
respondenz C"  delinirl,  zusaniniengenonniK  n  die  Correspondenz 
C  darstellen,  da  je  zwei  Stellen,  welelic  tj;leichzeilig  in  K'  und 
C"  einainier  entsprechen,  auch  vcrujöge  der  Correspondenz  C 
correspondirende  Stellen  sind. 

He rfirksich Ilgen  wir  das  Kesullat  des  vorigen  Paragraphen , 
so  erhalten  wir  den  Salz  : 

»Jede  auf  einer  cUgebjHmchen  Ctirve 

f  {x^,       x,)  «  0 

existirende  Correspondenz  mit  negativer  Werthigkeit  liisst  sich 
zwar  nicht  durch  eine  einzige  GLeicfmng,  wohl  aber  auf  mannig- 
faltige Weise  durch  zwei  Gleichungen  der  Form 

defmiren.  Bedeuten  nömlidi  y^r.Ut^yt  (^^'  ^i»  ^«»  Coot^ 
dinaten  irgend  eines  Punktes  der  Curve  f,  uMrend  a?^,  x^, 
(bex,  2/,,      yj  laufende  Coordinaten  bexeickneny  so  stellen  die 

Gleichungen  'F,  =  0,      =»  0  swei  Curven  vor,  welche  sich  auf 
der  Curve  f  ausser  [eventuell)  in  dem  Punkte  y^,  y,,  y^  (bez, 
^3)  diesem  Punkte  correspondirenden 

Punkten  und  (eventuell)  in  festen  Punkten  durchschnHdm^. 

Dieser  Salz  lasst  sich  auch  auf  Curven,  welche  in  einem 
Räume  von  beliebig  vielen  Dimensionen  liegen,  übertragen; 
stets  vAf  I den  zwei  Gleichungen,  w  elche  noch  auf  unendlich  viele 
verschiedene  Weisen  geNv.ddi  werden  können,  zur  Deßnilion 
der  Correspondenz  ausreichen. 

Die  allgemeine  Correspondenzfomel. 

Es  erttbrigt  noch,  die  singularen  Gorrespondenien  einer 
näheren  Untersucbang  zu  unlerzieben.  Die  erforderlichen  Ent« 
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wieUon^n  lassen  sich  dabei  zumeist  so  darslellen,  dass  sie  für 
alle  algebraischen  CorrespondeDseo,  gleichviel  oh  sie  Werlbig- 
keit^  oder  singuläre  CorrespoodenzeD  sind,  Gültigkeit  haben. 
Es  soll  daher,  wenn  nicht  ausdrücklich  das  Gegeniheti  bemerkt 
wird,  Uber  die  Natur  der  in  der  l'oli^e  betrachteten  Correspon- 
denzen  und  der  sie  trageDdeo  RiemaDD'scheo  Flache  keine  be- 
sondere Voraussetzung  gemacht  werden. 

Temiöge  irgend  einer  Correspondens  mdgen  der  Stelle  x 
die  Lagen  y\  y*^  von  y  entsprechen;  ferner  seien 

f . .  die  einer  festen  Stelle  cerrespondirenden  Lagen 
%'OQ  y  and  endlich  bezeichne  y^  irgend  eine  feste  Stelle.  Als* 
dann  wird  die  Function 

aut  der  in  eine  einfaeh  ziisamnii  nli  nificnde  zerschnittenen 
Fhlchc  so  oft  Null,  als  die  Stelle  x  mil  einer  correspondirenden 
Stelle  zusamnieufalll,  jdso  C-nial.  wenn  C  die  7i\\\\  der  Coin- 
cidenzrn  der  Correspondenz  hezciehnel :  dieselbe  i'unclion  wird 
an  d«'n  der  Stelle  .r  eorrespondironden  Stellen  .  .  und 
an  den  ß  Stellen,  welche  der  Stelle  y^  entsprechen»  je  einlach 
unendlich. 

£s  ist  folglich : 


■28)  C-a-^  =  ^  J^ilogC 

wo  das  Integral  in  positivem  Sinne  durch  die  Begrenzung  der 
zersehniltenen  Flüche  zu  erstrecken  ist  *).  Andererseits  ist  dieses 
Integral  gleich 

2(fd  log  ^  *fd  log  ^]  , 

wenn  die  i.in/.elintc|j:rale  längs  der  ttiemann'schen  Schnitte  uj., 
bf.  genommen  werden  und  T"*".  C~  die  Werlhe  von  C  {x)  auf  der 
positiven  i>ez.  negativen  Seite  des  betreffenden  Schnittes  bc- 


i)  In  Betreff  solcher  »Begrenzungsintegrale«  verweise  ich  auf  die 

Riemann  sche  .\t)haiuihitiL'  uher  A!»pI TIm'  Knnctionen,  80>^ic  auf  den 
Aufsatz  von  Roch,  »lieber  ^-tunclioaeo  vielfacher  Argumente«  in  Crelle'ft 
Jouroal,  Bd.  66. 
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deuten.  Infolge  der  Belationen  (4),  (9),  (3)  des  ersten  Paragra— 
pben  ergiebt  sich  fttr  die  letstere  Summe  der  Werth: 

so  dass  wir  für  die  /ahl  C  der  Coirtridcnzcn  der  nllgemcinsten 
überhaupt  möglichen  algebraischen  Corresponäenz  die  Formel  e^i'— 
halten : 

(89)  C=s€f  +  /?-(A„  +  Ä„  +  --|-^pp  +  G„-*-G„  +  ..4-Gpp)  . 

Ist  die  Gorrespondenz  eine  Werthiglieitseorrespondens,  so  wer— 
den  (cf.  §  2)  die  Zahlen  /i,,,  sammtlich  Untereinander  gleich 
und  die  Formel  (29)  geht,  wenn  der  gemeinsame  Werth  dieser 
Zahlen  gleich  —  y  gesetzt  wird,  in 

über,  wie  es  nach  §  4  sein  muss. 

Di(^  Zahl  der  Stellenpaare  a;,  welche  sich  gleichzeitig  in 
zwei  beliebigen  Correspondenzen  entsprechen,  ergiebt  sich  auf 
folgendem  Wege.  Es  seien  y',  f/'f . .  die  vermöge  der  ersten 
Gorrespondenz  der  Stelle  x  entsprechenden  Lagen  von  y  und 

x'* af*^y  ...  die  vermiSge  der  zweiten  Gorrespondenz 
der  Stelle  entsprechenden  Lagen  von  x.  Dann  besteben  nach 
§  1  die  folgenden  Relationen: 

r  3  <  f 


(30) 


wobei 


(34) 


I 


"kl  =  Ail  +^v;i«A.> 

i  i 
unter  den  Zeichen  /i,  ^,  //,      Ä',       //',  G'  ganze  Zahlen  ver- 
standen. 
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Die  Klimination  der  Integrale  w.  (i/»)  aus  den  Gleichungen 
30;  ergiebl  Helalionen  der  Gestalt: 

HO  iur  Abkürzung 

I 

^eaelzt  ist.  "Eine  kurze  Bechnung  zeigt,  dass  für  die  Grössen 
.t]u  die  Relationen 


.33) 


'34^ 


"ilj^eslelli  werden  können,  wenn  unter  A",  /^"j 
Zatilen : 

i 

Stii^^  <^'a  9ki  9ii^iä)f 

i 

* 

t 

verstanden  werden.  Die  Anw^n  hmiz  der  Formel  (29)  auf  die 
Correspondenz,  welche  durcU  die  Zuordnung  der  Stellen  x  ^ 
zur  Stelle  a?  definirl  ist,  ergiebt  nun  für  die  Zahl  [C,  C  ]  der 
Coincidensen  dieser  Correspondenz  den  Ausdruck 

oder,  mit  Rücksicht  auf  (3i 

i,k 

und  diese  Zahl  wird  oHenbar  angeben,  wie  vieU  SieUenpOMre  x,  y 
glekhseUig  beiden  Correspondenun  angehören  *) . 

^^^^BeTder  Aavendung  dieser  und  ähnlicher  Formeln  Ist  der  folgende 
Sitz  von  Nutzen.  Werden  für  irgend  eine  Correspondena  die  in  |  <  be- 
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dO  A.  UumwiTX, 

Unter  der  Voraassetsuog,  dass  beide  Gorrespondenzeo 
Werlhigkeitscorrespondenzen  sind,  geht  die  Formel  (35)  tn  die 
Formel  (f  0)  des  §  5  Uber. 

Existenz  der  singol&reiL  Correspondenien. 
Es  sei  irgend  ein  Ltfsungsystem  der  %    Gleiciiungen : 

i 

•  i 
gegeben.  Dann  werden  durch  den  Ansatz : 

(37)   Uf,  [y']  +  Uf,{i/)       '  +  Ui,  yP]  =^ n^,^  u^[x]  4-  ^rj 

i 

jeder  Stelle  x  p  besliiiHiile  Stellen  y  ,  f/\  . .  zuizeordnet, 
wenn  tiie  Conslanlen  rr^. ,  was  stets  niüiilich  ist,  so  gcwtihll 
werden,  diiss  mchl  für  alle  Lagen  von  r  das  auf  der  rechten 
Seite  in  (37)  auftretende  Grössensystem  ;uif  nielir  nls  eine  Weise 
in  die  durch  (37)  verlangte  Form  gesclzi  werden  kann.  Durch 
diesen  Ani>ül/.  ist  also  eine  al}j;el)rai5chc  Gorresponden/  l)i'stiinml, 
für  welche  die  oben  inil  a  bezeichnete  Zahl  den  WiM  lh  p  be- 
sitzt. In  Iranscendenter  Form  lüsst  sich  diese  Correspondenz 
durch  die  eine  Gleichung  ') 


nutzten  Dezeicliaungcn  verwendet  und  bedeuten  x",  x",  ..  die  vcrmtigc 
der  Gorrespoodenz  einer  Stelle  y  eetsprechenden  Lagen  von  x,  so  ist 

wöbet  _ 

I 

i  i 

I)  Durch  derartige  GleichuDgen  deflnirte  H'erlAtpIWflteormpondeii- 
sen  betrachtet  Herr  Lindemanoin  der  Note  »Ueber  eine  Verallgemeine- 
rung des  Jncobt'schen  Ümkehrproblems  der  Abci'schrn  Inir  i^'talo<.  Berichte 
dor  naturrorschendeo  GeMllsobaft  zu  Freiburg  i.  Br«  Bd.  7.  UeftS;  siebe 
pag.  Sä9  u.  i90j. 
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defiairen,  unter  Cj^  passend  gewühlte  Conslaoteu  versKindon. 

Die  Zabl  der  einer  beliebigen  Stelle  y  eolsprecbeoden 
Lagen  von  o?  ist,  beiläufig  bemerkt,  durch  das  BegrenzuDgs- 
integni 

t 

besiiiDiiii  und  lindel  sich,  iofolge  der  Gleichuogeu  (36),  gleich 

i.  k 

Wenn  nun  die  RiomnDo'scbe  Fläche,  welche  unserer  Belrach* 
UiDg  zu  Grunde  liegt,  eine  singuläre  ist,  so  dtlrfen  wir  anneh- 
men, dass  die  Eh'mination  der  ctj^i  aus  dem  Systeme  (36)  nicht 
lu  lauter  Identitäten  zwischen  den  Grössen  a^-^.  fuhrt,  oder,  wie 
wir  kurz  sagen  wollen,  dass  das  System  (36)  kein  identisches« 
ist.  Alsd.-inn  ist  aber  die  durch  (37)  definirte  Correspondens 
sicher  keine  Werlhigkeitscorrespondenz.  Die  gegentheilige  An-* 
Dahme  würde  nämlich  su  den  Gleichungen 

^^ki  »i  (^)  =  /  .  «*  i^i  +  ^k » 

und  also,  indem  wir  auf  beiden  Seiten  die  Perioden  nehmen,  zu 

.  (0,  (nrk^l 

+  =       für  A  =  / 

ftAreo.  Ans  den  letftoren.Gletebungen  wOrde  aber  folgen,  daaa 

A,,  s  IS  • «  s  s  G,,  <  •  SB  y  und  alle  Obrigeo  Zahlen 
h.  G  gleich  Null  sind,  und  somit  würde  das  System  (36J, 
entgegen  unserer  Annahme,  ein  »identisches«  sein. 

Auf  jeder  sinyulüren  Riematm' sehen  Fläche  existiren  ahu 
auch  singuläre  Correspondenzen. 

Wir  können  hinzufügen,  dass  es  stets  iinoiuilii  h  \\o\o  sin- 
guläre Correspondenzen  von  der  eben  betrachteten  Art  gieht. 

Vs  mögen  nämlich  S  und  y  irgend  zwei  ganze  Zahlen  be- 
leicbnen,  so  bestehen  zufolge  (3ö)  die  Kelationen 
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» 


(iO) 


wenn 

gesetzt  wird,  wobei  e/^i  den  Werth  0  oder  i  bedeutet,  je  Dach- 
dem  A-  ^  l  oder  k  s  /  ist . 

Zu  dem  Systeme  (40)  gehört  nun  in  derselben  Weise  eiao 
siogutäre  Correspondonz,  wie  die  Correspondenx  (38)  zu  dem 
Systeme  36) .  Die  Zahlen .a,  ß  haben  fttr  diese  neue  Gorrespon- 
denz  die  Werthe 

oder 

ß  =  ^^IG^Att  -  p<jfc%)  -  ^^^(Ajfeife  +  Gm,)  +  py*. 
i,k  k 

Da  letzterer  Ausdruck,  seiner  Bedeutung  gemäss,  fttr  alle  ganz- 
zahligen Werthe  von     d  einen  positiveq  Werth  besitzen  muss 
(abgesehen  von  dem  Falle  ^as  ^  =s  0),  so  sind  die  Zahlen 
G,  H  der  Bedingung 

i,k  k 
unterworfen. 

Darstellung  dmr  lingnUrwi  Comspondenien  dueh  «Igabnüseh» 

Olnehuiigen. 

Betrachten  wir  irgend  eine  Correspondenz,  so  gehtfren  zu 
derselben  p  Gleichungen  der  Gestalt : 

r  =  « 

2!''kbn  +  ^k , 

r  —  4         .  i 

wo  wie  früher  die  dei-  Stelle  r  enlsprecliendeii  Liigen  von  y 
mit  y',  y,  ..  </"  bezeichuel  sind.  Wir  definiren  nun,  wie  im 
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voliiergeheDden  Paragraphen,  zwei  weitere  Gorrespondenzen 
durch  die  AnsttUe : 

*3)     ^Uf,  ü^,«}  =  -^?rfc<  tt^  (x)  -        (a?)  4-  tfJ  . 
n  i 

Hier  bedenten  irgend  zwei  positive  Zahlen,  welche  wir 

nach  Willkür  annehmen ;  die  Gonstanten  nj^,  7r'l^  wählen  wir, 

was  in  mannigfacher  Weise  geschehen  kann,  so,  dass  nicht  fUr 
jede  Lage  von  x  unler  den  Stellen  y/,  y^  \  . .  y^P  sieh  solche 
finden,  welche  gleichzeitig  unter  den  Stellen  y^',  ..  y^P 
vorkommen. 

Die  Addition  der  Gleichungeo  (41)  und  (42},  sowie  von 
|41;  und  i43)  ergiebtnun: 


r  =  « 


r 


(45)    2^k^  A"ikW  =  ^k  +  '4  • 

Es  werden  hiemach  durch  die  Angabe,  dass  der  Stelle  x  die 
Lagen  |^  und  y«**,  beztlglich  die  Lagen  y^  und  von  ^  ent- 
sprechen sollen,  Gorrespondenzen  mit  den  positiven  Werthig- 
keilen  und  definirt  und  diese  können  nach  den  früheren 
Entwickelongen  durch  je  eine  algebraische  Gleichung  dargestellt 
werden.  Damit  ist  bewiesen : 

»/eife  d^e^ratscfte  Corruponden%f  mibeiondere  auch  jede 
i^inyuläre  CorrespondenXy  lOssi  sich  auf  manni^aUige  Art  durdi 
*wei  at^ebraUche  Gleichungen 

^«(^,  y  -0 

definiren  «. 

Es  i^ilt  daher  der  in  §  9  l)esonders  lior\ ()rt:«*hobene  Salz 
nicht  nur  fUr  die  negativ-werthigen,  üoudera  auch  für  die  sin- 
gularen  Correspondenzen. 

Mftth  -pbj«.  Cime.  I>>S«-  S 
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§43. 

Ueber  die  Gesammtheit  der  auf  einer  bolicibig;en  Riemaon' seilen 
Fläche  existire&den  Correspondenzen. 

Es  seien  fi  verschiedeDe  LUsungen  des  Systems  (36]  he* 
kaoDt : 


[46, 


* 

t 


(e  «  4,  2,  . .  fi)  , 


wobei  der  Fall  nicht  ausgeschlossen  ist,  dass  unter  diesen 
/i  Systemen  » identische d.  h.  solche  vorkommen,  bei  welchen 
die  Elimination  der  jt^i  auf  lauter  Identitäten  zwischen  den  o^^^ 
fuhren. 

Wir  nenütü  diese  Systeme  abhünyiy^  vvenu  es  möglich 
isl,  die  Gleichungen: 

(47.  2^A,74  =  U,  {k,l=i,2,,.pj 

e  =  \ 

durch  nicht  sänuntlich  verschwindende  i^nnze  Zahlen  A,,  A.^ 
zu  befriedigen;  im  entgegengesetzten  Falle  heisson  die  Systeme 
(46)  unabhängig.  Die  nothwendige  und  hinreichende fiedingung 
für  das  Bestehen  der  Gleiohungen  (47)  drückt  sich  durch  die 
%  p*  Relationen : 


1*8/ 


e  —  tt 


oll 


0 


aus.  woraus  Ihm  \  oi  geht,  dass  nicht  mehr  als  2  unahhdiii;ise 
SyslcüH»  ^4l>;  existiren  können.  Wir  nehmen  an,  dass  die  // 
Systeme  (46)  unal)hUn^i^  siud  und  dass  es  nicht  mvhv  als  // 
unabhüngige  Systeme  izieht.  Ist  dann  irgend  ein  weiteres 
System  (36)  gegeben,  so  können  die  //-  Gleichungen 

t  =  u 

(49)  ä;t„  =^^a,--4   (A,  /  -  4,  2.  . .  p) 
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durch  ganse  Zahlen  l,  A^,  welche  nicht  sttminUich  verschwin- 
den, befriedisi  werden,  und  es  wird  X  von  Null  verschieden 
sein,  da  widrigenfalls  die  u  Systeme  (46)  abhangig  sein  würden. 

Es  lassen  sich  aber,  wie  eine  eingehendere  Betrachtung 
leigt,  die  Systeme  stets  so  wählen,  dass  die  Zahl  X  den  Werth 
1  eihillt ,  und  wir  haben  dann  für  jedes  System  (36)  die  Dar- 
sleliong: 

PO)  ^tf,i  =^^/.^  ^^A/  '        /  «      2,  . .  , 

£84 

WO/.,,  /.j,  .  .       ganz«'  /ahleu  bezeichnen. 

Die     Systeme  tc^,  aus  welchen  sich  jedes  andere  nach 

der  vorstehenden  Formel  ganzsahlig  zusammensetzen  lässt, 
sagen  nls  u  »Fundanientalsystemea  bezeichnet  werden.  Ferner 
st^hn  die  Zahlen  X^,  X^,  X^  die  »Charactere«  des  Systems  Jt^ij 
md  jeder  Correspondenz ,  zu  weicher  dieses  System  gehOrt, 
heissen.  Die  Ciiarartrrp  sind  nach  Annahme  der  ^Fundamental- 
Systeme  eindeutig  bestimmt. 

Fttreine  beliebige  Gorrespondenzmtfge  das  Gleichungssystem 

r  =  4  i 

siatltiodeu.  Setzen  wir  nun 

so  wird  die  Gtelehung : 

:53i  C{x,  y)  =  0 

unsere  Correspondenz  zwar  in  irnnscendenler  Form,  aber  voll- 
sUodig  darstellen,  indem  dio  Gleichung  (53)  nur  fttr  correspon- 
dirende  Steilen  {x,  y)  erfüllt  ist. 

Wir  bilden  jetxt  mit  den  fi  Fundamentalsystemen  mj^  die  fi 
«M^aotienten : 

{Sil      ix,  : 


i 


f  i 


wo  €  der  Reibe  nach  die  Werthe  4,2,     fi  erhlllt. 

3« 
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Zufolge  (50)  und  (54)  ist  aun  der  Quotient  aus  C  {x,  y) 
xkikA  JJ  [Ct(x^  y)]K  eine  (Ugebraische  Function  /''(a:,  der 
Stellen  x  und  y,  und  ai$o : 

(55)  C(x,y)^[C,(x,y)]KlC^(x,y)]^t,..  [C^{x,y)]^^  . 

Hiermit  ist  die  BestlmmuDg  aller  auf  einer  beliebigen  Flache 
existirenden  algebraischen  Gorrespondenzen  ausgeführt : 

»Man  bestimme  u  n  Fundamental  Systeme  a  (46),  aus  welchen 

sich  jedes  andere  System  (lemiiss  '50)  ganzzahlig  ziisammensetzefi 
h'issl.   Ferner  bilde  man  intl  den     Fundamenlalsyslemen  die  ^- 
Quotienten  Cf{j\  //)  nach  Gleichung  (54). 
Alsdann  wird  die  Gleichung : 

[C.      y)]^  IC,  (X,  y)]^,..  [C^  Ix,  y]]^^  F{x,y)^0, 

in  welcher  A,,  . .  iL  tr^nd  welche  ganze  Zahlen  und  F{x,  y) 
irgend  eine  von  den  Seiden  Stellen  y  alg^raisch  abhängetide 
Function  bedeuten ,  alle  auf  der  Fläche  müglichen  algebraischen 
Correspondenzen  definiren*. 

Da  ein  Ausdruck  der  Form  * 

nur  dann  eine  algebraische  Function  der  Slellen  rr,  y  sein  icann, 
wenn  die  Zahlen  q  sUnimtlich  verschwinden,  so  kann  zur  Dar- 
stellung aller'  Gorrespondenzen  keine  der  fi  Functionen  C^{x,  y) 
entbehrt  werden. 

Für  nicht-singulUre  Riemann'sche  Flfichen  hat  die  Zahl  fi, 
den  Werth  i,  denn  alle  Systeme  (36)  lassen  sich  ganzzahlig  aus 
dem  einen,  in  welchem  7t^^  =  =  . .  =  rr^,^^  =  i  und  alle 
ttbrigen  TTj^j  =  0  sind,  zusammensetzen.  Das  System  der  Cha- 
ractere  A,,  . .  einer  Correspondenz  reducirl  sich  auf  die 
eine  Zahl  =  —  y,  wo  y  die  Werthigkeit  bezeichnetf  und  die 
Formel  (55)  geht  in  (7)  Uber. 

Für  singulüre  Flachen  ist  dagegen  die  Zahl  fi  stets  grosser 
als  1  und  das  System  der  Charactere  einer  Ck>rrespoDdenz  be- 
steht aus  mehreren  Zahlen. 

Setzen  wir  in  (55)  y  ^  x  und  vergleichen  die  Zahl  der 
Null-  und  Unendlidikeitsstellen  der  auf  beiden  Seiten  ent- 
stehenden Functionen  der  Stelle  x,  so  erhalten  wir 

57)        c  =  o  -h  /?  +    /.«     CjA,  +  • +  c„l„ , 
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w«on  G  die  Aniahi  der  Coincidenzen  der  beliebigen  Correspon- 
drnz  C(x,  jf)  s  0,  a  und  ß  die  Zahl  der  einer  beliebigeD  Stelle 
X  bei.  y  entsprechenden  Lagen  von  y  bez.  x  bedeuten.  Die 
Geeffieienten  c^,  c,,  sind  ganze  Zahlen ,  welche  von  der 
betrachteten  GÖrrespondenz  nnabbttngig  sind.  In  dieser  Glei- 
chung (57)  haben  wir  die  allgemeine  Gorrespondenzfermel  in 
einer  neaen  Gestalt  vor  uns. 

§U. 

littenuriaches  über  die  siagnlftren  Bianuum'tchan  Flachen. 

Die  im  vorstehenden  Paragraphen  gegebene  Darslellung 
der  Correspondenzen  habe  ich  für  die  von  Herrn  Klein  in  die 
Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionen  eingeführten  »Modular- 
correspondenzen«  *)  (wenigstens  fUr  den  Fall  einer  primzahligen 
»Stufe u]  in  einer  in  diesen  Berichten  abgedruckten  Note*)  her- 
gestellt. Jedoch  sind  an  jener  Stelle  die  transcendenten  Facto- 
ren  iüc,  y],  -  -  -  Cu  [Xj  y]  nicht  auf  ihre  geringste  Zahl  zurUcli- 
geführt,  da  dieses  ntr  die  dort  verfolgten  Zwecke  nicht  erforder- 
lich war.  Die  »Gharactere«  If  der  Modularcorrespondenzen  sind 
die  Flntwlcklungscot*fficienten  der  Iniei^rale  erster  Gattung  q^^ 
Stufe,  und  da  die  Zahl  dieser  Coüfticienten  im  Allgemeinen 
grosser  als  1  ist,  so  (o\^i,  dass  alle  diese  Correspondenzen  Sin- 
gular sind.  In  diesem  (imstande  lag  die  Schwierigkeit  begrün- 
det, welche  sich  bei  der  Aufstellung  der  Glassenzahlrelationen 
Cur  höhere  Fälle  einstellte.  Diese  Relationen  konnten  nicht  mehr 
aus  der  speoiellen  Formel  Ctsta^-ß^-^pyf  sondern  mussten 
aus  der  allgemeinen  Gorrespondenzfermel  (57)  entnommen 
werden.  Biese  leUtere  geht  für  die  Modularcorrespondenzen 
geradezu  in  die  Glassenzahlrelationen  über,  falls  die  Zahl  C 
durch  die  auf  arithmetischem  Wege  abgezahlten  Goincidenzen 
ersetzt  wird. 

Die  Modttlarcorrespondenzen  liegen  auf  denjenigen  Rie- 
mann*scben  Flächen ,  welche  zu  der  Galois*schen  Resolvente 


4,  Silsoiigsbericbte  der  Müocbener  Akademie  vom  6,  Dec.  4879  oder 
Ifttbero.  Aanalen»  Bd.  il  fMg.  61  ff. 

i,  Sitzaog  vom  4.  Mai  1885.  Die  hier  in  Belraeht  kommenden  Foi* 
mein  finden  sich  auf  p^e  ^s:?  ,  die  Functionen  F(üi',  u)  eoteprechen  den 
im  Texte  mit  C(x,  y;  Wezeichneten  Functionen. 
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(ier  Moduiargleicbuugen  jiehören.  Diese  Flachen  characlerisiren 
sich  schon  dadurch  als  siniiuläre,  dass  sie  eindeuli^e  Trans- 
formationen in  siei)  besitzen.    Es  gilt  ncimlich  der  Satz: 

»Jede  Riemann^sche  Fläche,  welche  eine  eindeutige  Trans- 
formation in  sich  besitzt,  ist  eotweder  eine  «h)i>6re}Jiptische<c 
oder  eine  singulare  Flüche«. 

Ist  nämlich  die  eindeutige  Transformation  als  Gorrespondeiiz 
betrachtet  eine  Werthigkeitscorrespondeni,  so  existirt  nacb  un- 
seren Entwicklungen  eine  zweiwerthige  Function  der  Stelle 
und  die  Fläche  ist  also  hyperelliptiscb ;  nach  Ausschluss  dieses 
Falles  bleibt  nur  noch  die  Möglichkeit,  dass  die  Flache  eine  sin-> 
gulHre  ist. 

Schliesslich  verweise  ich  noch  in  Betreff  der  singularen 
Riemann*schen  Flachen  auf  die  Untersuchungen  der  Herren 
Kronecker,  Weber,  Frobeni us,  Wiltheiss  über  die 
verallgemeinerte  complexe  Multiplication.  Diese  Untersuchun- 
gen bezieben  sich  sammtlich,  soweit  sie  auf  die  zu  algebraischen 
Gleichungen  gehörenden  Thetas  Anwendung  finden,  auf  singu- 
lare Flachen  in  dem  Sinne,  wie  er  in  der  vorstehenden  Note 
verstanden  ist. 

Königsberg  i.  Pr.,  5.  Januar  4886. 


1}  Kronecker,  Honatobericlite  der  Beri.  Akad.  vom  October  4866 
(wieder  abgedruckt  in  Crelle's  Journal,  Bd.  66). 

Weber,  Annali  di  Matcmatica,  Serie  II.  Bd.  9.  pag.  fS6. 
Frohen i US,  Crelle's  Journal,  Bd.  95.  pag.  164. 

WilMif'iss,  Bestimmung  Abel'scher  Functionen  mit  zwei  Argu- 
iiienten.  hei  (ii-tico  complexc  MultipUcaUoueo  staUtmden.  Uabilitations- 
scbrift,  Halle 

idem.       Matbem.  Annalen,  Bd.  id.  pag.  187. 
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Martin  Krause,  /.ur  Transformation  der  elUpUschen  func- 
UoHieti,  (^Vorgelegt  voo  K  Alein.) 

NeliiiuMi  wir  iin,  diiss  die  Grössen  (\  ...  r„  beliebige  von 
eioander  unabhängige  Arguaiente  bedeulen,  so  ist  das  Product : 

als  Function  von  i\  aufgofasst  eine  ThelaJanction  erster  Ord- 
nung mit  der  Ctiar.ikterislik  Null,  welches  überdies  der  Glei- 
diuDg  Genüge  leistet: 

Betzen  wir 

,^  ... 

3!      ^,  [k]  (ü,  mTj  «  ^,  ^i;  4-  Ar,  wir)  e  "»  , 
ferner 

0   tv'as     ^  i\      a,,     -h  . .  +  a,„  r„  ,     i  «  4,  . . .  »  , 

y<  soll  untersucht  werden,  ob  sich  nicht  ein  Aggregat  von  Giie- 
üem  von  der  Form  bilden  lUsst: 

I 

welches  als  Function  von  r-  au%t  t<iijsl  wiederum  eine  Thela- 
funriiuii  erster  Onlnuni^  tuit  der  Charakiriislik  Null  i.sl,  wah- 
reud  für  die  ganzen  Zahlen  a^f.  die  Büdiugungsgieicimngen  be- 
stehen : 
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(5)  +  «I»  = 

Die  Zahlen  m,  . . .       sind  willkürliche  ganze  Zahlen,  m^  =  /i . 

Eine  leichte  Befrachtung  zeigl;  dass  folgende  Bediüguuj^eii 
als  hinreichende  angesehen  werden  können : 

ai,»  +  a^*  +  - .  a,««  «     ,      i  «  4 ,  . . .  n  , 

Diese  Gleichungen  können  auch  in  der  Form  geschriebeo 
werden : 

«Ii  «q  _|_  «ai  ^'aA.  ^  .  ,  .        ^»**  _  q  ^ 

ErfttUen  die  ganzen  Zahlen  a,>j^  diese  Bedingungen ,  so  ist  die 
Summe : 


ti 


4 

eine  Thetafunction  erster  Ordnung  von  von  der  Charakteristik 
Null,  wenn  die  Summe  ausgedehnt  ist  Uber  alle  f*\  ...  A'„  nach 
den  resp.  Moduln  fn^  . . .  die  den  Gongruenzen  GenOge 
leisten : 

k^  B  a^M     +  a^^  ^^t      *  *  *  ''in  j 

(8)   

A„s r,  +a„,r,  +  •  • .  a^^r„  mod  w«. 

Die  (iF-nssen  ...  /  „  sind  willkürliche  ganze  Zahlen.  Der  lie- 
weiä  iol^l  leicht,  wenn  wir  noch  erwägen,  dass  die  Ausdrücke 

ganze  Zahlen  sind,  wenn  die  früheren  Gleichungen  bestehen. 

Dann  folgt  aber,  dass  unsere  Summe  sich  von  dem  ur- 
sprünglichen Producte  nur  um  eine  Gonstante  unterscheiden 
kann,  deren  Werth  sich  gleich  4  ergiebt. 

Damit  haben  wir  ein  allgemeines  Additionstheorem  gewon- 
nen, welches  als  Grundlage  der  Transformationstheorie  dienen 
kann.  Setzen  wir  i;,  »  s  • .  •  v^^  so  erhalten  wir  die  Fou- 
rier'sche  Entwickelung  von  ^,  (r,  t)**. 
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E>  ist  nun  nicht  schwer,  die  Aiiflüsbarkeil  der  obigen 
GleiciiUDgss\stenie  uacbzuweiseD.  Wir  nehuien  dazu  zunächst 
einige  specielie  Fälle. 

1j  n  »  3. 

Für  diesen  Fall  ergiebl  sich: 

a,,  «  3  .    "3t      —  * »  —        f»,  »  6  . 

Wir  erhallen  die  Formel : 

(t\  -I-  t\  +  t;,,  3r)  ,  ^,  [k^]  (t;,  -  r„  2t) 

•^jW  (^^^-i  -      -  V»,  61^), 
A-,  +     S  0  mod  3  , 

h\  +  A,  =  0  mod  3  . 

SelieD  wir  hierin  r,  =  a  v,,  so  erhalten  wir  die  Schröter- 
sehe  Formel  für  ^,  [v,  t)\ 

2)  II  =  4. 

In  diesem  Falle  wird : 

«II  —  *»     Oit  «13«      *,    «44=  7«,  =4; 

a„  =  1  ,     fl„  =  —  ^    w„  =  -  <  ,    "i4  ^  •     '^'ä  =  i  ; 

Si  =  =      ^  ,         =  -  <  ,    ö,4  =      0,        =  2; 

=  <  r       «41  =         ^1      «4*  =         ^»      Ö4*=  -  ^  I      «4  =  2, 

MUhio  wird 

4 

^>    J     +  f •    V,  4.  r„  4  t)  .     [A^]  (v,  -  V,  -    ^- 1;„  4  r) 

/.  ,  =  i\  ^-      -f-  -t-      mod  4  , 

A,  s  ^  r,  —  -h  i\  mod  4  . 
A|  s     —  mod  2  ^ 

A',  s  i\  —  mod  2  . 
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3)  n  SB  5. 

In  diesem  Falte  winl : 


4, 

«13.= 

1. 

^14  = 

4, 

«18 

4, 

5 

a„  =  4, 

a„  = 

«„  = 

«31  = 

«33  = 

«34  = 

111}  s 

4; 

«41=0» 

0, 

«43  = 

«H  = 

«45  = 

0, 

2; 

«53  = 

0, 

"m  = 

0, 

2. 

Mitbio  wird: 

I 

^  ^3  [^il  («'4-»-<?fH-i',+Vi+tV  Sit)  .^^,(A,]  (i f,— l',-y,-r^-p„  20  v) 

wobei  iiie  Summalion  in  analoger  Weise  zu  nehineu  isl,  wie 
vorhin. 

Eadlich  neiimea  wir: 


4)  » 

e. 

Wir  erhalten: 

«1.=»» 

«41=  «13== 

4, 

«41  = 

«15  = 

«•3  = 

4> 

««=<» 

««=      ^  «13= 

4, 

«14=- 

«13  = 

«11  = 

»'*=0; 

«34=— ^    «3.1  = 

«»1  = 

0, 

«35  = 

0, 

«3«  = 

0, 

«41=    0,  a„= 

«44  = 

2, 

«43  = 

«43  = 

«»,=0, 

«31=      4*   «33  = 

«34  = 

0, 

«33  = 

0, 

«56  = 

0, 

o««0, 

«,.1=      0,  0«3«: 

0, 

«f.4  = 

0, 

«65  = 

-4, 

«6C  = 

1, 

Die  entsprechende  Thetaformel  möge  aichl  weiler  hiugei>cb rieben 
werden. 

Dann  aber  folgt  leicht  die  nligemeiae  Auti(}si>arkeil.  In  der 
Thal,  wenn  n  eine  ungerade  Zahl  isl,  seUen  wir : 

«I«  =  «II  =      =  «I»  =       «I  *  «; 

fij,  =  n  —  I  .       =      «...  r/^„  «  —  ! ,        =  /i . »  —  I ; 

«31  =  «41  =  •  •  •  =  ««4  =  0  . 

Damit  aber  ist,  wie  man  sieh  leicht  überzeugt,  die  Bestimmung 
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der  übrigen  Zahlen  auf  den  Fall  zurUckgeiüliil,  dasi»  die  Zahl 
der  Veränderlichen  gleich  //  —  1,  d.  h.  eine  gerade  7;ilil  ist. 
ist  aher  n  eioe  gerade  Zahl  gleich  3r,  so  setzen  wir: 

öfi  =  ^'it   '  ■ftt,  =  *  ,         +  i  =  "jr-i-i  =  ■  •  •  =  r/j  4,.  =a  —  4  . 

Dann  fn]ii\  h  ichl,  dass  die  BesUnirinn^L'  der  uhi-iuen  Grössen 
aul  iltMij«  iii^i  n  Fall  reducirl  ist,  dass  die  Zahl  der  Yeräöder- 
lichei)  i^icich  r  ist,  gleich  der  Hälfte  der  iirsprdnjjlichen. 

Die  niihere  DnrrhfdhruDg  der  angegebeneu  Methode  soll 
au  aml^Teni  Orte  erfoliicn. 

Schliesslich  möge  erwiifint  w  erden,  dass  schon  Herr  Gordan 
im  06.  Bande  des  Crelle  schen  .hiurnals  Addilionslheorenie  zwi- 
schen Thetafunelionen  mit  verschiedeneu  Modnin  iiufgestellt  hal, 
die  aber  von  dem  hier  eutwickeJlen  verschieden  sind. 

Rostock,  den  12.  Januar  1886. 
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£.  Drechsel,  (Jeher  einen  neuen,  schwefel-  und  phosphor- 
h(ätigm  Bestandtheil  der  Leber, 

Die  YermuthuDg,  dass  in  der  Leber  des  mit  Phosphor  ver- 
gifteteo  Frosches  ein  Körper  enthalten  sei.  der  zur  Schwefel- 
saure in  demselben  Verbaltnisse .  stehe  wie  das  Lecithin  zur 
Pbospborsäure,  veranlasste  Herrn  Dr.  Gaule,  das  alkoholisch- 
ätherische  Leberextract  durch  Herrn  Dr.  S  t  o  i  n  i  k  o  w  auf  einen 
Schwefelgehalt  untersuchen  zu  lassen*  In  der  That  konnte  in 
dem  mit  Soda  und  Salpeter  geschmolzenen  Rückstände  des 
Alkobolätherextraetes  der  Froschleber  neben  Phosphorsäure 
leicht  auch  Schwefelsäure  nachgewiesen  werden,  welche,  d» 
Sulfate  in  Aetheralkohol  unlöslich  sind,  auf  einen  scbwefel- 
haltigen  organischen  Körper  bezogen  werden  musste,  der  auch 
alsbald  von  Dr.  Stolnikow  und  .mir  gemeinschaftlich  in  der 
Säugethierleber  aufgefunden  wurde.   Die  weitere  Verfolgung 
dieses  schwefelhaltigen  Ktfrpers,  welche  ich  allein  iki  die  Hand 
nahm,  bildet  den  Gegenstand  der  folgenden  vorlituflgen  Mtt- 
theilung. 

Bei  den  ersten  Versuchen  hatte  sich  herausgestellt,  dass 
der  fragliche  Ktfrper  in  Aether  leicht,  in  Alkohol  dagegen  sehr 
schwer  löslich  ist,  dass  er  aber  trotzdem  leicht  in  die  alkoho- 
lischen Auszüge  der  Leber  übergeht^  vermuthlich  durch  Ver- 
mittlung des  Lecithins  und  der  Fette.  Mit  Rücksicht  auf  dieses 
Verhalten,  und  in  der  Absicht,  alle  Reagentien,  welche  eine  Zer- 
setzung der  Substanz  voraussichtlich  hatten  bewirken  können, 
zu  vermeiden,  wurde  folgender  Weg  für  die  Isollrung  derselben 
eingeschlagen,  der  sich  bisher  auch  ganz  gut  bewahrt  hat.  Die 
ganz  frische  Leber  wurde  oberflächlich  mit  Wasser  abgewaschen, 
in  der  Wurstmaschine  zu  einem  Brei  zerkleinert  und  dann  so- 
fort mit  dem  2 — 3  fachen  Volum  absoluten  Alkohols  gut  gemengt. 
Am  nächsten  Tage  wurde  die  Flüssigkeit  (welche  so  gut  wie 
nichts  von  der  Substanz  enthielt)  abgegossen,  und  der  Rück- 
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stand  mit  einer  neuen  Menge  Alkohol  durcbgertthrt »  welche 
heeedttr  nöeh  einige  Male  wiederholt  wurde,  bis  der  Alkohol 
bs(  nichts 'mehr  aus  der  Leber  ausiog.  Diese  alkoholischen 
Aussage  wurden  sodann  bei  40 — 50*  eingedunstet,  wobei  ein 
bslbflussigfer^  gelbbrauner  Rückstand  hinterblieb,  der  nur, 
wenn  die  Temperatur  beim  Eindunsten  etwas  hoher  gestiegen 
war,  eine  dunklere  Farbe  zeigte.  Diese  Rttckstftnde  wurden 
Duninebr  mit  2 — 3  Vol.  absoluten  Alkohols  krSftig  durohgeschttt* 
idt,  wobei  sie  sich  grossentheils,  mit  Hinterlassung  gelber, 
schmieriger  und  beim  Stehen  susammenbackender  Flocken 
lösten ;  nach  dem  Absitzen  wurde  der  Rückstand  noch  so  oft 
mit  neuen  Mengen  Alkohols  durchgeschüttelt,  bis  er  sich  in 
diesem  nicht  mehr  sertheilen  liess.   Nunmehr  wurde  Aether 
aufgegossen,  in  welchem  sich  jetzt  die  Heuptmenge  des  Rttck- 
slmdes  leicht  loste;  nach  dem  Absitzen  wurde  filtrirt  und  die 
klare  Losung  mit  dem  mehrfachen  Volum  absoluten  Alkohols 
vcrwtst.  Dabei  entstand  ein  heller,  starker,  flockiger  Nieder- 
schlag, welcher  noch  starke  Neigung  zum  Zusammenbacken 
Tsnieth ;  derselbe  wurde  auf  einem  Filter  gesammelt,  ein  paar 
Hai  mit  Alkohol  gewasidien,  schwach  abgepresst  und  Aber 
Sefawelelsttyre  getrocknet.  In  diesem  Zustande  stellte  er  eine 
Ihfiiis  kornartige  braune,  tbetls  erdige  hellere  Masse  dar,  welche 
«a  der  Luft  begierig  Wasser  anzog  und  zu  einer  klebrigen  halb- 
Bftssigen  Masse  serfloss;  noch  trooken  mit  Wasser  zusammen- 
gebracht quoll  die  Substanz  sehr  stark  und  zeigte  unter  dem 
Mikroskope  dann  schöne  Myelin  formen.  Letzterer  Umstand  und 
der  bereits  erwähnte,  dass  nSimlich  die  getrocknete  Masse  theiis 
homartig,  Ihcils  erdig  aussah,  deutete  darauf  hin,  dass  die  Suh- 
slanz  noch  nicht  rein  sei,  speciell  dass  dieselbe  noch  Lecithin 
eülhalle.  Um  letzteres  zu  enlfernon,  wurde  die  Suhslnnz  wieder 
in  Aelber  gelöst    bei  spiiteren  Darstelluntien  n.ilürlich  ohne 
vorhersehendes  Trockueu  tlbei"  Schwefelüiiure!,  und  abermals 
mit  Alkohol   gefallt;  nach  mehrmaliger  Wiederholung  dieser 
Procedur  wurde  endlich  ein  Niederschlag  gewonnen,  welcher 
nach  dem  Absaugen  mit  der  Pumpe  ulu,^iichst  rasch  Uber 
Schwefelst ui*e  in's  Vacuuni  gebracht,  daselbst  zu  einer  ganz 
Ht^hl  bräunlich  gelben,  vollkommen  erdigen  Masse  austrocknete. 
i>.ti)ei  mag  noch  erwähnt  werden,  dass  es  füf  die  Beschaffenheit 
des  Niederschlages  nii  h?  gleichgtlltig  ist,  iu  welcher  Weise  man 
denselben  mit  Alkohol  ausfüllt;  giessl  man  den  Alkohol  in  die 
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ätherische  Ufsung»  so  kann  man  auch  durch  gutes  Umrühren 
die  Bildung  grober  Klumpen  nicht  verhindern,  dies  gelingt  nur, 
wenn  man  die  Aetberlösung  in  dfinnem  Strahle  unter  UmrUhren 
in  den  Alkohol  fliessen  llisst,  oder  noch  besser,  wenn  man  durch 
zwei  unmittelbar  neben  einander  befindliohe  Glasrtfhren  gleiche 
Volume  AetherlOsung  und  Alkohol  gleichseitig  in  das  ca.  dreifache 
Volum  Alkohol  einfliessen  Ifisst,  sodass  sich  schon  die  beiden 
herabfliessenden  Strahlen  mischen.  Untersucht  man  die  alkoho- 
lisch-ätherischen Mutterlangen  durch  Znsatf  einer  alkoholischen 
Lösung  von  Platinchlorid  auf  Lecithin,  so  zeigt  sich  dessen 
Gegenwart  durch  einen  weissgelben  Niederschlag  an;  in  den 
ersten  Mutterlaugen  ist  derselbe  sehr  stark,  In  den  leisten  nur 
sehr  gering.  Denselben  ganz  zum  Verschwinden  zu  bringen, 
ist  mir  bis  jetzt  noch  nicht  geglückt ;  möglicherweise  wird  auch 
die  neue  Substanz  selbst,  welche  niemals  ganz  vollständig  durch 
den  Alkohol  gefüllt  wird,  durch  Platinchlorid  niedergeschlagen. 
Das  beschriebene  Verfahren  ist  mit  grossen  Verlusten  an  Sub- 
stanz verknüpft,  da  dieselbe  in  lecithin-  und  fetthaltigem  Al- 
kohol viel  leichter  löslich  Ist  als  in  reinem;  daher  gelang  es 
mir  auch  nur  durch  Verarbeitung  einer  grösseren  Anzahl  von 
Pferdelebem  aUmÜhlidi  eine  erheblichere  Menge  Substans  zu 
gewinnen.  Vorläufig  bin  ich  aber  trotzdem  bei  diesem  Verfah- 
ren stehen  geblieben ,  da  es  mir  alle  Garantie  dafür  zu  bieten 
scheint;  dass  die  erhaltene  Substanz  während  der  Darstellung 
weder  eine  Zersetzung  erlitten  hat,  noch  einer  solchen  ihren 
Ursprung  verdankt. 

Die  neue  Sub^lanz.  für  welche  ich  mit  Hücksichl  iiut"  ihr 
Vorkoinnien  eleu  .Namen  .lecor in  vorschlage,  zeigt  in  vieler 
Hinsicht  hiichsl  bemerkenswerthe  Eigenschaften.  Sie  bildet, 
\\\c  schon  erwiihnl.  leichte  Stücke  von  erdigem  Aussehen;  die- 
selben sind  U'ülz  ihrer  Porosität  sehr  fest  und  zerspringen  nur 
unter  ziemlich  starkem  Druck  mit  grosser  Gewalt  nach  allen 
Richtungen,  lassen  sich  dann  aber  leicht  zu  einem  sehr  feineu 
Pulver  zerreiben.  So  lange  dieses  noch  trocken  ist,  nmkI  es 
heim  Reiben  äusserst  stark  elektrisch;  es  ziehj  aber  aus  der 
Luft  das  Wasser  mit  fast  derselben  Energie  wie  geschnioizenes 
Cidorcatciuin  an,  und  backt  dann  leicht  zusammen.  In  einem 
Strome  von  Luft,  welche  durch  concentrirte  Schwefelsäure  und 
Phosphorsäureaiilix (Irid  getrocknet  ist,  verliert  es  im  I^aufe 
einiger  Tage  bei  gewöhnlicher  Temperatur  noch  etwas  Wasser 
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ider  anlwftendeo  Alkohol,  worauf  das  Gewicht  oonstani  bleibt. 
Das  über  Schwefelsäure  im  Vacmim  getrocknete  Jeoorin  zeigt 
oua  ein  eigentbamliobes  Verhalteo  gegen  (käuflichen)  absoluten 
Aether;  im  GegensaU  bu  früher  lüst  sich  jetst  selbst  bei  Ittn- 
gerem  Stehen  nur  em  sehr  kleiner  Theil  darin  auf;  setzt  mau 
aber  nur  ein  wenig  Wasser,  nicht  mehr  als  der  Aeiher  selbst 
«abunelimeD  vermag,  hiastty  so  erfolgt  in  kürzester  Frist  vaU 
li^  Ltfsung  XU  einer  vollkommen  klaren,  im  auffallenden  Lichte 
aar  gam  achwaeb  opalisirenden  Flüssigkeit.  Hieraus  scheint 
henrerBugeben,  dass  das  Jeoorin  ein  Hydrat  bildeti  welches  in 
Aether  lüslieh  ist  und  sein  Hydratwasser  schon  beim  Stehen 
Aber  Schwefdisüure  verliert,  dass  abw  das  wasserfreie  lecorin 
ia  Aether  höchstens  sehr  schwer  loslich  ist. 

Für  die  Analyse  wurde  die  Sobstana  bei  gewahnlioher 
Temperatur  in  einem  durch  concentrirte  Sehwefels&ure  und 
lümt  Phospborsäureanhydrid  geleiteten  Lnftstrom  bis  zur  Ge- 
wichtsconatauB  getrocknet.  Dies  geschab  in  einem  kleinen  breit 
U-fonnigen  Rohre,  dessen  beide  Schenkel  oben  mit  einer  seit- 
lieh angesetzten  kurzen  Gasleitungsrühre  versehen  und  mit 
Bahnstopfen  verschllessbar  waren ;  um  das  UeberfUllen  der  ge- 
trockneten Substanz  in  ein  Glasrdhrcben  unt«r  Vermeidung  von 
Luftzutritt  ausführen  zu  können,  halte  der  mittlere  Theil  des 
Apparates  in  der  Richtung  der  Längsaxe  einen  kleinen,  mit 
einer  aufgcscbliffenen  Kappe  verschliessbaren  Ansatz,  an  wel- 
ciiem  das  FüUröhrchen  mit  Hülfe  eines  kurzen  weiten  Sltlckes 
Gummischlauch  hefesti«t  wurde.  Das  zu  den  Analvsen  ver- 
wendete  Priipar.il  wiir  aus  mehreren  Pferdelebern  i^ewonnen 
Worden:  es  wurde  nochuuils  in  Aeiher  gelöst  und  in  drei  Frae- 
tiüDeu  mit  Alkohol  gerullt.  Die  mittlere,  (i,  wurde  wiederum 
in  Aether  gelöst  und  im  Ganzen  dureh  Alkoliul  gefüllt;  diese 
lallung,  ßi,  wurde  vollständig  analvsii  l   1  —  5  und  7). 

l]  0.2108  g  Substanz  wurden  mit  chrouisaurem  Blei  und 
vorgelochtem  metallischem  Kupfer,  zuletzt  im  Sauersloflstrome 
uiitl  bei  niuglicbst  grossei  iÜtze  (am  Ürte,  wo  die  Substanz  lag) 
verbrannt,  und  lieferten  0. 4565  g //,0  =  0.01738889// =  8.25 
und  0.3992  g  CO,  =  0.10887273  C=  51.64^. 

2)  0.1945g  Substanz  ebenso  verbrannt  lieferten:  0.4420g 
//,0  =  0.04 577778^=  8.H|^,  und  O.SößOg  CO,» 0.09984848  C 
=  öl.3i 

3]  0.^44  g  Substanz  nach  Duntas  verbrannt  lieferten: 
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•3.0  CC.  .V  bei  10«2  und  %  =  5.266  CG.  bei  0»  und 

760»"  Hg  »  0.0066478  g  lY  s  S.86}. 

4)  0.264 1  g  Substanz  wurden  in  reiner  ooneenirirler  Sal- 
pelersKure  unter  Zuaats  von  etwas  salpetersaurem  Silber  zu- 
nächst in  der  Kälte  gelöst,  dann  im  sugesehroolzenen  Rohre  erst 
auf  100*  und  zuletst,  nach  Oeffnen  und  Wiederzuschroelzen, 
auf  180^200*  erhitzt;  die  Reactionsmasse  (welche  kein  Chlor* 
Silber  enthielt)  wurde  sodann  mit  Wasser  verdünnt,  mit  Salz- 
säure entsilbert,  das  Piltrat  auf  dem  Wasserbade  ttber  der 
Spirituslampe  mit  SalssSure  mehrmals  abgedampft,  hierauf  mit 
Ghlorbaryum  die  Schwefelstture,  und  aus  dem  Pittrate  nach  Zu- 
satz  von  einer  bekannten  Menge  Eisenoxyd  und  von  essigsaurem 
Ammon  durch  Kochen  die  Phosphorsflure  ausgeflillt.  So  wurden 
erhalten:  0.0277g     90«  »  0.00880489  g        4.45  und 
0.02245g  P,0,     0.00967443  g  Ps3.70f. 

5)  0.3252  Su!)stiinz  auf  dieselbe  Art  und  Weise,  doch 
ohne  Zusatz  von  sulpctersaurcm  Silber,  behandelt,  gaben  : 
0.0337  /MNO,  =  0.004028  g  S  =  und  0.0262  g 
PjOj  =  0.0  1  Ui  u  /'=  3.51  «».*) 

6)  0.4832  -  Substanz  ß  p\hen  0.0517  g  BaSO^  =  0,0074  g 
6'=r47J,  und  U.ü356  g         =  O.Ol 55  g  P  =  3.2 

7)  0.8878  g  Substanz  wurden  vorsichtig  verkohlt  und  die 
Asche  durch  wiederholtes  Befeuchten  mit  etwas  reiner  Salpeter- 
säure und  Glühen  nach  und  nach  weiss  gebrannt;  erhallen 
wurden  0.4073  g  Asche  s  42,09^.  Da  dieselbe  alkalisch  rea- 
girte,  wurdo  die  Besliniinung  der  vorhandenen  Alkalien  zu- 
gleich mit  derjenigen  des  Phosphors  und  des  Schwefels  nach 
Carius  versucht;  leider  platzten  aber  sünunlliche  Röhren,  so- 
dass wegen  Mangels  an  reinem  Material  diese  Versuche,  vor- 
läufig aufgegeben  werden  raussten.  Nimmt  man  aber  an,  dass 
die  Asche  aus  metaphosphorsauroni  Natron  (mit  etwas  Kali  ge- 
mengt) besteht,  so  berechnet  sich  die  Menge  derselben  für  einen 


I  Der  X  wunlc  über  (  oncentrirler  Kalilauge  ^ca.  33  Jj  gemessen  und 
(Iffpu  T«Misiori  gici'  li  der  des  Wassers  gesetzt,  also  offoiibar  zu  hoch;  das 
Hesultat  wird  nbor  nur  niif  ä.S995^  erhöht,  wenn  man  die  Tension  »0, 
also  jcdenfalLs  zu  niedrig,  Hruiimmt. 

i:  Der  gewogene  liaSO^  enthielt  eine  geringe  Menge  P^O,^,  sodass 
der  X-Gehelt  etwas  xu  hoch,  der  P-Gehalt  etwas  su  niedrig  ausgefallen  ist. 
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Phoipborgebali  der  Substans  von  3.7f  xu  42.18^ ,  und  hieraus 
die  Meoge  des  Natriams  zu  2.78  f. 

Ans  diesen  Zahlen  iHsst  sich  die  Formel 

abicilen,  welche  verlangt: 

Ber  I  II  III.         IV.         V.  VI. 

Cj^«  «60..5i.ö3{(..ö4,64f.,5<.32{t..  —    ..  -  — 

185..  7,56~*«  8.85*-.,  8.14*-..  —  — 

.\  =    70,,  8.86-..  —  -..  ..2.86^..  —    ..  —    ..  — 

5   «    32..  4.31-*..  ..  ..1.45#..4.42#..-l.47^f 

P,  =     98..  3.80-..  —  -..  ..3. 70-, .3.54-. .3. 2  - 

.\Vj,=     69..   2.8^-..  —  -..  ..  —  -.2.72  -..  -     ..  — 

0,,  =  736. .30. 10-..  —  -..  ..  —  -..  —  -..  —  -..  

2445  99.98 

Wie  man  sieht,  stimmen  die  gefundenen  Wertbe  mit  den 
für  die  aufgestellte  Formel  berechneten  hinlänglich  überein ; 

ob  diese  aber  richtii;  ist,  wird  sich  natürlich  erst  aus  dem 
Studium  der  Zerselzun^sproducte  des  .lecorins  ergeben,  e  inst- 
weilen beweist  dieselbe  nur,  diiss  hier  ein  sehr  complicirt  zu- 
&anunengeset2ter  Körper,  vermuthlich  ein  .Nalronsalz,  vorliegt. 

Teber  das  chemische  Verhalten  des  Jecoriiis  kann  ich  noch 
Fokendes  mitlheilen.  Wie  bereits  erwähnt,  ist  die  SuiKsiauz 
«lussersl  hygroökü[)iscli  und  zerfliesst  an  der  Luft  zu  einer 
dielten.  syrupJihnlichen  Masse;  in  Wasser  löst  sie  sich  aber 
trolidem  nicht  uiiinittelbar  auf,  sondern  uieht  mit  denisellien 
taoüchst  unter  sdir  stiiikcr  (^)uellunt:  (al>er  uiuie  iiiidung  (ieul- 
licher  Mvelinioi  im  n  eine  sehr  sclilemiiye  Masse,  welche  sich 
beim  Stehen  in  eine  klare  Losung  und  einen  Niederschlag  son- 
dert, welcher  sich  seinerseits  in  viel  Wnss*»!-  losl.  Hat  ifian 
hierzu  niclit  allzuviel  Wasser  genommen,  so  trübt  sich  die  ge- 
sdiütlelte  Flüssigkeit  beim  ruhigen  Stehen,  wird  aber  beim 
Sehülteln  wieder  klar.  Beim  Kochen  entwickelt  die  Lösung 
einen  eigenthüralichen  seifenahnlichen  Geruch,  bleibt  ;d)er 
'^nf^t  anscheinend  unverändert.  Dennoch  erscheint  es  fraglich, 
ob  das  Jecorin  durch  Wasser  nicht  verändert  wird;  liisst  man 
nämlich  dife  klare  LOsuog  über  Schwefelsäure  verdunsten,  so 
hinterbieibt  ein  amorpher,  gummiähnlicher  Rückstand,  welcher 
in  Aetber  auch  bei  WaaserzusaU  unlöslich  ist.  Ebenso  wenig 

Bith..pfejt.  CImm  IfiM.  4 
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löst  sieb  der  durch  Alkohol  in  der  wSsserigen  Ltfsung  erseugle 
Niederschlag  in  Aetber.    Durch  concentrirte  Sahlttsungen 
(iVaC/,  BaCl^  wird  die  wässerige  Ltfsuug  gefüllt;  der  NaCl-- 
Niederschlag  Itfst  sich  beim  VerdUDnen  mit  Wasser  wieder  auf. 
Essigsaures  Kupferoxyd  und  salpetersaures  Silberoxyd  fallen 
die  Lösung  gleichfalls;  die  Niedersehlttge  lösen  sich  auf  Zusatz 
von  Jecorinlösung,  nicht  aber  im  Ueberachusse  des  Metallsalxes. 
Diese  Lösungen  sind  stark  opalisirend  und  werden  durch  Kochen 
anscheinend  nicht  verändert;  die  silberhaltige  wird  durch  etwas 
Ammoniak  völlig  klar  und  f^rbt  sich  dann  beim  Rochen  pracht- 
voll portweinroth  (durch  Reduction  zu  Silberoxydul?).  Versetst 
man  die  kupferhaltige  Lösung  mit  einigen  Tropfen  Natronlauge, 
ao  wird  sie  schön  blau  und  klar  und  scheidet  beim  Kochen 
rothes  Kupferoxyd al  aus;  dasselbe  geschieht  beim  Kochen  einer 
Jecorinlösung  mit  Pehling^scher  Lösung.  Alkalische  Lösungen 
von  rothem  Blutlaugensalz  werden  in  der  Hitze  durdi  Jeoortn 
ebenfalls  redueirt.  Auf  Zusatz  von  etwas  starker  Natronlauge 
verschwindet  die  Opalescenz  einer  Jecorinlösung  sofort ;  kocht 
man  hierauf,  so  entwickeln  sich  eigenthflmlieh  unangenehm 
riechende,  alkalisch  reagirendeDämpfe  und  nach  einigemKochen 
erstarrt  die  Flüssigkeit  beim  Erkalten  zu  einem  Seifenleim. 
Zersetzt  man  diesen  mit  Sauren,  so  entweicht  etwas  Schwefel- 
wasserstoff, wie  sich  leicht  durch  Hleipapier  nachweisen  liissl: 
der  auftretende  Geruch  ist  fast  ^eiiiui  derselbe,  welchen  mau 
beim  Ansäuern  und  Kochen  von  alk;dischen  tiweisslösungen 
beol)aclilel.    In  dem  salzsauren"  Filirate  entsteht  durch  Chlor- 
baryum  ein  scliwacher  Niederschlag,  vermuthlich  Raryumsulfat. 
und  Molybdänlösung  zeigt  Phosphorsaure  an.   Baryt wasser  fällt 
wässerige  Jecorinlösungen  sofort  iloclvia  weiss;  das  Filtrat  wirkt 
auf  alkalische  Kupferlosung  reducirend.   Auch  durch  Sauren 
wird  das  lecorin  leicht  zersetzt.  Eine  kleine  Menge  verdünnter 
Salzsaure  fallt  nicht,  durch  mehr  entsteht  ein  Niederschlag,  der 
auch  durch  ziemlich  viel  concentrirte  Salzsam«*  nicht  gelöst 
wird;  kocht  man  jetzt,  so  klart  sich  die  Flüssigkeit  etwas,  wird 
aber  schnell  wieder  trübe  und  scheidet  bei  weiterem  Kochen 
zuuaciist  einen  harzartigen  Niederschlag  aus,  woItIk  i- sich  unter 
KlJU  iniji  der  Flüssigkeit  zu  grossen  Klump«  ii  /usaimnenbaJIt. 
Versucht  man  diese  mit  Wasser  nus/.uwaschen,  so  (juelien  sie 
schon  auf  dem  Filter  und  noch  mehr  beim  Eintragen  in  viel 
kochendes  Wasser  ausserordentlich  stark  auf,  sohruuiplen  aber 
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mi  Znsiti  von  Sdnre  wieder  zusammen.  Wird  die  saure  L5> 
mg  mit  den  Khimpen  welter  gekocht,  so  tritt  neuerdings  TrO- 
bi^BeiD,  nnd  allmahlieh  lergehen  die  Klumpen  völlig  tu  feinen 
dankelbrannen  Tröpfchen  von  geschmolzener  Stearinsäure.  Die- 
selbe Zersetsong  erleiden  die  Klumpen  durch  Kochen  mit  Alka- 
Kcq:  ans  einer  solchen  Lösung  wurde  die  SMure  abgeschieden 
nddann  in  Barytsalz  verwandelt:  0.1590  g  desselben  hinter- 
fieanbeim  Glühen  0.0468g  i»a  CO,»  0.03  U385g  Bai- 4  9.77f 
jber.  Iftr  {C^^H^^O^)^Ba:  40.49f  Üa).  Dass  aber  das  Jeoorin 
kria  stearinsanres  Salz  ist  oder  enthalt,  erhellt  auch  daraus. 
4m  es  sich  in  kaltem  Salpeterstturehydrat  leicht  und  klar  lOst; 
beim  Erhitsen  scheidet  die  Losung  aber  geschmolzene  Stearin- 
slue  aus.  Die  von  der  Stearins&ure  abfiltrirte  Ufsnng  enthalt 
bnische  KOrper,  deren  Natur  noch  naher  zu  ermitteln  ist. 
Odae  SpUtterehen  von  Jecorin  scheinen  beim  Erhitsen  in 
tokrchen  unverändert  zu  schmelzen;  grössere  schmelzen  nur 
BDier  Zersetzung,  wobei  in  stärkerer  Hitze  unter  Aufblähen 
dicke,  schwere,  gelbliche  Dampfe  entweichen,  die  sich  theils 
Hl  einer  sauren,  wässerigen,  theils  zu  einer  Öligen,  braunen, 
lOnOhiich  erstarrenden  Flüssigkeit  verdichten.  Auf  dem  Platin- 
Ueeh  eriiitzt  verbrennt  Jecorin  unter  ähnlichen  Erscheinungen 
nit  hellleuchtender  Flamme,  wobei  eine  schmelzbare  Asche 
BDd  sehr  schwer  verbrennllcfae  Kohle  zurückbleibt. 

Bei  einer  so  compHcirt  zusammengesetzten  Substanz  wie 
<bs  Jeoorin  ist  der  Zweifel,  ob  dieselbe  ein  chemisches  Indlvi- 
dniUD  oder  nur  ein  Gemenge  ist,  sehr  berechtigt  und  bean- 
Hinieht  genaue  Widerlegung.  Eine  solche  können  die  wenigen 
irit|etheiUeii  Versuche  natürlich  noch  nicht  in  aller  Strenge 
geben,  allein  immerhin  haben  dieselben  doch  keine  ThatsacheD 
kennen  gelehrt,  welche  direct  gegen  die  Individualität  des  Jcco- 
liDS  sprächen.    Man  könnte  vielleicht  meinen,  dass  die  reduci- 
renden  Eigenschaften  der  Substanz  von  beigenienglem  Zuckei- 
herrührten,  allein  {ic^fü  eine  solche  Vermulhunt;  spricht  noi* 
Allem  die  völlige  Löslichkeit  des  JceoriiLs  in  Actlier,  in  welchem 
Traubenzucker  völlig  uiiJosI idi  ist;  auch  imissio  derselbe  bei 
tler  l\tlluQg  mit  Aikühol  in  Losung  bleiben,  Dass  kein  GUkoiien 
l>eigemengl  ist,  ergiebt  sich  daraus,  dass  das  Jecorin  durch  Jod 
niciil  aefarbt  wird.  Aus  dem  Verhalten  des  Jecorins  gegen  alka- 
lische Kupferlösuug  lässt  sich  auf  seine  nahe  Beziehung  zum 
Glykogen  oder  Xrliubenzucker  schliessen;  zur  Gewissbeit  wird 
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diese  Hypothese  aber  erst  dann  werden,  wenn  es  gelungen  sein 
wird,  zücker  unter  den  Zersetiungsprodueten  desselben  aiifkii.-<- 
finden.  Daos  hier  Vorsieht  geboten  ist,  beweist  das  Verbaiteo 
des  Chitins  gegen  SKnren,  durch  welohe  dieses  in  das  redu— 
cirende  Glukosamin  ObergeiUhrt  wird.  Wie  dem  aber  auch  seio 
möge,  so  geht  aus  den  roitgetheilten  Versuchen  doch  xur  Evidens 
hervor,  dass  man  künftig  bei  Zucker-  und  Gesammtkoblen^ 
hydcatbestimmungen  in  der  Leber  [und  anseheinend  audi  in 
anderen  Drosen)  auf  die  Anwesenheit  des  Jeoorins  wird  Rück- 
sicht nehmen  müssen,  und  dass  es  falsch  ist.  die  ganse  Menge 
des  B.  B.  durch  einen  wässerigen  Lel>eraussug  rednoirten  Rupfer— 
Oxydes  auf  Traubensucker  oder  doD  gansen  Phosphorgehalt  des 
Alkoholatherextractes  anf  Lecithin  su  foexiehen. 
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(Vorgelegt  von  F.  Klein.) 

Die  Dacbfolgenden  Entwickelungen  sind  im  weiteren  Ver- 
folge der  Untersuchungen  zur  Analysis  situs  entstanden,  von 
denen  ich  einen  ersten  Bericht  der  hohen  Societät  im  Juli 
vorigen  Jahres  vorzulegen  die  Ehre  hatte*). 

Die  Beziehung  der  Grundzahl  einer  Fläche  zu  der  Krcnecker- 
tcken  CharacUristik  eines  gewissen  Functionensystems  zu  kenn- 
zeichnen, war  der  wesentliche  Zweck  jener  Mittheilung.  Das 
wettere  Studium  jener  Kronecker'schen  Untersuchungen')  hat 
mich  nun  auch  jene  geometrischen  Fragen  in  einer  allgemeinen 
Form  zurecht  legen  lassen,  welche  es  ermöglicht,  auf  rein  geo- 
metrischem Wege  fUr  Mannigfalligkeiten  beliebiger  Dimensionen 
eine  characteristische  Zahl  zu  definiren«  Es  sind  schliesslich 
die  hier  besprochenen  Zalilen  keine  wesentlich  anderen,  als 
die,  welche  schon  in  den  Riemann -Neumann 'sehen  Entwick- 
lungen fUr  die  Grundzahl  einer  Fläche,  in  den  Listing'schen  ^) 
ond  BetlVschen*]  Untersuchungen  fttr  mehrdimensionale  Ge- 
bilde enthalten  sind  *^).  Doch  habe  ich  absichtlich  auch 
die  geometrische  Entwickelung  der  Characteristik  [im  I.  Ab- 
schnitte) etwas  ausführlicher  behandelt,  weil  für  meine  gegen- 
vciu'tigen  Fragestellungen  die  Form  der  Ableitung  solcher  Zahlen 
wesentlich  ist.   Diese  wird  nämlich  gegeben  mit  Hülfe  eines  Ent- 


I)  Beitrüge  lur  Anaiyii»  flitns  L  Mittbeilung ;  im  Folgenden  stets 
A.S.I.  citIrL 

3)  Monatidberfchte  d>  r  Berliner  Akademie  vom  Jahre  1869  u.  4S78. 

3^  Cen<iu9  rttumUcher  Compleze.  Mao  selie  iiubesoDdere  dea  Lehr- 

salz  auf  paj:.  7  7. 

4)  Sopiu  gli  spazi  Ui  uu  uuinero  quaiunque  Ui  diiueosioDi.  Annaii  di 
nuiematiee  9»  S.  tom.  4. 

5)  Auf  CbarBCteristiken  von  der  in  meiner  Note  «On  the  Analysis 
of  threedrniensional  Spaces«  (Report  of  the  British  Association,  Mon> 

treal        angedeuteten  Art  gelie  ich  liier  niclit  ein. 
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stdtungsprocesses  der  Mami^aUi^^,  tvddier,  mn  einem  Ele~ 
mentargebüde  beginnend^  m  den  versdtiedenen  Stadien  die  Aen^ 
derung  der  tharackrUtieehen  Zahl  %u  verfolgen  gestattet*) .  Diese 
Ableitung  ermöglicht  ee  dann  —  sofern  nur  analytisdi  %ugangliehe 
Enkoidedmgsarten  eines  geometrischen  G^nldes  %u  Grunde  gelegt 
werden —  sofort  audi  %ur  atia/j^»cften  Formiulirung  der  CSharac- 
terisOk  ^iberxug^en  (AbscbniU  II)  und  diese  ist  06011  keine  andere 
als  die  Kroneeker^sche^  weldie  die  Gtaraeieritt&i  eines  Systems 
von  [n  +  1)  eindeutigen  redien  Rmeiumen 

von  n  reellen  Vertinderlichen  {wo  die     die  ersten  Ahleitunf/e/i 
von  f  nach  den  Variabein  bedeuten)  nngiebl.  Die  Betrachlutiff  eines 
solchen  Entstchnngsprocesses  führt  dabei  —  zunüdisl  für  ztvei^ 
und  dreidimcnsinjiale  lineare  Gehiefe  ausgesprochen  —  zxt  je  zwei 
Heialionen  zwischen  den  r>  besutiäeren  Punkten  a  {Doppelpunkten} 
eines  beliebigen  im  Endlichen  gelegenen  ebenen  Curven Systems 
f  [Xj  y,  3)  s=  0  ;/j/7  einem  Parameter  z,  und  zu  zwei  analogen 
Relationen  für  dienbesonderen  Punkte  v  [Knotenpunkte]  eines  in  un- 
serem Räume  im  Endlichen  gelegenen  Flächensystems  f  {x,  y,  tv)^0 
mit  einem  Parfimeter  w  —  BezichuDgen,  von  denen  ich  eioen 
speciellen  Fall  für  Systeme  sich  nicht  schneidender  Curven  in  der 
Ebene  (und  auch  auf  beliebiger  Fläche)  in  der  ersten  Abhand- 
lung bereite  lonnolirt  habe*).  Zum  Schlosse  ist  noch  auf  die 
Weiterftthrang  dieser  Untersuchungen  hingewiesen,  welche  in 
der  vorliegenden  Form  nur  die  wesentlichen  systematisobeD 
Betrachtungen  lUr  die  Behandlung  aller  solchen  Fragen  enir* 
wickeln  wollen. 


1  Dabei  erscheint  es  (fnnn  tuc!)  geometrisch  berechtigt,  wenn  ich  in 
der  Folge  für  rlno  FlScfio  die  kronecher  sehe  CharacUristik  K  stall  der 
I^e%m€»n'schen  GrundzaM  G  eiofübre,  iDsoferne  iiaturgemass  erscbeiot, 
dem  »Nidititmiumemtmm  «iiier  NaDoigfolUgkeit  die  Cbefieterltllk  NuU 
.  zu  «rlhetlen.  Auch  gestaltet  sich  dto  Formel,  welche  die  Chancterlstlfc 
oinor  aus  mehreren  getrennten  Theilen  bestehenden  Mannigfaltigkeit  an- 
laicht,  unter  Zugrundelegung  der  Kronecker'schen  Zahl  einfacher  —  näm- 
lich direct  als  Summe  der  Charactcristiken  der  Bestandtheile  (vergl.  pag. 
59)  —  als  für  die  Neumann'scbo  Grundzahl,  die  sich  aus  den  Grundzahleo 
der  einseloea  Tbeile  und  der  AnxaM  dtr  TheU»  lUMmmeDsetzt  (vergl.  z.  B. 
A.  S.  I.  §  I). 

%)  Man  vergl.  hiertu  die  dort  erwähnten  tnf  solche  Curveosysteme 
bezUgllcheii  Untersachangen  von  Beech,  Möbios  und  Poincarö. 


-4  ^ 


Digitized  by  Google 


BsiTRÄCiB  Zim  AlfALTSlS  SITUS.  II.  5& 


ireDiueiriäclie  Ableitung  der  CharacterlsUk  eiuer  Mauuig- 

faltigkeit. 

.  Der  vorliegende  Abochnitt  enthalt  lunäcbst  die  Ableitung 
der  Cbaracteristik  linearer  Mannigfaltigkeiten  aus  einem  Ent- 
stebungsprocess  der  Mannigfaltigkeit,  geht  dann  (§  5)  zu  »ge» 
fr^/o5jenen«  Mannigfaltigkeiten  Über  und  kennzeichnet  schliess- 
Ikh  §  6  die  Abzahlung  der  Cbaracteristik  an  der  fertigen 
.Vaünigfultigkeit. 

§  <• 

Punktgruppen  alt  Mannigfaltigkeiten  M^. 

Nur  der  UebersichtHchkeit  einiger  nachfolgender  Formu- 
llrangen  wegen  erwähnen  wir  als  Anfangsglied  unserer  Mannig* 
faltigkeiten  diejenigen  nullter  Dimension,  die  Punkte,  deren 
Characteristik     gUkh  ihrer  Ansaht  ist, 

§.  2. 

Das  Eleiu>'ntnr(jehilde  einer  euidmiinsionaleii  Mannig- 
faltigkeit ist  geometrisch  vorgestellt  durch  ein  begrenztes  Stück 
emer  Geraden. 

D^^s  Entstehen  des  Klompnl.n  i:o))iides  zUhlt  H-l,  das  Vei  - 
schNMiulen  —  1.  Die  Treununji  eines  E^  in  zwei  Stücke  koniiul 
dezu  tnt*ilelicn  eines  weiteren  h\  gleich  und  zahlt  somit  fdr 
die  rh;iriicleristik  der  Maiini{j;f;illigkeit  mit  H- 1 ,  die  Ver- 
einieunsz  zweier  entsprechend  mit  — 1.  Man  kann  sieh  die 
•Trennung«  eines  hergesteilt  denken  durch  Ausschaltung 
eines  Punktes,  ^ilso  einei-  3/^  aus  der  Strecke,  durch  eine  »Punk- 
tirang«,  und  mag  dann  den  Satz  formuliren*) : 

%FmkUrimgen«i  zählen  für  die  CkaracterisHk  if,  einer  Jf, 
im  Sinne  ihrer  Punktcharncteristik. 

Die  entgegengesetzte  Zählung  triU  em  für  die  inverse  Operon 
Hon  des  AufMens  einer  Punkürung, 


4}  Der  Setz  ist  in  dieser  Form  nur  mit  Rttckslcbt  aof  die  in  §  8  und  i 
geselieDeii  aoalogeu  Sitae  ausgesproehen. 
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§  S. 


lUiuiigfiatigk«iten  JV, 


Dai  Eimefäargelnlde      einer  dmen  Manni^aüigkeü 
ist  gmmetrisch  gegeben  durch  das  Innere  einer  geschüsseneriy  sich 
nkht  selbst  durchsetzenden  ebenen  Curve. 

Das  Entslehen  des  Elementargebildes  zählt  +  1 ,  sein  Ver- 
schwinden —  4 .  Die  Trennung  eines  h:^  durch  einen  von  Rand 
zu  Rand  geführten  Schnitt  AQuerlinie«  kommt  dem  Entstehen 
eines  neuen  gleich,  und  zühlt  also  h- 1 .  die  Vereinigung 
zweier  Elementargobilde  längs  c'mov  solchen  Sli'erke  zählt  cnt- 
sprecliend  —  i  für  die  Characterislik  A'^.  SofeiuL;  eine  solche 
\  »M  L'iniiiunj:  zweier  UandstUcke  auch  an  einem  durch  Zu- 
ij;nnnjcnl)ieiieu  slallhaben  kann  und  das  entstehende  ringlöi  mige 
Ebenenslüek  auch  durch  Anbringung  einer  Oeflnung  »Piink- 
tirung«  in  einem  herzustellen  ist,  foli^t,  das^  ijAnbringuug 
einer  OclTnung«  als  —1,  Schliessen  einer  OelTnung  —  eine 
Oppr.ilion,  dio  piner  )^Trennung«  dun  h  eine  Queriinie  im  obigen 
Sinne  gleichkuinnif  —  als  -+■  h  zu  /alilen  isl. 

Soniieh  kommen  für  die  AhzUbluog  der  Charakteristik  A', 
einer  ebenen  Mannigfaltigkeit      die  Sätze : 

1.  Ein  System  von  9  Punktirungenm  xähtt  für  die  Flächenr 
dtaracteristik  im  entgegengesetzten  Sinne  seiner  Punkt- 
characteristik  JT,. 

2.  A'm  Si/stetn  vnn  )  (Jurrlinienn  zähU  für  A\  im  Sinne 

seiner  Curvencharactcristil,  h\. 

Die  entgegengesetzfcn  Zahlungen  treten  für  die  Aufhebung  der 
besprochenen  Operationen  ein. 

Weiter  entnehmen  wir  den  vorstehenden  Ausführungen 
den  Satz: 

3.  Schneiden  ivir  aus  dem  Innern  unsrrcr  MunnuffultafLeit 
eine  andere  Munnigfallig/iett       von  geyibcncr  Chdrur.tcnsld 

h\'  heraus y  so  ist  dieses  Entfernen  vnn  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  der  zugehörigen  Cfunucferistik  KJ  zu  zah- 
len ,  und  uniyckehrt  ist  das  Ausfitllen  ron  cinycavhhssenrn 
Liicken  im  Sinne  der  sugehüngen  VharacteriMdi  in  Rechnung 
au  bringen. 
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§  4. 

BrttidimaiiioiMl«  llunmgfaltlgktitott  Jf,. 

Das  Elementar^iide  ist  geometrisch  em  von  einer  Kugel 
üier  einer  daraus  durch  Biegung  und  Dehnung  (^me  Zerreissung 
ableitbaren  Ktfcfte  begrenxter  Unearer  Raum, 

Das  Bntslehen  von  /s^  zäbll  +  4 ,  sein  VaraehwiDdeD  —  4. 
Ue  TrennuDg  eines  h\  durch  eine  ebene  Lamelle  »Quer- 
fiache «,  deren  Rand  in  der  Begrenzung  von  £*,  liegt,  zahlt,  weil 
damii  ein  weiteres  B^  hergeslellt  wird,  -i-  4  für  die  Gharac- 
teristik  A',  von  i/,;  die  Vereinigung  zweier  l:^  in  einem  solchen 
£^  ist  entsprechend  ^  4  zu  zahlen.  Die  Vereinigung  kann 
wieder  an  einem  einzigen  A,  in  zwei  Stücken  der  Begren- 
zuDgsfläche  vorgenommen  werden  und  fülirt  zu  einem  von  einer 
Rincflüelie  begrenzten  ll.iuiut".  dessen  Characlerislik  sonnch 
Niiil  !)elrügt.  Wir  können  uns  diese  Umformung  dadurch  her- 
j:cMeIlt  denken,  dass  eine  Durchbuhruni^  an  einem  aus- 
ceftilnl  wird,  dergeslatl,  dass  zwei  Punkte  der  Begrenzungs- 
üacho  von  h\  durch  ein  E^  veri>ünden  werden.  Eine  solche 
Durchbohrung  oder  die  Anbrinf/ung  einer  Querlmie  zühll  dem- 
nach —  4 .  Umgekehrt  ist  das  Zuwachsen  einer  solchen  Durch- 
bohrung, also  das  Wegnehmen  einer  Querlinie  E^  mit  +  4  zu 
zählen.  Um  zu  entscheiden,  wie  die  Anbringung  einer  PunUining 
fUr  die  Characteristik  unserer  zu  zllhlen  ist,  denken  wir  uns 
einen  vuu  zwei  concentrischen  Kuueln  begrenzten  schalenför- 
iDigen  Raum.  Wir  können  dt  nst  Iben  dadurch  zu  einem  Ele- 
mentarsebilde  umformen,  dass  wii-  beide  begrenzende  Scha- 
len durch  eine  Ouerlinie  verbinden,  dass  wir  also  iiiirch  eine 
Durchbohruni:  (Jen  innerliall)  der  Schalen  gelegenen  Kaum  mit 
tlom  Aussenraume  vereinitien.  Diese  Durchbohrung  Jinderl 
die  Characteristik  der  von  jenen  beiden  Kugeln  licurenzten 

um  —  4 .  Die  Characteristik  des  dabei  entstandenen  Uau- 
mes  A3  ist  aber  -1-4,  also  kommt  dem  erstgenannten  Räume  die 
Characteristik  -4-5  zu.  Sofern (  dieser  al)ei-  auch  durch  Anbrin- 
gung einer  Fiinktu  ung  aus  eioeni  A,  abgeleitet  werden  kann, 
schiiessen  wir,  dass  eine  solche  hier  -h  4  zu  zHhlen  ist,  Jetzt 
können  wir  sofort  auch  entscheiden,  wie  sich  die  Chararieristik 
einer  Jf,  ändert,  wenn  wir  die  i/,  mit  solchen  (^uertlachen 
acbneiden,  deren  Flücbencharaeteristik  nicht  mehr  gleich  4  ist. 
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Denken  wir  uns  nämlich  das  durch  n  Punktirungen  in  eine 
Jf,  von  der  Gharaclerislik  n  4  verwandelt,  so  lässt  sich  diese 
sofort  in  eine  von  n  -f>  4  Kugeln  begrenste  (durch  Erwei- 
terung jener  Punktirungen)  verwandeln.  Legen  wir  nun  eine 
Querflache,  welche  alle  Kugeln  schneidet,  so  besitst  diese  Quer* 
flflcbe  nach  den  SUlhlungen  in  §  3  die  Gharacteristik  —  n  -i-  4 . 
Nach  Ausführung  des  Schnittes  ist  der  Raum  in  swei  J?,  zerteilt, 
woraus  folgt,  dass  der  Schnitt  in  jener  Querflache  fttr  die  Gha- 
racteristik der  Jtf,  nach  Massgabe  seiner  Flachencharacteristik 
AT,  xu  zahlen  ist. 

Stellen  wir  die  hiermit  gewonnenen  Satze  zusammen,  so 
sind  es  die  folgenden : 

Für  die  Bestimmung  der  (^racleristik  IT,  einer     zäMen : 

4.  Punktirimrjen  im  Sinne  ihrer  Gharacteristik  Ä*,. 

5.  QuerUuien  im  entgegengesetzten  Sinne  ihrer  Cha- 
racterislik  Ä', ; 

3.  Querfluchen  im  Sinne  ihrer  Gharacteristik  A',. 
Umgekehrt  sind  die  Auß^ngen  der  besteickneten  OperaUo^ 

nen  xu  itäklen. 

Weiter  erschliessen  wir  aus  den  bisherigen  ÄusfÜhrungen 
den  Satz : 

4.  Schneiden  wir  aus  dem  Innern  unserer  Mannigfaltigkeit 
eine  andere  Mannigfaltigkeit  M^  von  gegebene^'  Gharacteristik 

k\'  heraus,  so  ist  dieses  Verschwindenlassen  i'o«  i//  int  Sinne 
der  zugehörigen  Characteristik  A,'  zu  ziihlen.  uyul  iiwr/ekehrt  ist 
das  Ausfallen  von  eingeschlossenen  Hohlräumen  im  entf/egen- 
gesetzten  Sinne  der  zugehörigen  Gharacteristik  in  iiechnung 
zu  bringen. 

§5. 

Uebergang  zn  »gescMossenenu  Mannigfaltigkeiten  if,  and  M^. 

Die  hiermit  i^egebenen  SHtze,  welche  (iie  Gharacteristik 
der  linearen  Mannigfaltigkeiten  erster  bis  driller  Dimension  aus 
einem  gemeinsamen  Principe  ergeben,  können  ersichtlich  in 
gan7,  analoger  Formulirung  auch  für  mehr  Dimensionen  fort- 
geführt werden.  Ich  möchte  indess  auf  diese  weiteren  Formu- 
liriingen  hier  nicht  eingehen,  vielmehr  die  in  den  vorstehenden 
Paragraphen  gewonnenen  HUlfsmiUei  noch  verwenden,  um  die 


Digitized  by  Google 


Beitrags  zur  A.nalvsis  sitls.  II. 


59 


biaberigen  AbiilblungeD,  welche  nnr  ftlr  ImBore  Hannigfaltig- 
keiten  fixiri  sind,  die  von  Punkten,  Gurven  bes.  Flüchen  be- 
grenxt  sind,  auch  noch  aof  geschloaeene  Mannigfaltigkeiten  ans- 
zndehnen.  Dabei  seien  nur  xwei->  und  dreidimensionale  Gebilde 
in  Betracht  gezogen. 

Wir  stellen  uu.s  da/ui  nffeschlossene  Mannigfaltigkeiten a  da^ 
durch  her^  dass  wir  bei  den  ebenen  J/,  die  begrenzenden  Hand" 
curven  paarweise  einander  zugeordnet  denken,  und  ebenso  für  die 
bisher  betrachteten  eine  paarweise  Zuoriinunq  ihrer  Begren- 
zunysjlilchen  geyeben  denken.  Um  dann  d'w  (;,haracteristik  der 
geschlossenen  Mannigfaltigkeiten  zu  bestinniiBn,  bedarf  es  nur 
noch  zweier  SMtze,  welche  die  Aenderung  der  Characteristik 
üurcti  die  Zuordnung  je  zweier  Begrenzungscurven  bez.  Be- 
sjrenzunszsflächen  angeben,  Sütze,  deren  Umkehrung  den  Ein- 
tiüss  einer  Zerschneidung  einer  bez.  längs  geschlossener 
Flachen  angiebt. 

Insofernp  man  nun  einen  geschlossenen  innerhalb  einer 
veriauleudea  Schnitt  durch  eine  »Punktirung«  ( — 1)  und 
eine  rtQuerlinie«  (4-4),  welche  von  der  Punktirung  auslaufend 
wieder  in  dieselbe  mündet,  zusammengesetzt  denken  kann, 
lolgl  der  Satz : 

Ein  geschlossener  Curvenschiull  im  Innern  einer  ändert 
deren  Characteristik  nicht.  Ebenso  bleibt  also  tmtgekehrt  die  Charac- 
teristik ungeändert  hei  der  Zuordnunfj  zweier  Handcurven  einer  M^,. 

Mit  Hülfe  diesos  Salzes  iassl  sich  sofoi  L  du*  Characleristik 
einer  beliebigen  geschlossenen  hestinurieri  durch  SnnH)i;i(ion 
der  Characteristik  der  ebenen  Flächenslücke,  deren  Zusauiweu- 
eetzung  jene  ausmacht. 

Beispielsweise  wird  eine  » Kugeltlache  <  durch  Zuordnung 
der  I^iiuicur  \  (  n  zweier  iiel)ildot  und  es  kommt  derselben 
sonach  die  Ciiai ac  trnstik  t  zu.  l-^ine  HingflJtche,  durch  Zuord- 
nung der  Händer  eines  eF>t  ik n  zwischen  zwei  concentrischen 
Kreisen  eingeschlossenen  Gebietes  herstellbar,  erhält  die  Cha- 
racteristik Null  u.  s.  w. 

Man  erkennt  gleichzeitig  den  (auch  für  mehr  Dimensionen 
ausdehnbaren  Satz  : 

Die  Characteristik  h\  einer  geschlossenen  Mannigfaltigkeit  M^, 
dieivir  uns  als  Fläche  in  einem  linearen  dreidimensionalen  Haume 
aufgeblasen  denken  können^  ist  gleich  der  doppeltm  Characterisiik 
A\  den  ^ugehihigen  Im/mramm  jenei^  Fldßhe, 
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Um  auf  deo  Eiofluss  eines  im  Innero  eioer  ausgeführten 
Schnittes  längs  einer  gesehlosseoen  Jf,  zu  kommen,  belraehien 
wir  sunachsi  einen  im  Innern  einer  J/,  ausgeftthrten  Kugei^ 
schnitt.  Derselbe  kann  aus  einer  Punktirung  -1-4)  und  einer 
Querfläche  (von  der  Gharacteristik  -h  1 )  zusammengesetst  wer- 
den, ändert  also  die  Gharaeteriatik  von  J#,  um  -i»4  -4*4  sbs  S. 
Aehnliche  Ueberlegungen  ergeben  den  allgemeinen  Satz : 

Ein  im  Innern  einer  ausgeführter  ffCKhlossener  Flächen- 
schnitt  von  der  FlächencharacterisUk  A',  erhöht  die  Char acter istik 
tJon  Jf,  um  k\.  Umgehehrt  wird  durch  die  Zuordnung  zweien- 
Begrenzungsflächen  einer  3/, ,  weiche  beide  die  Gharacteristik  Ä', 
besitzen,  die  Char  acter  islih  der  i/,  um  Ä'^  vermindert. 

§  6. 

ünveränderiichkeit  der  Cliaiacteristik  für  verschiedene  Erzeu- 
gungsweisou  einer  Jüaniiigfaitigkeit. 

Die  Bedeutung  der  Gharacteristik  liegt  in  der  Ünveränder- 
iichkeit derselben  all  den  verschiedenen  Processen  gegenüber, 
durch  welche  wir  uns  eine  Mannigfaltigkeit  erzeugt  denken 
können.  Bei  der  im  Vorstehenden  gegebenen  Ableitung  von  A' 
mit  Hülfe  eines  Entstehungsprocesses  der  Mannigfaltigkeit  ist  e$ 
erforderlich,  zu  beweisen,  dass  wir  bei  jedem  Wege^  auf  w€l~ 
cAem  wir  uns  die  MannigfaUi^eit  M  entstünden  denken  können, 
auf  dieselbe  Zahl  K geführt  werden.  Dieser  Satz  ist  unmittelbar 
bewiesen,  sobald  wir  zeigen,  dess  unsere  bisherige  Ableitung 
der  Gharacteristik  zu  einer  bestimmten  BeHnition  derselben  an 
der  fertigen  Mannigfaltigheit  führt. 

Es  seien  diese  DeliiiUiuat  ii  Im-  lineare  zwei-  und  dici- 
dimensiouiih'  MdfUiir/lalUyhciteii  ^  i»,  4)  fornuilirt.  Es  genügt 
dabei  nur  \üu  zusammenhängenden  Manniiiialligkeiten  zu  reden, 
denn  CS  (aus  der  bisherigen  Ahleilung  von  A'^  gaa2  aU^e' 
mein  der  Satz  : 

Dir  Chdi  uctei  is(d>  h  einer  (luti  beliebig  vielen  getrennten  Tliei- 
len  bestehenden  31(uinigfii(tiijl,ed  setzt  sidi  aus  der  Üumtne  der 
Cliarm  lerisdhen  der  Theiie  zusiimmen . 

Hin  zusänimenhüngendes  ebenes  FlüchenstUck  kann  man 
nun  bezeichnen  als  ein  Elementargebilde  E^,  aus  dessen  Innern 
n  ebensolche  Elenientargebilde  A^  herausgeschnitten  aind:  Dam 
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ist  K^ss  ^—nä,  i,  die  Biffermz  der  Characterisiäim  des  xu  Gnmde 
gelegten  und  der  herausgeschnittenen  fttkhensUkke  die  unmittel- 
har  an  dem  fertigen  Flächenstädte  erstehtUehe  CharaeteristUc^). 

Ein  lusammenhangeodes  imd  nur  von  einer  geschlossenen 
Flache  begrenites  Stflck  unseres  Raumes  kann  man  beieicb- 
nen  als  einen  Elementarraum  E^,  welcher  n  Durohbohrungen 
erhalten  hat  und  hier  ist  wieder  K/ss  I  —  it  die  unmitlelhar  am 
Gebilde  selbst  abMulesende  CharacterisUk.  Allgemein  wird  man 
jedes  Misammenhüngende  Stück  unseres  Raumes  bezeichnen  ken- 
nen als  einen  von  einer  geschlossenen  FISche  nach  aussen  ab- 
gegrenzten Raum  von  der  Cbaracteristik  A^,  aus  dessen  In- 
neren weitere  RHame  der  obigen  Art  bez.  von  den  Gharao- 
teristiken  A,",  Ä,'",  .  •  •  A',^*')  herausgescbDitten  sind.  Dann  ist 
Ä*3  =  2 h\^*')y  d.h.  die  Summe  der  Char acter istiken  des  zu  Grunde 
gelegten  und  der  herausgeschnittenen  Raumslücke  die  unmittelbar 
am  Gfibdde  selbst  abzulesende  Characteristik*) . 

n.  Atoehnttt. 

Analytische  Fortnulirungeu. 

Nachdem  wir  im  Vorhertiuliciiflon  Uberhaupt  ir^'cnd  welche 
eoüliniiirlichen  Processe  zur  Erzeuj^uug  einer  M;iniiij4liil(ii;keit 
.1/  hetr;i("litet  haben,  handelt  es  sich  ietzt,  wo  wir  uns  eine  soh-he 
^anniglalügkp!»  durch  eine  Gleichung  gecei)en  denken,  darum, 
derartige  geometrische  Umfornnmüsprorpsse  für  tUo  Herstellung 
unserer  flebilde  einzufüiiren.  d'w  gleichzeil il:  cinci-  ;iti;ily tischen 
ßf  hiindiiiiiL:  f  ihig  sind.  Die  folgenden  Darstellungen  l)ieten  fdr 
Mannigtailigikciten  von  ein  bis  drei  Dimensi(Mien  specielle  Hei- 
spiele solcher  rmformungsprocesse.  tlie.  zu  einem  Theih»  schon 
in  meiner  ersten  Al)handlunü  ;umelilhrt,  hier  in  systematischer 
Zusaniinenfassung  erscheinen.  Sie  bezeichnen,  ungeachtet  ihres 
specielleren  (iharacters,  im  Wesentlichen  die  Art  auch  nllge- 
tneinerer  FornmlirungOD,  auf  welche  noch  in  §  44  kurz  hin- 
gewiesen wird. 

Es  sei  beztlglich  der  nachstehend  betrachteten  Funelionen 
fy  t\i  f%    -        bemerkt,  dass  wir  sie  an  dieselben  Bedingun- 


I   cf.  §  8.  Salz  3. 
ii  Vergl.  $  4.  Sali  4.  • 
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gen  geknttpft  annebmeii,  die  Kroneeker  fttr  die  FunctioneD  sei- 
nes Poncüonensysteois  zu  Grunde  legt  ;  ebenso  ist  die  Be- 
leichnongsweise,  wie  schon  in  der  ersten  HitUieilung,  mit  der 
KroneekeKsohen  ttbereinstimmend. 

Charaoteristik  eindimenBionaler  Mannigfaltigkeiten. 

Gegeben  eine  Curve  f  (a;,  y)  »  0.  Man  besHmme  die  Charac- 
terisHk  derjenigen  Mannigfaltigkeit  M^y  %oekhe  von  den  mnerhaXb 
f^O  liegfinden  TkeUen  der  Geraden  y^ya  g^dei  wird. 

Indem  man  eine  Gerade  parallel  zur  Geraden  y  =s  über 
die  iiaiize  Curve,  von  oben  beginnend,  mit  abnehmendem  y 
hiiii^loiten  liisst,  entsteht  die  frat^liche  3/,  in  der  Arl,  dass  bei 
jedem  Maximum  der  Curve  eine  neue  Strecke  aulh  iii.  h(  /.  eine 
vorhandene  sich  theiit,  während  bei  jedem  Mininuim  eine 
Strecke  verschwindet,  bez.  zwei  Strecken  zusammenwachsen. 
Nach  der  Definition  der  Characteristik  einer  haben  wir  also 
sofort 

V«». 

diae  Summe  verbanden  fi&er  alle  Punkte 

/•-O,  /;-0,  y>Sf.. 

Ferner  ergiebl  sich,  da  alle  im  Laufe  der  Bewegung  entstan- 
denen Strecken  wieder  verschwunden  sind,  wenn  wir  die  ganze 
Curve  mit  der  Geraden  Uberstrichen  haben : 

(8)  2  [/•../•„]- 0  , 

soferne  die  Summation  jetzt  Uber  alle  l^unkte 

ausgedehnt  wird.  Durch  diese  Formel  (21  ist  eine  erste  Besiehung 
ztinschen  den  Benilii  umjapunkten  horizontaler  Tatigenten  einer 
ebenen  Curve  ausgedruckt. 


4)  Für  die  Zusnmmcnstelliing  der  Kronccker'stMO  FormelD  vergl. 
Monatsberichte  4878  pag.  U5  oder  auch  A.  S.  I.  §  4. 
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§  8. 

CliirMtorUtik  iwiidüiieiisioBalar  KftimigfiütigkaiWnl 

Gegeben  eine  FUiche  f  [x,  t/,  3)  =  0.  Man  bestimme  die  CAa- 
racterutik  der  Mannigfaltigkeit  zweiter  Dimension  M^,  welche  von 
den  innerhalb  «b  0  liegenden  Theilen  der  Ettene  ^  ^  g^nldet 
wird. 

WiT  lassen  eine  Ebene  z  s  const.  über  die  Fläche  herab- 
gieiten  (mit  abnehmenden  Werthen  z)  und  fragen  nach  der 
Gharacterisiik  des  Jedesmaligen  ebenen  Schnittes.  Die  Schnitte 
bilden  auf  die  a;y-Ebene  prejicirt  das  einfach  unendliche  System 
f  [x,  9)  s  0  mit  X  als  Parameter.  Die  Gharacteristtk  des  In- 
nern dieser  Schnittcurven  ändert  sich  jedesmal  in  den  Tangen- 
tialebenen der  Fluche,  so  swar,  dass  wir  für  diese  Äendening 
vier  Arten  von  Bertlhrungen  unterscheiden  können. 

(a)  und  (b).  Die  Schnittcurve  hat  an  der  Bertthrungsstelle 
einen  isoUrten  Doppelpunkt. 

Dann  wird  bei  der  Bewegung  der  Ebene  z  =  const.  im 
vorgeschriebenen  Sinne  (mit  abnehmendem  z)  ein  Stock  der 
Mannigfaltigkeit  entstehen,  bes.  eine  Oeffbung  in  demselben 
verschwinden,  oder  aber  es  wird  ein  vorhandenes  Sttlck  der 
M^  verschwinden  bez.  eine  Oeflfbung  in  einem  solchen  entstehen. 
Die  beiden  ersten  Vorkommnisse  sind  ersichtlich  mit  -1-  \  fttr 
die  Acnderung  der  Characteristik  von  zu  ztthlen,  die  letzten 
beiden  als  —  1 .  *) 

c)  und  (d).   Die  Sehnittcurvo  hat  an  der  BerUhrungsslelle 
einen  Doppelpunkt  mit  reellen  Zweii^cn. 

Dann  wird  l)ei  der  Reweuuniz  nnserer  Ebene  -  =  consl. 
mit  ;il)ni'h[iuMi(lL'iii  ciilwcdcr  «'in  Sfflck  der  J/^  sich  in  zwei 
.sp,(lir[i.  ndvi  ('S  werden  /.wvi  vorher  ^t  i [finiir  Tlieile  sich  ver- 
einiji»  ti.  Das  erste  Vorkomniniss  ist  ersichllicii  mit  -i-t,  das 
zweit*  [iiit  —1  (tu*  die^ Characteristik  von  in  Rechnung  zu 
bringeu-/. 


*)  Man  mag  die  Untereoheidoog  aach  durch  den  Umstaad  characteri- 
•iita»  dass  man  In  deo  eratea  beiden  Flllen  »von  oben  betraohlet«  die 

Aastenseitc,  in  den  beiden  letzten  Fällen  die  Innenseite  der  Fläche  /*  0 
Sicht.  Die  analoge  Unterscheidung  tritt  auch  (Ur  die  FttUe  (c)  und  (d)  ein. 
VergK  die  vorstehende  Anmerkung. 
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Die  analytische  FormuliruDg  der  beteichneteo  Unterschiede 
ergielit  nun  sofort  die  verlangte  Otaraeteriitik  AT,  des  eöenm 
Schnittes  z^c  s^m  der  Formd :  Mms^ 

(3)         Ä'.  -  ^ i/i •  i '}.'  i) , 

»  =  «.  It%  In  I 

in  welcher  die  Summation  über  alle  Punkte 

ueralanäen  ist. 
Die  Gleichung 


welche,  analog  wie  in  §  7,  wieder  eintritt,  wenn  wir  die  Summen- 
tum  über  alle  Punkte 

/•=o,        -0,     f,  =  0 

ausdehnen^  giebt  dabei  eine  (erste)  Bezieliung  zwischen  den  Doppel-^ 
punkten  jenes  Curvensystems,.  Dabei  sei  hervorgehoben,  dass  wir 
diese  Beziehung  auffassen  können  als  geltend  für  ein  auf  der 
Fläche  f=0  verlaufendes  System  von  sich  nicht  schneidienden 
Otlr{^efl*)  oder  aber,  als  geltend  für  ein  beliebiges  ebenes  Curven~ 
System  f  (x,  ^,  ^s)  =  0  mit  z  als  willkürUchem  Parameter, 

Zvaatl.  Wir  iLOnnen  die  hiermit  gefundene  Cliaracteristik 
eines  Gurveninneren  sofort  auch  verwerlhen,  um  fUr  die  in  §  7 
gegebenen  Berührungspunkte  horizontaler  Tangenten  einerCurve 
/  (x,  «■  0  eine  weitere  Formel  abzuleiten.  Betrachten  wir 
nttmlteh,  um  die  Gharacteristik  des  Innenraumes  der  Gurve 
f  [x,  jf)  s  0  zu  bestimmen,  das  Gurvensystem 

f  (x,  v)  +  3  =  0 , 

so  wird  nach  Formel  (3)  die  fragliche  Gharacteristik  gegeben 
durch 

'/*/"' 

I  /l4    /•!  l 

wobei  die  Summation  verstanden  ist  Uber  alle  Punkle 
/(ac,3f)  4-^  =  0,    /,  =  0,   /.  =  0.  ;j>0. 


Also  für  ein  •Curvensystein     von  der  in  A.  S.  1  (§  S)  gebrauch- 
ten Art. 
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oder  kttner,  Ober  alle  Punkte 

CharaclerisiiiL  lasst  sieb  aber  aucii  durch  die  andere 
Funuel 

darstellen,  wobei  diese  Summation  jetzt  über  alle  Punkte 

/-  =  0 ,  r,  =  o, 

d.  h.  eben  über  jene  in  §  7  betrachteten  Berührungspunkte, 
ausgedehnt  ist').  Fo/tne/ (6)  liefert  also  eine  uweite  Beziehung 
zwischen  jenen  BerUhningspunkten^  deren  geometrische  Bedeutung 
tick  in  einfachster  Weise  formulirt^) , 


§  9. 

ClMurMt«riatik  draidimeiiiioiialer  lUmiig&ItigkaitMi. 

Gegeben  ein  geschlossener  Raum  von  drei  Dimensionen  in 
einem  linearen Raumevon  vier  Dimensionen  durch  f  [x,  y, w)  =0. 
Man  bestimme  die  Characleristik  der  Manniyfaltif/hdt  M^y  welche 
von  den  innerh(db  /*  =  0  liegenden  Theilen  des  linearen  Raumes 

Wf^  gebildet  wird. 

Wir  lassen  die  lineare  M^'  w  =  const.  über  die  gegebene 
Mannigfaltigkeit  f^O  herabgleiten  und  fragen  nach  der  Cha- 
racteristik  des  vom  jedesmaligen  Schnitte  begrenzten  drei- 
dimensionalen Raumes  Jtf,.  Die  Rethenfolge  aller  dieser  Sdinitte 
bildet  nach  tc  s  0,  d.  b.  in  unsem  Raum  projicirt,  das  Flachen-* 
System  f  (x,  s,  w]  ^0  mit  w  als  Parameter.  Die  Charac- 
terislik  für  den  Innenraum  der  einzelnen  Flächen  dieses  Systems 
ändert  sich  nun  jedesmal  far  »berührende«  w  s  const.,  d.  h. 
jedesmal,  wenn  eine  Fltfcfae  des  Systems  einen  Knotenpunkt 
besitzt.  Dabei  sind  für  die  Aenderung  der  Characteristik,  wie 
aus  den  Definitionen  in  §  4  des  I.  Abschnittes  sofort  folgt,  vier 
llnlerscbiede  bezüglich  der  Art  der  auftretenden  Knotenpunkte 
XU  treffen : 


^1  Vergl.  Kronecker  Monatsber.  1878  pag.  145. 

»  A.  S.  I.  §  5. 
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(a)  und  (b).  Für  isolirte  Knotenpunkte  ist  su  unter- 
scheiden 

ob  in  dem  betreffenden  Punkte  [und  der  durch  »abneh- 
Diende«  w  beseichneten  Richtung  der  Durchlaufung  unseres 
Flächensystems)  ein  reeller  (elliptisch  gekrümmter}  Fltfchentbeil 
entsteht,  oder  umgekehrt 

sich  ein  reeller  Fläcbentheil  in  einen  Punkt  zusammen- 
zieht und  dann  verschwindet. 

(c)  und  (d).  Die  Knotenpunkte  mit  reellem  Tangential- 
kegel  sind  zu  trennen 

in  solche,  bei  denen  ein  hyperbolisch  gekrümmter  Flttohen- 
theil  sich  in  zwei  elliptische  spaltet,  und  umgekehrt 

in  solohCi  bei  denen  zwei  elliptisch  gekrflmmte  Plachen- 
theile  sich  zu  einem  hyperbolisch  gekrümmten  vereinigen. 

Die  in  §  4  des  I.  Abschnittes  gegebenen  Entwickelungen 
zeigen,  dass  fUr  die  Abzahlung  der  Gharacteristik  des  Innen- 
raumes unserer  Flächen  die  Falle  (a)  und  (c)  mit  -4-  4 ,  die  Fälle 
(b)  und  (d)  mit  —  4  zu  rechnen  sind.  Analytisch  ei^giebt  sich  die 
fragliche  Summation,  welche  die  Charakteristik  des  Schnittes 
w  =  ^C(^  von  f  (Xj     3,  xv)  ss  0  liefert ,  durch  die  Formel 

fii    /l»    /l3  I 

m  =-51/1  /..  i 

As«  /s«  fss  I 

die  Summation  erstrecht  über  alle  Punkte 

Dabei  liegt  wieder  in  der  Gleichung 

fii  f\\  fis  ! 
/ti  /tf  f%$ 

fu  /ai  fit 

welche  bei  der  Sumuiation  Uber  alle  Punkte 

/■-o,  /■, -0,  /■, -0,  /;»o 

statthat y  eitle  erste  Helution  zwischen  jenen  hnotenpunklen  vor. 
Auch  diese  lieziehung  nnuj  juau  dabei  wieder  geometrisch  deuten 
als  geltend  für  ein  Sgslem  mn  Flfirfien,  welche  sich  nicht  schnei- 
dend als  lineare  Schnitte  auf  jener  ^J^  f[.r.  ?y,  z,  w)  =  0  angeord- 
net sindj  oder  aber  als  eine  Relation  zwischen  den  Knotenpunkten 


(8)  2  i/. 


1-0, 
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Mief  Ifdklngm  Flächensystenies  f{x,y,z,w)sB(iin  unserem 
ywilknUchen  Emme  mit  w  als  Parameter. 

ZiMti.  Die  hiermit  gefundene  CbaracterisUk  eines  von 
einer  Flttche  begrenzten  linearen  Raumes  von  drei  Dimensionen 
tonan  wir  wieder  für  die  in  §  8  gegebene  Flttche  f  {x,  i/,  2)  =3  0 
verwenden,  indem  wir  diese  successive  entstehen  lassen  aus 
dem  FUlcbensysteme  (von  sich  nicht  schneidenden  FlUchen} : 

/*  (x,  y,  js)  4-     «i  0 . 

Wir  erhalten  hierfür  durch  Anwendung  der  Formell  dass  die 
Characterislik  des  innenraumes  der  Fitfcbe  w^sO  gegeben  ist 
durch 

\  r   r  r 

In   /it  /|3 

Ai  Ai  fi3  J » 

fu  fu  /ss  I 
diese  Summe  verstanden  über  alle  Punkte 

/•  <  0  ,   A  =  0  ,   /  ,  =  0  .    A  =  0  . 

Diese  Formel  lüsst  sicli,  wie  schon  in  dem  ersten  Aufsätze^) 
erwähnt ,  umsetzen  in  die  andere 


|9)  ä; 


3  =  0 


fu  fit  j 

ftl  fit 


m  welcher  die  Summation  tlber  alle  Punkte 

f^o,  /;^o,  /;«o 

verstanden  ist. 

Sie  giihty  da  sie  sich  wieder  auf  die  sdion  in  Formel  [4;  be- 
Pachteten  Berührungspunkte  horizontaler  Tan(jential^>enen  der 
Fläche  f  {x.  y,  2)  s  0  bezieht  {und  zwar  diesmal  ihrem  Charactet* 
oh  Doppelpunkte  mit  imaginären  bez,  reellen  Tangenten  ent' 
iprediend)  eine  zweite  Relation  für  jene  Punkte, 


§40. 

Zwaito  EaUtion  swiaehan  den  Knotanpanktan  ainas 

FliahaBayatama« 

Die  ganz  analoge  Ausführung  der  Abzahlung  bei  mehr 
liimensionen  sei  hier  nur  in  der  einen  Relation  besprochen,  welche 


4)  Vergl.  Kronecker,  Monatfiberichte  4878  pag.  445  and  A.  S.  I.  §  6. 
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(den  Formeln  6)  und  10)  analog)  eine  zweite  Beziehung  für  die 

Knotenpunkte  des  in  §!♦  behandelten  Fiächcnstfstent.s  f{.c,  y,  z.  i/'^^  =  0 

f/ifhi ,  durch  die  besondere  AbzähluPLi  der  Characlerislik  iles 

durch /*=  0  begrenzten  linearen  vierdiniensionnlen  Raumes,  bei 

welcher  wir  denselben  entslehen  lassen  durch  suceessives  An- 

Wiu  h:^  11  aus  dein  S\ steine  f{x,  ijy  3,  w\     f  =  0.  Es  ertj;iel)l  sieh 

danu  iUr  die  Characlerislik  A'^  der  vierdimeasionaiea  Mannig- 

( =  0 

fHlli^keit  ziiniiehst  eine  den  Formeln  (5)  und  (9)  analoge  Dar- 
stellung, welche  (Formel  (6)  und  (H)  enlspreehendj  umgesetzl 
werden  kann  n\ 


ausgedehnt.  Diese  Formel  verlanj;i  jetzt  die  Knotenpunkte  des 
Fläcbensystems  /'s  0  derart  zu  summiren, 

dass  alle  isolirten  Knotenpunkte  der  einzelnen  Flifeben  des 

Systems  mit  +  1  oder  —  I  gezahlt  werden,  je  nachdem  der  den 
Knotenpunkt  umgebende  Raum  positiv  oder  negativ  ist  aiii 
Bezuu  .iui  die  betreffende  l'lache.  und  analos 

die  Knotenpunkte  mit  reellem  Tanyeuliullinjc/  mit  \  oder 
—  l  für  die  Characteristik  ziiiilen,  je  nachdem  der  '//^heilige 
oder  der  -^rf/theilige  Raum,  weicher  die  KegeiÜache  umgiebt, 
positiv  oder  neuativ  ist. 

Dieser  Unterschied  ist  aber  geometrisch  sofort  am  Fliiehen- 
system  selbst  erkennbar,  da  nach  unserer  Annahme  für  alle 
Flächen  des  Systems  dei-  unendlich  ferne  Punkt  des  Raumes  im 
positiven  Gebiet  von  f  liegt. 


Die  in  den  vorsiehenden  Paragraphen  gegebenen  Eni- 
Wickelungen  haben  uns  —  ich  beschrUnke  mich  In  der  Sprech- 
weise auf  die  Gebiete  von  zwei  und  drei  Dimensionen  —  fUr 
ebene  Curvensysteme  f  (x,     z)  s  0  und  für  FlUchensysteme 


(H) 


die  Summe  auf  alle  Punkte 


Allgemeinere  Fofmnliningeii. 
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f  r,  )/.  z.  w  =  0  je  mit  eiiirtu  l'araineler  z  l)ez.  w  in  unserem 
iiewohiilichen  Räume  jedesmal  zwei  Relationen  erkennen  las- 
sen, die  zwischen  den  »besonderen  Punkten«  dieser  Systeme 
bestehen.  Die  Auffassungsweise  dieser  Systeme  ;ils  den  Ent- 
stehungsprocess  zwei-  und  dreidimensionaler  Mannigfalligkeilen 
schildernd,  macht  es  evident,  dass  irgend  anderen  als  den 
hier  zu  Grunde  geleizlen  einfachsten  Enlwickelungsarlen  einer 
Manniiifaltiukeil  analoge  Relationen  entspringen  müssen,  dass 
also  di**  In'er  .»hi^eleiteten  Reziehunsen.  ohne  einen  N\  esentlieh 
neuen  «itduikrn  auch  übertragbar  sind,  beispielsweise  für 
Cur  .  'iiit  auf  beliebiiien  Flächen,  ftlr  Fliichensysleme  in 
bejiel»i.i  gestalteten  dreidimensionalen  Räumen. 

I>er  Tnisland  weiter,  dass  die  Chai-acleristik  unserer 
Muiui^laUigkciten  in  gleicher  Weise  sich  für  ))geschl(i>-<'ne«, 
\Me  ftlr  berandete  Gebiete  abzählen  liisst,  führt  zur  Aufstellung 
Von  Relationen  für  Curvensystcnie.  die  nicht  mehr  ein  geschlos- 
senes Ganze  bilden,  sondern  durch  gewisse  Randcurven  be- 
grenzt erscheinr  n  '  ,  weiter  zu  Relationen  für  solche  Flaelien- 
systenie.  die.  in  einem  ilreidimensionalen  Räume  iielecen.  jetzt 
auch  wieder  nur  bis  zu  gewissen  GrenztlUcben  belrüchtel  sein 
sollen. 

Auch  wird  man  sich,  geometrisch  wenitistens,  von  den  im 
Vorstehenden  eingeführten  Einschränkungen  über  die  Art  der 
besonderen«  Punkte  in  unseren  Svstemen  frei  zu  machen 
haben,  um  auf  die  allgemeineren  Formulirungen  im  Sinne  des 
L  Abschnittes  meiner  ersten  Mittheilung  zu  gelangen. 

Ich  hoffe  im  Verfolg  der  Untersuchungen  auch  hierauf  ein- 
gehen zu  kttnnen. 


i)  Alio  RetaÜoneD  von  der  in  A.  S.  1.  Abschnitt  1.  gegebenen  Art. 


SITZUNG  AM  8.  MÄRZ  1886 


C.  Nemnaim,  Ueber  eine  einfadie  Methode  zur  Beendung 
des  Prineips  der  viriueUen  Vertiickungen.  *] 

Die  einer  gegebenen  Bedingung : 

/"(^i»        -I.         !/ti  •  ^n-  Un,         =  0 

unlerworl'enen  n  Massonpiinkte      fr,,  7^,  3, injx^^  y,,  3,'  

m„  //„,  z-n)  inötien  unter  dem  Kintluss  iriiend  welclier  un- 
bekannter Kräfte  P^,  P^,  ...  P„  im  Gleichgewicht  srin.  Es  sollen 
die  Eigenschaften  und  Formein  entwickelt  werden,  welche,  aus 
dieser  Annahme  des  Gleichgewichts ,  fttr  jene  unbeliannteD 
Krfifte  sich  ergeben. 

Das  vorhandene  Gleichgewicht  wird  offenbar,  falls  mao 
%w  Bedingung  (1 .)  noch  irgend  welche  neuen  Beschränkungen 
binsutrelen  lasst,  hierdurch  ntdit  gestört  werden  [sondern  im 
Gegentheil  nur  noch  mehr  verstärkt  werden,  falls  ein  solcher 
Ausdruck  gestattet  ist].  So  z.  B.  wird  jenes  Gleichgewicht  6e- 
stehen  bleiben,  falls  man  die  (li  ^  1)  Punkte  fTt^,  >  •  •  tun  fest- 
häUj  mithin  ihre  Goordinaten  als  mverUnderlidi  betrachtet, 
wodurch  alsdann  der  Punkt  m^  in  seiner  Beweglichkeit  auf  die- 
jenige bestimmte  Flache  Q  beschrankt  sein  wird,  welche  [jene 
Goordinaten  unveränderlich  gedacht]  durch  die  Gleichung  (1 .] 
dargestellt  Ist.  Alsdann  aber  reducirt  sich  die  ursprüngliche 
Sachlage  dahin,  dass  der  auf  Q  verschiebbare  Punkt  m^  unter 
dem  KinMuss  der  unbekannten  Krnft  P^  im  Gleichjzcwiclil  sich 
befindet.  Hieraus  folgt,  tiass  dioso  Kiaii  I\  /,ur  l'i«tchi'  i2  )iormal 
sein  muss,  dass  mithin  ihre  Componenten  Ä'^,  Y^y  Werthe  be- 
sitzen müssen  von  folgender  Gestalt : 

\)  Vorgetragen  und  zum  Drucke  überreicht  in  der  Sitzung  vom 
8.  Marz  ISSS. 
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das,  ' 

woXi  eioeu  noch  uubekannten  Faclor  vorstellt. 

Analoges  wird  offenbar  in  analoger  Weise  (Ür  die  tlhrigen 
ILräfte  P^y      ...  Pn  respective  für  deren  GompooeDte  X^^  7,,  Z^, 

}\f   y,!}  Zu  sich  eingeben,  sodass  man  also  zu 

Mgeiiden  3  n  Formeln  gelangt : 

1)  ^A^'^Ä^^»    A  »  4,  2,  3,  . . .  H  , 

wo      /j,  .  . .  /.fi  noch  unbekannte  Factoren  vorstellen. 

Nachdem  durch  die  Formeln  (2.)  die  Richtunym  dn-  \in- 
iurLannleii  Kräfte  l\,  P,,  ...  P„  ermitloit  sind,  h?mdt  Ii  sich 
nun  weiter  um  die  Untersuchung  ihrer  Intensitfitm,  oder  (was 
dasselbe  ist,  um  die  Untersuchuns  der  unhekannten  Factoren 
Ä,,  X,,  ...  Xn.  üm  hierauf  naher  einzugeben,  greifen  wir  zurück 
zor  urtjniingUchm  SaQh\a%Bj  welche  darin  besteht,  dass  die  der 
Bedingung  (4.)  unterworfenen  Ponkle  m^,  ...w,,  unter  dem 
EinQuss  der  Kräfte  P^,  P^,  ...  P„  im  Gleichgewicht  sind.  Dieses 
Gleicbgewiebt  wird  bestehen  bleiben ,  falls  man  die  (n  —  2) 
Puokie  fiij,  m«,  . .  •  flt,i  räumlich  fixirt^  tlberdies  aber  die  beidoD 
Ptenkle  Ulf  ondm,,  in  ihrer  Beweglichkeit,  auf  zwei  feste  ^rad- 
üU$e  Gleise  m^G^  und  m,G,  beschrankt,  welche  einander 
paraUel  sein  m^en,  und  deren  gemeinschaftliche  Richtungs- 
cosinns mit  a,  y  beseiehnet  sein  sollen.  Alsdann  werden  die 
hiDkle  «»1  und  m^,  in  Folge  der  Bedingung  (1 längs  dieser 
Geleise  nur  in  solcher  Weise  sieh  bewegen  können ,  dass  ihre 
gleichzeitig  durchlaufenen  Wegelemente  d«,  und  d«,  zu  ein- 
ander in  der  Beziehung  stehen: 
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Und  diese  simultanen  Wegelemente  ds^  werden  daher  ein- 
ander  gleich  sein,  sobald  man  die  a,  ßj  y  der  Relation  unter- 
wirft : 

Solches  leslgeselzl.  siu  l  Asm  die  Punkle  und  län^s 
WiV^x  ]mni}h'}pn  Geleise  (#,  und  tr,  nnr  um  (jii'ichcicl  verschieb- 
bar, also  nur  der  Art  beweglich,  dass  ihr  gegenseitiger  Abstand 
constmit  bleibt.  Demgemüss  erleidet  diese  Beweglichkeit  der 
beiden  Punkte  keinerlei  Hemmung  oder  Beeinträchtigung,  falls 
man  die  beiden  Punkte  durch  eine  stanze  Linie  L  miteinander 
verbindet. 

Solches  aber  ausgeführt  gedacht,  reduoirt  sieh  jetzt  die 
ursprttnglicbe  Sachlage  dahin,  dass  die  starre  Linie  L,  deren 
Endpunkte  m^  und  auf  den  parallelen  festen  Geleisen  und 
verschiebbar  sind,  unter  Einwirkung  der  ihre  Endpunkte 
sollicitirenden  Kräfte  P,  und  im  Gleichgewicht  ist.  Hieraus 
folgt  sofort,  dass  die  Summe  der  diesen  Geleisen  entsprechenden 
Gomponenten  von  P^  und  P,  gleich  Null  sein  muss.  Man  erbült 
also  die  Formel : 

P^  cos  (Pi,  6^)  -4-  P,  cos  (P,,       as  0  . 

Diese  Formel  aber  kann  uum  auch  so  schreiben : 

(A>  +  r,ß  +  za  +  A>  +  r,/»  +  /.^)  =  0 , 

oder  mit  BUcksicbt  auf  (2.)  auch  so : 

oder,  weil  a,     y  der  Belation  (3.)  unterworfen  worden  sind, 
auch  so: 

iL  Ä  A 

A|  —  A|  . 

In  analoger  Weise  wird  sich  oflFenbar  ergeben  ).^  =  A„ 
ferner     =      u.  s.  w.,  mithin  allgemein; 

(4.)  A^  9         »  ^3  S  •  •  •  S  ^  . 

liez»Mchn«M  man  aber  den  uciiieinsrli.iftliclien  Werth  diesei" 
1)  Grüssen  kur/weLi  mit  l  ohne  Index  ,  so  gelangt  man  auf 
Grund  der  Formeln  (2.;  zu  folgendem  Resultat : 
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Tkmnm,  —  Befinden  sich  die  einer  gegebenen  Bedingung 
f  (x^,  y„      x„  y„      . . .  acw»  Vn^  «n)  0 

unterworfenen  n  Massenpunkte  [Xf^,  yf^^  z^l  unter  dem  Einpuss 
irgend  welcher  Kräfte  P^iXAt  Iji,  Z^)  im  Gleichgewicht^  eo 
müssen  diese  Kräfte  nethwendiger  Weise  Werthe  besit:^en  von 
folgender  Gestalt: 


wo  A  einen  UfiManftlen  Factor  vorstellt, 

Batei  ist  hmsusufügen  ^  dass  dieser  unbekannte  Factor  X 
keinen  bestmmten  WerUi  xu  haben  braucht^  sondern  im  Gegentheil 
jeden  beliebigen  Werth  besitzen  darf. 

Um  die  Hichtigkeil  dieser  letzten  Behauptung  darzuthun, 
werden  wir  offenbar  nur  zu  zeigen  brauchen,  dass  ircjond  eine 
von  den  Kräften  Pj,  P„  ...  z.  B.  von  beliebiger  Stärke 
seiD  kann. 

Zu  diesem  Zweck  wollen  wirdie  {n — \)  Punkte  m^.  m^,  ...m„ 
\on  Beuern  festhalten;  sodass  also  der  Punkt  nur  noch  ver- 
schiebbar ist  längs  der  (früher  l)esproeiieiien  Flüche  Q.  Als- 
dann wird  oflenbar  dieser  Punkt  im  Gleichgewicht  sein  unter 
dem  Eintluss  einer  beliebig  starken  Kraft  P^^  falls  Dur  dieselbe 
normal  ist  zur  Flache  Q.  Denken  wir  uns  dud  aber  eine  solche 
Normal  kraft  P^y  von  beliebiger  Starke,  auf  wirklich  einwir- 
kend, und  bezeicbDen  wir  die  dabei  zum  Festhalten  der  (n~4) 
Punkte  m^,  m,,  ^  erforderlichen  Kräfte  mit  P,,  P,,  ...  Pn, 
80  haben  wir  im  Gänsen  n  Kräfte ,  die  susammengenommen 
das  Punktsystem  im  Gleichgewicht  halten,  und  von  denen  die 
erste  [nümlich  PJ  ihrer  Stärke  nach  beliebig  gewählt  war.  — 


Wie  man  schliesslich  zu  verfahren  hat,  um  vom  Satze  (5.) 
ma  sum  Princip  der  virtuellen  Verrückungen  zu  ge- 

laDgeOf  soll  hier  nicht  weiter  dargelegt  werden. 


(5.) 


A  s»  4,  2,  3,  . . .  7i 


Q.  e.  d. 
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Btmflrkimg.  —  Sollte  man  es  als  einen  L'ebelstand  empfinden, 
dns>  bei  Anwendung  der  fcston  parallelen  Geleise  G,,  C,^  der  ppgen- 
seitige  Abstand  der  beiden  Punkte  m^,  nur  im  ersten  Augeuhhck 
der  eintretenden  Bewegung  constant  bleibt,  so  kann  man  diesen  Liebel- 
stand  leicht  dadurch  vermeiden,  dass  man  an  Stotle  jener  Geleise  G^, 
tviei  fttU  Cutvtn  C|,  in  Anwendung  bringt.  Diese  Carven  C,, 
0,  lassen  sich  alsdann  leicht  der  Art  festsetzen,  dass  die  lifngs  der- 
selben verschiebbaren  und  überdies  der  Bedingung  {\]  unterworfenen 
Funkte  m,.  m  .  einen  gegenseitigen  Abstand  besitzen,  der  fortdauernd 
constant  bleibt. 

Man  gelangt  in  solcher  Weise  ebenfalls  zum  Salze  (S.j,  nur  auf 
etwas  umstiindlicherem  Wege. 

Schliesslich  niai:  noch  auf  einige  Satze  von  selir  specieller 
N;ilur  iiurnierksiiiii  iienuicht  werden ,  tVw  aber  durch  llber- 
rascheude  Eiofacbheit  sich  auszeichnen.  Dieselben  lauten : 

Eriter  8atx.  Sind  drei  Punkte  m^f  m,,  m,  der  Bedingung 
unterworfen^  dass  der  FlücheninhaU  des  von  ihnen  gebildeten 
Dreiecks  constant  btetben  soll,  und  blinden  «tcft  diese  Punkte 
unter  dem  Einfluss  irgend  welcher  Kräfte  P^y  P„  P,  im  Gleich- 
gewicht y  so  iverden  Pp  P,,  P,  in  die  Ebene  des  genannten  Drei- 
ecks fallen,  ferner  senkreäu  st^en  zu  den  gegenüberliegenden 
Seiten  des  Dreiecks,  und  mit  diesen  Seiten  proportümal  sein. 

Zweiter  Satz.  Siml  cicr  Punkte  nl^,  /«^,  nt^,  der  Bediiir* 
ytituf  unterworfen ,  dass  das  ]'(jlunien  des  ron  ihnen  gebädeten 
'felnuders  con s ( a  n  t  bleiben  soll,  und  befinden  sich  diese  Punkte 
unter  dem  Hinßuss  irfjend  (reicher  KrUfte  P,,  P,,  P,.  P,  im 
(ileichye  usichl .  so  werden  P,,  P,,  P,,  P^  senkrecht  stehe  n  zu 
den  ffeffeniiberiu'yeiiäen  Tetratäerllüchen  und  mit. diesen  Flüchen 
proportional  sein. 

Leipzig,  16. Januar  1886. 
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C.  VwuBaiin»  Ueber  gewisse  parüculare  Integrale  der  Diffe^ 
rentkägleichung  JF  s  F,  inshesmkre  über  die  Entwiekelung 
dieser  ftarticularen  JtUegr<Ue  nach  Kugelftmctionen* 

Die  partielle  Diücrentialgleichung  JF=  F  oder  (ausfUhr- 
iicber  geschriebeoj : 

wird  b^nntlieh  erlttUt,  wenn  man  fUr  P  einen  der  vier  Aus- 
drOdte  sabstituirt: 

uod  dabei  unler  R  den  .46^^aM(i  des  Punktes  {Xj  g^  z)  von  irgend 
einem  festen  Punkte       y^f  3^)  versteht. 
Setit  man  nun : 


—  r^y 


und ;  {g^mm  Q  ^ 
5i«  0, 


Iac  Ä  r  cos  oi         ^  rfi  j 
y  s  r  sin  Ol  cos  ^srVi  —     cos  9p, 
SS  r  sin  ft>  sin  ^  s  rVl  —  ^*  sin  9), 

so  uiuliüi  diu  Differentialgleichung  (4.)  die  Geslult  an: 

)    r  d?)  d7  ((^  -  ^ )  5?)  +      = ^  •  » 

wahrend  gleichzeitig  R  den  Werth  haben  wird: 
(o.)  A  ass  Kr*  -h  r,*  —  arr^/tt . 

Denkt  iiuin  hicii  aber  diesen  Werth  von  R  in  (2.)  substituirt,  so 


I  Vorgetragen  und  xum  Druck  Uberreicht  io  der  Sitzung  vom 
8.  März  fSS$. 
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werden  jene  Ausdrücke  u,  v,  U,  T  abhängig  sein  von  r,  7  ^,  /<, 
und  im  Allgemeioen  entwickelbar  sein  Dach  den  Kugelfunctio- 
nen  Ph(/m))  so  ^*  ^rhäU: 

not  ao 
nmd 

(6.) 

n  s  0 

WO  die  U,tj  F„  nur  noch  FuneUonen  von  r,  r,  sind.  Wir  stellen 
uns  die  Aufgabe^  diese  Entwickelungen  (6.)  wirklich  su  finden^ 
d.  h,  die  SMhen  genannten  Functionen  Um  Vn  wirkliiA  zu  be- 
rechnen. 

Man  kann  zuvtfrderst  die  Ausdrücke  U,  F,  (2)  folgender- 
massen  schreiben : 


1.2.3  4.2.3.4.5 
K  s  -^r  *4-  h  

Hieraus  folgt,  dass  ü  fttr  alle  Warthe  von  i),  mithin  auch  fUr 
alle  Werthe  von    stetig  ist,  dass  mithin  eine  eonvergente  Ent- 

Wickelung  von  der  in  (6.)  genannten  Art  fUr  die  Function  U 
unter  allen  Umständen  existiren  muss. 

Die  Function  F  hingegen  wird,  xufolaie  (7.),  nnemUich  (fm^s, 
sobald  Ii  verschwindet^  und  wird  dalier  durch  eine  coii\ t  i  izt  iiie 
Entwickelung  von  der  in  (6.)  genannten  Art  nur  dann  dnrstelli>ar 
sein,  wenn  ihr  Arj»uinent  ii,  in  Folge  t  tisditeäener  Werthe  sow 
r  und  r^,  zu  verschwinden  ausser  Stande  ist  trotz  des  beliebig 
variirenden  /i.  Wir  werden  daher,  was  speciell  die  Entwicke- 
lung von  F  [nach  den  P,.  'ii''  betrifft,  stets  voraussetzen  müssen, 
dass  r  und  r,  von  einander  verschieden  sind.  Um  diese  Ver- 
schiedenheit in  der  Vorstellung  zu  fixiren,  mag  dieselbe  dabin 
formulirt  werden,  dass  r  <  r,  sein  soll. 

Von  den  beiden  £ntwickelungen  (6.)  wird  alsdann  also 

{die  erste  für  beliebiLre  Werthe  von  r,  r^. 
hingegen  die  zweite  fttr  r  < 

auszufuhren  sein. 
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Die  Fuüction  IS  ist.  wie  schon  eisvalint,  ein  Integral  der 
liliiciiuug  (I.),  oder,  w.is  dasselbe,  ein  Integral  der  Gleichung 
i.l.   Demgemäss  kann  man  den  in  ^6.)  anpC}:;ebenen  Werth 
voQ  i  in  .4.;  subätilutren.  Die  in  solcher  Weise  sich  ergebende 
Formel : 

kann,  weil  ^  (  1  -  bekaDUllich  «  -  »(m-  4)  P„ 

ist,  auch  so  geschrieben  werden ; 

Idr  ('•'  irj  -  [r«  +  « («  + 1)]  i;,!  /»»(p)  -  0 , 

and  führt  daher  zu  dem  Reisullat,  dass 

ist.  Analoges  ergiebt  sich  fUr  V'respective  K»;  sodass  manalso, 
mit  RUcksieiit  duf  8.},  zu  folgendem  Satz  gelangt. 

hi  ^   

HJitf  (^tfR^I  man  «ic^  dt«  iliMdi*öcAr6 

ü'  s  *    6*  —  e-*i  »  1  H  ^^^^ — h  ^       -h  . .  • 

^^^j  äÄ  ^  ^      ^        '  ^  l.i.3  ^  <  .i. 3.4.5  ^ 

tlUwkkeU  nach  den  Pnifi)'- 

U  =^  l  „  P«     ,        und  fj  6eiiedi^] , 

,H.) 

f)  SS  0 

SO  werden  die  hier  auftretenden  Co0cienten  Unt  Kh  Ftmctionen 
von  r,    sein,  coe/cA«  dte  Gleichung  erfüllen: 
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und  welche  daher  j  weil  R  in  Bezug  auf  ?*,  i\  symmetrisch  isi, 
atich  folgender  Gleichung  Genüge  leisten  : 

(*Äa.)        ^  ('V^)  -  ['V  +  n  {n  -H  1)]  F  «  0  . 

Die  beiden  particularen  Integrale  der  Gleichnng  (42.)  sind, 
wie  sich  leicht  ergiebt,  dargestellt  durch  folgende  Foteoc- 
reihen : 

(Bnlr)  =r"/l  H  1-  ».-»-•••K 

*^tn     r"+»\       «(8« 8,4(1«- («n 7  > 

und  demgemiSss  werden  jene  der  (ileichung  ^12.^  senltgenden 
Functionen  l/«,  V„  Werlhe  lidben  von  folgender  Form ; 

wo.  i^My  i^f,,  Ch,  Dt,  nur  noch  von     abhängen.  Da  nun  CT, 
mithin  [nach  (44.)]  auch  Um      fttr  r  b  0  endlich  bleiben,  und 
folglich  %n  [r)  in  den  Ausdrflcken  (44.)  nicht  vorkommen  darf, 
so  müssen  B^t  D„  Null  sein.  Hierdurch  reduciren  sich  die  For» 
mein  (U.)  auf: 

U„^An^,,{r), 

=  [1 ,  . 

Nun  wissen  wir  aber,  dass  C/',,,  1«,  auch  der  Differential- 
gleichung (42a.)  Genttge  leisten.  Hieraus  folgt«  dass  die  in  (45.) 
vorhandenen,  von  i\  abhängenden  Factoren  il«,  In  linearer 
Weise  ausdrOckbar  sind  durch  die  beiden  particularen  Integrale 
jener  Differentialgleichung,  d.  i.  durch  @„  und  X»(rJ.  Wir 
erhalten  somit : 

üu^  [an  ©n  (r,)  4-  ßu  %u  [r,  ]  @»  (/';  , 

('^^'  =  [y«6n  (rj  +  iJ«Xn(rJ]      (r) , 

wo  a„,  Conatanten  sind. 

Um  diese  Constnnten  zu  beslininien,  l)einerken  wir  zuvur- 
derst,  dass  U  (10.)  für  ulle  Werlhe  vou  r  und  )\  cndhch  und 
bleibt,  dass  mitbin,  zufolge  (4 1 .),  Gieiebes  aucb  geilen 
muss  von  sJtmmtlicben  U„.    Derageraass  kann  die  für  r,  ä  0 
ins  Unendliche  aufspringende  Function  Xn  (rj  im  Werlhe  von 
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r.  «ftcA/  Torkommen«  Folglich  muss  die  in  (16«)  auftretende 
GiHistante  ßn  Null  sein : 

£ine  ähnliche  Schlussweise  ist  bei  den  Functionen  1«  nicht 
anwendbar;  denn  die  zweite  der  Formeln  (II .)  unterliegt  der 
Voraussetzung  r,  >  r,  und  ist  also  unbrauchbar  für  s  Q. 
Um  nun  trotzdem  über  diese  Functionen  F»,  insbesondere  über 
die  in  denselben  enthaltenen  Gonstanten  ,  Öh  näheren  Auf* 
schluss  zu  gewinnen,  substitulren  wir  in  der  zweiten  Formel 
;h.)  mr  Fden  Werth  (40.]  und  für  \\  den  Werth  (46.),  und 
«ffaalten  in  solcher  Weise: 

i  +  iTi  +  4.1  3.t-»-  •  •  •  =^  L/»  ©«('•.)  +    2«  (rjj  @,  (,■)  P„ 

n  =  0 

(vorausgesetzt  r  <  i'i) . 

Diese  Formet  bleibt  offenbar  in  Kraft,  wenn  man  r  und 
respective  mit  Xr  und  ^r«  vertauscht,  und  dabei  unter  l  einen 
hüiAigen  positiven  Factor  versteht.  Alsdann  aber  treten  linker 
Hand  [vgl.  (9.']  folgende  Potenzen  von  l  auf: 

Während  rechter  Hand  [vgl.  (43.)]  in  den  Producten  ®»»(r,)  @i,(r) 
o&d  X»(r  J  @n  (r)  folgende  Potenzen  von  l  enthalten  sein  werden : 

in  (S„  ir,;  8„  (rj  :  }.'\  ... 

in  XH(rJ6„[r):  it"',  AS  . . . 

Bieraus  folgt  sofort,  dass  das  Product  @„  {r^]  6,«  (r)  in  der  For- 
me) J.]  nicht  vorkommen  darf,  dass  also     nothwendig  ist: 

^18.;  ^4  =  0  . 

Snbstituirt  man  jetzt  in  (44.)  die  Werthe  (46.),  so  ergiebt 
sich  mit  Rücksicht  auf  (47.),  (48.J : 

II  BS  ae 

U  =5^«,,  S,.  (/']  B„      Pn  (/<; ,    [r  und  r\  beliebig] , 

'  1}  =  30 

V  =^  d».      (r;  X,,  (IV     (ju; ,    [r  <  r  J , 
WO  die  crMf  dn  noch  mbeliannte  Cmstanten  sind. 
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Um  die  tu  besttramen,  beirachtea  wir  den  SpecUUfcdl: 
r  ^  r^,  AlsdanD  wird  nach  (9.) :  ss  r'(2  —  2  n)^  also 
nadi  (10): 

sodass  also  in  diesem  Fall  die  erste  der  Formeln  {<9.)  die  Ge- 
stalt annimmt: 

Denkt  man  sich  hier  beide  Seiten  geordnet  nach  Ik>tenxen  von  fiy 
so  wird  das  mit  ^"  behaftete  Glied  auf  der  /tnfren  Seite  die  Ge- 
stalt haben : 

u«  r  ,.111  .  «r*'*'*'*  -h  «V«»"^*  +  ...1  . 

wäiiK  11(1  gleichzeitig;  (Ins  mit  jit"  behaftete  Glied  rechter  Uaud 
loi^endermassen  lauten  wird : 

wie  sich  solches  leicht  ergiebt,  falls  man  nur  Gebrauch  macht 
von  der  bekannten  Formel: 

Dabei  sind  unter  51,  H',  .  .  ®,  33',  . . . ,  (S,  (5',  . .  .  Constanten 
zu  verstehen,  auf  deren  Werthe  es  nicht  weiter  ;ink  inmt.  Da 
DUO  die  genijnnlen  (iliedoi*  einander  <jlcich  sein  müssen,  so  er- 
giebt  sich,  falls  man  in  denselben  die  CoefGcieoten  von  r*'*  mit 
eiaander  vergleicht}  die  Formel : 

77;2n)   _  (-äi" 

und  hieraus  folgt  sofort: 

Um  ferner  die  d„  zu  finden,  vertauschen  wir  in  der  zweiten 
Formel  [19.)  die  Aiiiuincnte  r,  r,  mit  Ar,  Ar^,  wo  /  wuHierum 
einen  betiehigcn  positircn  Factor  vorstellen  soll,  und  erhalten  in 
iiolcber  Weise  mit  Kack:»icht  auf  (40) : 
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n  =  ao 


Hier  iial  cilsciana  K  genau  dieselbe  Bedeutung  wie  bisher : 


>iach  (43.)  ist  aber: 

(yO  ®«  W  X«  (Ar,)  =  -i  -r;^.  (1  +     +     +  . .  •) , 

WO  3,  ...  gewisse  FttDctionen  von  sind,  auf  deren 
Werthe  es  nicht  weiter  ankommt.  Da  nun  die  Formel  (a.)  gültig 
sein  soll  für  beliebige  Werthe  des  positiven  Faetors  A,  so  müssen 

daselbst  die  Go^fficienten  von  y  auf  beiden  Seilen  einander 

gleich  sein.  Hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  [y.) : 

»es  00 

Nun  h;it  aber  R  die  in  {ß.)  angegebene  Ik'deiitiini^ ;  sotlass  also 
n;irfi  der  bekannten  Laplace' sehen  Entwickduny  die  Formel  statt- 
Üüdel : 

II  e=  30 

Aus  den  beiden  letzten  Formeln  (ö.  ,  {e.)  ersieht  man  jetzt  so- 
fort, dass  die  Gonstanten     sammtlich  =  4  sind : 

Die  Formeln  (49.)  führen  daher,  mit  Rücksicht  auf  (20.}, 
i24.j,  zu  folgendem  Resultate. 
Setzt  man 

uiwi  ferner: 

er«  -L.(c*  —  e-*)  s  4  H-  —5^  +  2^ —  h — , 

Fä      fc*  +  e"    ■»  —  -4-   ^  "4-  —  +  •  •  • . 

«0  gelten  für  diese  Ausdrücke  f/,  V  folgende  nach  den  /»(^) 
fwtschreitende  Entwickelungen: 

1lKU.-pkj«.  ClaMM  1886.  ( 
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(84.) 

H  9  OB 

tco       I„  d/e  m  (<3.)  angegebenen  Functionen  vorstellen. 

Und  zwar  ist  die  erste  der  En t Wickelungen  (24.)  gana  all^ 
gemein  güUig,  für  beliebige  Werthe  von  r  und  r^;  hingegen 
die  %  weite  nur  dann  gültig^  wenn  r  <,r^  isL 

SobliessHch  sei  noch  bemerkt,  dass  die  hier  [m  (23.)]  an- 
gegebenen Ausdrflcke  U  und  V  respective  mit  (A)  und  X«  (A) 
identisch  sind.  Man  erkennt  solches  direet  durch  TergleichuDg 
der  Formeln  (*ä3.)  und  (13.).  Andererseits  aber  kann  man  zu 
den  genannten  Identitäten  auch  dadurch  gelangen,  dass  man 
die  Formeln  (24.)  auf  den  speciellen  Fall :  r  b  0  in  Anwendung 
bringt. 
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Friadrieh  Sngfol,  Zur  Theorie  det*  Zusammensetzung  der 
endlichen  continuirlicken  Transformatiomgruppen .  [Vorgelegt 
Ton  A.  Mayer,) 

Bei  verschiedenen  Gelegenheiten  hat  Lie  darauf  hiniiewi»'- 
sen,  dass  zwischen  der  Invariantentheorie  und  der  Theorie  iiw 
Transformationsgruppen  ein  sein-  enp:er  Zusammenhang  besteht. 
In  der  That  führen  die  Lie'sehen  Untersuchungen  über  Trans- 
forniationsgruppen  auf  eine  ganze  Reihe  von  Problemen,  zu 
deren  BehaDdlung  die  Invariaalentbeorie  wie  geschaffen  er- 
seheint. 

Das  Folgeode  ist  ein  Versuch,  in  der  angedeuteten  Rich- 
tnng  einen  Anfang  zu  machen  und  die  beiden  genannten  Ge» 
biete  wirklieh  in  Verbindung  mit  einander  sn  bringen.  Es  lian- 
delt  sich  dabei  um  das  Problem,  alle  Zusammensetzungen  von 
r-gliedrigen  Transformationsgruppen  su  bestimmen.  Dasselbe 
ist  namentlich  für  die  Integrationstheorie  von  hervorragender 
Wichtigkeil,  denn  bei  allen  Integrationsproblemen  mit  bekann- 
ten Transformationsgruppen  hangt  die  Zahl  und  die  Ordnung 
der  niedrigsten  Resolventen  nur  von  der  Zusammensettung  der 
beireffenden  Gruppe  ah.  Es  ist  diess  ein  Umstand,  welchen  Lie 
schon  öfters  hervorgehoben  liat. 

Vom  invarianleniheoi'elischen  Sland|)unkle  auj«  konnnl  nun 
(l;is  izenannle  i^roblem  darauf  hinaus,  eine  gewisse  trilineare 
l<Hin  TW  untersuchen,  von  weh'her  gewisse  Covarianlm  iden- 
tisch verschwinden.  Wir  weiden  zunächst  die  betrellentie  Form 
aufsteilen.  Die  blosse  Betraciiluni:  und  Interpretation  derselben 
wird  uns  eine  ganze  Reihe  von  neuen  Gesichtspunkten  liefern, 
iedenfalis  scheint  die  hiermit  angedeutete  Untersuchungsrich- 
iQQg  zahlreiche  und  wichtige  Ergebnisse  zu  versprechen. 

6* 
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§1. 

Erklanugen.  AafateUimg  dei  Probiemi. 

Die  Zusammensctzimg  der  /-uliedrigen  Gruppe  A", . .  .  Xf.f 
ist  durch  die  ConslaDteD  c^j^^  beslimmt,  welche  ia  den  bekana- 
Lea  Gleichungen 

r 

auftreten.  Üiese  ConstanleD  genttgea  dea  Bediigung^ii 

(«)  Cik»  +  cjt.-,  =  0 

und  ausserdem  den  Relationen 

r 

I 

A-,     5  =  4  . . .  /•)  , 

welche  aus  der  Jacob  loschen  IdentiUit 

i )  ((Vi  A,i  A;,)  +       A- ;  A-.)  +  (  \j  AJ  A-;k)  =  0 

folgen.  Hat  man  umgekehrt  ein  System  von  Constanieo  c^^j, 
weiches  den  Bedingungen  (%)  und  (dj  genügt,  so  gtebt  es  immer 
r-gliedrige  Gruppen  von  der  betreffenden  Zusammenaetsung 
(vgl.  Lie,  Math.  Ann.  XXV,  S.  94). 

Das  System  der  Gonstanten  c^^f  wird  im  Allgemeinen  ein 
anderes,  wenn  man  die  infinitesimalen  Transformationen  XJ,,. 
Xff  durch  irgend  r  andere  unabbttngige  Transfornmtionen  der 
Gruppe  ersetzt,  wenn  man  also  die  Xf  linear  transformürt.  Zwei 
Systeme  von  Cn^g,  welche  auf  diese  Weise  in  einender  Uber* 
geführt  werden  können,  bestimmen  natttrlich  dieselbe  Zuaam*- 
mensetzung.  Die  Aufgabe,  alle  möglichen  Zusammensetzungen 
von  r-gliedrigen  Gruppen  zu  ßnden,  kommt  daher  auf  die  Be- 
stimmunt;  aller  Systeme  von  c^f^g  hinaus,  welche  nicht  durch 
lineare  Transforniation  der  Xf  aus  einander  hergeleitet  werden 
können. 

Wir  interpretiren  nun,  wie  es  Lie  gewöhnlich  thut,  die 
oo'*" '  inlinilesimalen  Tran^loi  rnalionen  ^Xj^Xj^f  unserer  r- 
gliedrigen  Gruppe  als  Punkte  eines  /  —  Ijfach  ausgedeimlen 
Raumes  /<r>r  i^ic  Grossen  Ä  haben  wir  dabei  als  homogene 
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hiiiktflwrdiiialen  aofzufassen ,  Nvährend  die  Xf  die  Rolle  von 
iMMgenen  EbeDencoordiiiateD  spielen.  Das»  Slj^X^^f  Symbol 
einflr  iofiDkesimaleii  Transformation  ist,  können  wir  nunmehr 
andi  90  ansspreehen :  Sli^Xj^f  0  ist  to  Ebenetteoordinaien 
die  GleiehoBg  des  Punktes  :  :  l^,,  welcher  geomelrisoh 
die  betreffende  Transformation  darstellt. 

Aus  irgend  swei  infinitesimalen  Transformationen  JA,  Xj 
and  IfiifXiif  ergiebt  sich  durch  Gombination  eine  neue  infini- 
tesimale Transformation  der  Gruppe,  nämlich : 

4  .  ..r 
ik 

(leometrisch  hat  diess  den  Sinn»  dass  Irgend  zwei  Punkte  unseres 
[f  —  l)  fachen  Raumes  nach  einem  gewissen  Gesetze  mit  ein- 
Inder  multiplicirt  werden  und  als  Product  einen  dritten  Punkt 

de^  Raumes  liefern.  Sind  zwei  infinilesimale  Transformalionen 
mil  oinanJer  verlauschluirj  so  wird  das  Producl  der  eulspreclien- 
den  Punkte  ein  iinhostimmter  Punkt. 

Dit»  Piuikle  des  Haiifnos  Jl.^^  stellen  also  die  inlimlesiina- 
len  Trau ■^^l)^Illalioaen  und  iiisülcrn  auch  die  einj^liedrii^en  l'nler- 
sruppen  unserer  ?*-2liedrigen  Gruppe  dar.^  Die  q-  (fUednijm 
l  fiter gr Uppen  w  erden  durch  gewisse  lineare  [g  — 4)  fache  Mannig- 
faltigkeiten.  -V^^^i«  dargestellt.  Eine  derartige  3/^«,  bat  die 
Eigenschaft,  dass  zwei  ihrer  Punkte  mit  einander  multiplicirt 
iouner  einen  der  angehörigen  Punkt  liefern.  Insbesondere 
kann  der  Fall  eintreten,  dass  jeder  Funkt  einer  J/^.^  auch  noch 
mit  jedem  Punkte  des  ganzen  Raumes  multiplicirt  einen  Punkt 
ergiebt,  welcher  in  der  if^.i  liegt.  Jede  M^^^  von  dieser  Be- 
schaffenheit stellt  eioe  9-gliedrige  invariante  Untergruppe  dw. 

Diese  geometrischen  Betrachtungen  rttbren  von  Lie  her. 
Indem  w^ir  daran  geben,  dieselben  analytisch  zu  forrouliren, 
wollen  wir  noch  festsetzen,  dass  die  Punktenordfnaten  unseres 
^r-i      i^^z^     ^1  *  •  *     Geissen  sollen,  die  Ebenencoordina- 

Es  seien  {x^  ...  x^)  und  (^j  . . .  yr)  zvvei  Punkte  des  liau- 
loes  und  also 

r  r 
4  h 
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bezüglich  ihre  Symbole.  Das  Produci  dieser  beiden  Punkte  ist 
ein  Punkt,  dessen  Symbol  geradezu  durch  MuliipIieattoQ  der 
beiden  Symbole  SXfUif  S^Uj^  erhaiten  wird.  Die  Grossen 
u^  ...u^  verhalteD  sieh  bei  dieser  MuUipücaUon  wie  ooroplexe 
Einheiten,  deren  Producte  sich  vermöge  der  Gleichungen 

r 

<^ifc*«« 

linear  durch  die  ursprünglichen  Einheilen  ausdrücken.  Kurz, 
das  Symbol  des  Productes  der  Punkitj  ^}  und  [y]  ist  die  tri- 
lineare  Form : 

1  ...  r 

(5)  F  ^^c^ks^ihk^^s' 

iks 

Anders  ausgesprochen:  F  =^  0  ist  die  Gleichung  des  betreffen- 
den Punktes  in  Ebenencoordinaten. 

Die  Form  F  ist  es  nun,  auf  welche  es  uns  hier  ankommt. 
Jede  solche  Form,  für  deren  Coefficienten  c^^f  Bedingungen 
(2)  und  [3)  erfüllt  sind,  deßnirt  eine  Zusammensetzung.  Zwei 
verschiedene  Formen  P  definiren  dieselbe  Zusammeusetzung, 
wenn  die  eine  in  die  andere  durch  lineare  Transformation  der 
Veränderlichen        u  tlbergeftthrt  werden  kann. 

Die  ganze  Aufgabe  ist  somit  auf  die  invariantentheoretisebe 
Untersuchung  der  Form  F  zurückgeführt.  Die  Veränderlichen 
Wf  y  und  u  bedeuten  dabei  homogene  Punkt-  bezüglich  Ebenen- 
coordinaten eines  und  desselben  (r  —  4 )  fachen  Raumes. 

Für  die  Bedingungen  2]  und  (3)  ergiebt  sich  nunmehr  ein 
sehr  einfacher  Ausdruck. 

Die  Helationen  j2)  können  nämlich  durch  die  Forderung 
ersetzt  werden,  dass  die  Covarianle 

iks 

der  Form  F  identisch  verschwinden  soll.  Andererseits  zieht  das 
identische  Verschwinden  der  Co  Variante 

1 .  ..r 

(7)  ^^ikjs''^iyk^j^'s 

ifrjs 

das  Bestehen  der  ukMchungen  ^3;  und  also  der  J  acobi'schen 
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ld«QtiUII  {4]  nach  sieb.  Dass  (7)  wirklich  eiae  Govariaote  vod 
f  ist,  lj|$st  sieh  ohne  Scbwierigkeil  einseben. 

Rein  invariantentheoretiscb  können  wir  somit  unser  Pro- 
bleiD  folgendermassen  aussprechen : 

Es  soll  (las  volle  System  von  Invarianten  und  Covariatücn 
'iff  Form  F  aufgestellt  werden  unter  der  Voraussetzunrj.  dass  die 
beiden  Coriu  idiiten  6  und  (7)  identisch  verschwinden. 

Das  Veri.cii%vin(len  fler  Cov;iri;mte  (6)  sagt  aus,  d;»ss  die  x 
und  >y  in  F  nur  in  den  Verbindungen  x^yi^  —  .Tf. vot  kKtiunen^ 
ai^i  wir  es  also  im  Grunde  nur  mit  einer  Ijilineareu  Form  zu 
ihun  hüben,  welche  ein  System  Unien-  und  ein  System  Ebeoen- 
coordinaien  enlhalt. 

Aus  dem  Verschwinden  von  ^7)  lässt  sich  schliessen,  dass 
die  drei  Punkte ,  welche  durch  die  symbolischen  Prodttcte 

(i^^y)^)»  ((y^)^))  {{*^)y)  dargestellt  werden,  auf  einer  geraden 
Liaie  liegen. 

im  Folgenden  wird  immer  vorattsgesetzt,  dass  die  Covarian- 
ten  [6J  und  (7)  identi8<^  verschwinden, 

§  2- 

Interpntetion  der  anftraiandaii  Form. 

Selxen  wir  die  Form 

iks 

gleich  Null,  so  wird  jedem  Punkte  (z^ . . .  z^]  unseres  eine 
Collineation  zugeordnet.  Diese  Collineation  führt  jeden  Punkt 
xj  in  den  Punkt  über,  welcher  sich  durch  Multiplication  von 
{xj  mit  ergiebt;  sie  ist  ausgeartet,  denn  dem  Punkte  [z) 
selbst  ordnet  sie  keinen  bestimmten  Punkt  zu,  sie  Terschwindet 
ja  identisch  fUr  x^^z^. 

Aber  die  besprochene  endliche  Collineation  lässt  sich  auch 
«Is  Symbol  einer  infinitesimalen  Collineation  betrachten ,  der- 
jeDigen  nämlich,  welche  durch  die  Gleichung 

r  i  . . .  r 

^ix^Ui-^  dt^Ci^t  Xi  Äft  u,  «  0 
i  iks 
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besUmmt  ist.  Schreiben  wir  diese  GoUineiition  io  aufgelöster 
Form  und  xwar  in  Punktooordinaten,  so  haben  wir: 

(8)  =  a;<  4-      dt ; 

sehreiben  wir  sie  dagegen  in  den  zugehörigen  Ebeneneoordina- 
ten,  so  erscheint  sie  in  der  Gestalt: 

(9)  Ui^^dt. 

Lie  hat  diese  Schaar  von  iDÜnilesimalen  CoUineationen  auf 
anderem  Wege  gefunden  und  von  ihr  bewiesen,  dass  sie  eioe 
projeclivische  Gruppe  erzeugt,  welche  nüt  der  Gruppe  XJ. .  . 
isomorph  ist  (vgl.  Lie,  Math.  Annalen  XXV,  S.  93};  sie  mi>ge 
die  adjttngirte  Gruppe  der  letzleren  heissen. 

Wir  behaupten  nun.  dnss  jede  infinitesimale  Transfoi^mation 
der  adjungirten  Gruppe  die  Form  (5)  invariant  UissL  Zum  Be-* 
weise  berechnen  wir  das  Increment,  welches  diese  Form  bei 
der  infinitesimalen  GoUineation  (8],  (9)  erhalt;  wir  finden: 

<  ...r 

lHor  ist  aber  der  Factor  von  Öt  genau  die  Covariante  (7),  welche 
nach  Voraussetzung  identisch  verschwindet;  damit  ist  unsere 
Behauptuni^  bewiesen. 

Jeder  l*unkl  des  Raumes  l^r_^  stellt  eine  inlinitesimale 
Transformation  der  adjungirten  Gruppe  dar  und  bleibt  bei 
dieser  Transformation  invariant.  Eine  lineare  3/^_,,  welche 
alle  infinitesimalen  Transformationen  der  adjungirten  Gruppe 
gestaltet,  die  zu  ihren  oo^'"'  Punkten  gehören,  stellt  eine  q- 
gliedrige  Untergruppe  der  Gruppe  .Y,  /* . . .  X^f  dar.  Gestattet  die 
Mg^^  tlberhaupt  alle  infmitesimalen  Transformationen  der  ad- 
jungirten Gruppe,  so  stellt  sie  eine  invariante  Untergruppe  dar. 

Verbinden  wir  diese  von  Lie  herrtlhrenden  Satze  mit  dem 
oben  aufgestellten,  dass  die  Form  F  alle  Transformationen  der 
adjungirten  Gruppe  gestattet,  so  erhalten  wir  den  Satz: 

Jede  lineare  Mann iy faltigkeit  des  welche  eine  Cova^ 

riante  der  Form  F  ist,  stellt  eine  invariante  Untergruppe  der 
Gruppe  XJ^ ...  X^f  dar. 

Die  betreffende  Mannigfaltigkeit  gestattet  nümlich  alle  Col- 
linealionen,  welche  die  Form  F  zulUssl;  insbesondere  gestattet 
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Mß  daher  alle  iDfinftesimalen  TransforiDatioiiea  der  adJuDgirten 
Gruppe. 

Eine  einfache  Gruppe,  h.  eine  o///«^'  iiivurianU'  l'niti- 
f/ruppetif  würde  daher  invarianlentiieoreli'^cl)  dadurch  zu  cha- 
rakterisiren  sein .  dass  zu  der  entspreciieiuien  Form  F  kein 
cov.^rianter  Punkt,  keine  covarianle  Gerade,  Uherhaupl  keiue 
covariante  liaeare  Mannigfaltigkeit  gebort. 

Die  Form 

ist  eine  Covarianle  wu  /'.  Gleich  Null  geselzt.  stellt  sie  eine 
covarijinle  lineare  ^fr-<i  und  in  Folge  dessen  eine  invarianle 
(r — 1)gliedrige  Liilergruppe  dar  (vgl.  Lie.  Archi\  for  Math,  og 
Nalurvid.  X.  S.  88  f.).  Ware  also  die  Gruppe  X^f .  . .  X^f  ein- 
fach, so  mttssten  alle  Ausdruckende,- j^i^  ver&eliwioden. 

k 

Setzen  ^vir  die  Coordinaten  der  covariaDten  Äff.«  in  die 
GieicbuQg  Fcb  0  ein,  so  erhalten  wir  eioeD  covarianten  linearen 
Complex.  nSmlich: 

I . . .  r       1  . .  .  r 
ik  $y 

Der  Pol  unserer  J/,.»,  in  Bezug  auf  diesen  Complex  würde  ein 
covarianler  Punkt  sein,  aber  es  zeigt  sich,  dass  der  Com|)lex 
[\\)  in  Folge  der  Jacob  i 'sehen  Identität  verschwindet.  Bilden 

wir  nämlich  von  der  Form  (7  die  Covarianle  J  \  ■  <■  ■  .  welche 

natürlich  auch  identisch  verschw  indet,  so  erhalten  wir  den  ver* 
sch\%indenden  linearen  Complex: 

< .. .  r  r 

m 

I>iess  über  ist  genau  der  oben  gefundene,  wie  aus  den  leichi 
lu  verificirenden  Gleichungen 
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(t,    SS  <  ♦ . ,  r) 

hervorgeht. 

Die  Gleichungen  '12)  liefern  uns  einen  directen  Beweis 
eines  zuerst  von  Kiiiing  bemerkten  Satzes  (vgl.  Killingy 
Zur  Theorie  der  Lte'schen  Transformationsgruppen  §  4.  Braaos- 
berg  4886).  Aus  (12)  folgt  nflnilich  unmittelbar:  entweder 
müssen  die  r  Gleichungen 

r 

I 

befriedigt  sein  oder  es  mttssen  alle  r-gliedrigen  Determinanten 

verschwinden,  deren  liorizontalreihen  die  Form 

'  ^iÄ-,  •  •  •  ^ar  I 

haben.  Letzleres  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  die  von  Kil* 
ling  a.  a.  0.  definirte  Zahl  p  kleiner  als  r  ist. 

An  dieser  Stelle  wird  es  vielleicht  passend  sein,  w^enig- 
atens  anzudeuten,  wie  sich  die  Untersuchung  der  Form  F  in 
dem  interessanten  und  doch  immer  noch  einfachen  Falle  r  «s  3 
gestaltet. 

Für  r  SS  8  wird  die  Form  F  eine  bilineare  Form  in  Linien- 
coordinaten  der  Ebene  und  stellt  somit  eine  Reciprocitüt  dar. 
Zu  dieser  ReciprocitUt  gehdrt  eine  covariante  Gerade,  eben  die 
früher  besprochene  lineare  Mr~t  (^g^*  l^^])  ausserdem  eine 
covariante  Gurve  zweiter  Klasse.  Die  Jacobt*8che  Identität  ver- 
langt, dass  der  Punkt  (ilj,  welchen  die  Reprocitdt  der  cova- 
rianten  Geraden  zuordnet,  identisch  verschwindet.  Es  sind 
daher  zwei  HauptfHlle  zu  unterscheiden:  ErsUns  die  Gurve 
zweiter  Klasse  ist  nicht  ausgeartet,  dann  muss  die  besprochene 
Gerade  ideiiLisch  verschwinden  und  die  Heciprocilat  ist  ein 
Pülarsystem.  Ist  dagegen  zweitens  die  Curve  zweiter  Klasse 
ausgeartet,  so  l)raiicht  die  covariante  Gerade  nicht  zu  ver- 
schwinden. Eine  Reihe  Unterfaile  können  da  noch  eintreten, 
denn  die  Curve  zweiler  Klasse  kann  sich  entweder  auf  ein 
Punktepaar  oder  nuf  einen  doppeltzühlenden  Punkt  rediiciren 
oder  sie  kann  endlich  identisch  verschwinden.  Zu  allen  diesen 
Faiien  gehören  Typen  von  Zusammensetzungen  dreigliedriger 
Gruppen. 
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Sätze  über  zwei-,  drei-  und  viergüedrige  Untergruppen. 

Wird  die  Form  Fals  eine  bilineare  Form  mit  einem  Systeme 
Linien-  und  einem  Systeme  Ebenencoordinalen  aufgefasst,  so 
orihiei  sie.  gleich  Null  gesetzt,  jeder  Geraden  einen  I'unkt  zu. 
Liegt  zufällig  dieser  zugeordnete  Punkt  auf  der  Geraden  oder 
wird  er  unbestimmt,  so  stellt  die  Gerade  eine  zweigliedrige 
Lnierijruppe  der  Gruppe  X^  f  , , ,  X^f  dar. 

Nun  sieht  es  im  ff,. oo-'  "*  Gerade  und  zu  jeder  gehört 
einer  von  den  oo'  ~  '  Punkten  des  /i^-r  dieser  Punkt  auf 
der  Geraden  liegen,  so  sind  das  r  — 2  Bedingungen,  soll  er 
unbestiuuut  werden .  so  sind  das  r ;  die  erste  Forderung  ist 
daher  mindestens  fur  oo^"^  Gerade  erfüllt,  die  zweite  fttr  min- 
destens oo^~*;  von  den  betreffenden  oo^*'*  Geraden  geht 
flberdiess  durch  jeden  Punkt  des  mindestens  eine.  Als» 
gilt  der  Satt ; 

8atf .  Jede  r-gUedrige  Gruppe  enikäU  wenigstem  oo*"'*  Ji&ei- 
gliedrige  Untergruppen  ^  worunter  sidter  oo^~*  mit  vertausch- 
baren infinitesimalen  Transformatitmen,  Jede  eingliedrige  Unter- 
gruppe ist  in  einer  zweigliedrigen  enthalten, 

Wohl  zu  bemerken  ist,  dass  auch  für  r  =  4  sicher  ver- 
tauschbare infinitesimdle  Transformaiiuneu  in  der  Gruppe  ent- 
halten sind. 

Die  Ex-isicnz  von  zweigliedrigen  Untergruppen  bat  Lie  auf 
anderem  Wege  bewiesen  (vgl.  Archiv  for  Math,  og  Naturvid.  I, 
Ahh.  II  am  Endel.  De?i  wichtigen  Satz,  dass  jede  Gruppe  mit 
mehr  als  drei  Paratuetern  sicher  verlauschbare  infinitesimale 
Transformationen  enthält,  hat  Ki Hing  zuerst  aufgestellt,  ohne 
den  Beweis  mitzutheilen  (vgl.  den  §  3  seiner  »Erweiterung  des. 
RaumbegrifTesciy  Braunsberg  1884;. 

Lie  hat  weiter  bewiesen  (aber  bisher  ist  der  Beweis  noch 
nicht  veroffenüiebt))  dass  innerhalb  einer  r«gliedrigen  Gruppe 
jede  sweigliedrige  Untergruppe  in  einer  dreigliedrigen  ent- 
halten ist. 

Berücksichtigen  wir  aller  den  Umstand,  dass  es  in  jeder 
Gruppe  mit  mehr  ids  drei  Parametern  yertausdibare  infinitesi- 
male Transformationen  giebt,  so  können  wir  noch  einen  Schritt 
weiter  gehen.  Wir  können  zeigen,  dass  in  jeder  Gruppe  mit 
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*  mehr  als  vier  Parametern  viergliedrige  UnlergnippeD  extstiren. 
Zum  Beweise  dieses  wichtigen  Satzes  ftthrt  uns  genau  dieselbe 
Methode,  deren  sich  Lie  bei  dem  noch  nicht  veroffen tlicbten 
Beweise  ftlr  die  Existenz  von  dreigliedrigen  Untergruppen  be- 
dient hat. 

Es  seien  CJ  . C,.f  die  infinitesimalen  Transformationen 
der  zu  Xf/*. . .  Xff  gehörigen  adjungirlen  Gruppe  (siehe  (8)  und 
(9))  und  also : 

r 

I 

Jedem  Funkle  z^  .  . .  3,.  ist  eine  infinilesimalc  Transforni.iUou 
(Collineation)  der  adjuu^ii  len  Gi  uppe  zugeordDet,  nUnilich: 

wir  können  daher  diesen  AusdmelL  geradezu  als  Symbol  des 
Punktes  Js^.,,9f,  ansehen.  Führen  wir  auf  den  Punkt  («^  • . .  s^) 
die  infinitesimale  Collineation  C^f  aus,  so  geht  derselbe  in  einen 
Punkt  ttber^  dessen  Symbol  ist: 

r  r 

Wenn  daher  insbesondere  die  beiden  intinilesimalen  Gollinea- 
tionen  C.f  und  2  »kCfgf  mit  einander  vertauscbbar  sind,  so  lasst 
Cfl  den  Punkt  (äj  .  • .  Xj.)  invariant. 

Denken  wir  uns  jetzt  (r  >  3}  die  intinitcsimalen  Trans- 
formalionen unserer  Gruppe  so  fievvahli,  dass  X^f  und  X^f  mit- 
einander vertauschbar  sind.  C^f  und  C^f  sind  es  da  natürlich 
auch.  Alle  infinitesimalen  GoUineationen  von  der  Form  s^C^f 
H-  x^C^f  werden  dann  durch  die  Punkte  einer  Geraden  dar- 
gestellt und  zwar  Iflsst  jede  solche  infinitesimale  GollinealioD 
alle  Punkte  der  betreffenden  Geraden  stehen. 

Nun  Iransformiren  wir  den  ganzen  Raum  Il^^i  vennittelsl 
der  projeetiviscben  Gruppe,  welche  von  den  00^  infinitesimalen 
Transformationen  s^^C^f  z^C^f  ersengt  wird.  Dabei  bleibt  die 
besprochene  Gerade  invariant ,  aber  die  00**^' linearen  i/,, 
welche  durch  dieselbe  hindurchgehen,  werden  unter  einander 
verlauselil  und  zwar  durch  eine  projeclix  Ische  Gruppe,  die  im 
Allgemeinen  zwei,  unter  Umstanden  aber  auch  weniger  Para- 
meter enthüll.    Eine  zweigliedrige  projectivischc  Gruppe  des 
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Raumes  von  n  Dimensionen  lässt  aber  sieber  einen  Punkt  in- 
Tarianl.  Wenden  wir  diess  auf  unseren  Fall  an,  so  erkennen 
wir,  dass  von  den  eben  erwähnten  oo^"'  linearen  Jtf,  sieber 
eine  steben  bleibt. 

Irgend  ein  Punkt  (a/...  s/)  der  invarianten  If,  bewegt 
sieh  dann  bei  allen  infinitesimalen  Transformationen  z  ^  /'+  C^f 
aut  dieser  Jf,.  Analytisch  ausgedrückt :  xwischen  C J\  C^f  und 

bestehen  Beziehungen  von  der  Form: 

Kurs,  die  lineare  J/,y  welche  durch  die  drei  Punkte  CJ\  C^f,  C'f 
bestimmt  ist,  stellt  eine  dreigliedrige  Untergruppe  der  Gruppe 
\J  . . .  Xrf  dar. 

Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  annehmen,  dass  C'f 
eben  die  inlinilesiniale  Tnmsformalion  C^f  ist.  Ausserdem 
setzen  wir  noch  /"  >  3  voraus. 

Nunmehr  traiisfornjiren  wir  die  PunlLte  unseres  durch 
die  00*  inünitesinialen  Cülliuealiouen  s^C^f  z.,C,f-h  ^jC^/*. 
Dabei  bleibt  die  eben  definirte  lineare  JJ^  stehen,  hingegen 
werden  die  oo'*~'  hindurchgehenden  linearen  untereinander 
vertauscht  und  zwar  durch  eine  projeclivische  Gruppe  mit  drei 
oder  weniger  Parametern. 

Es  ist  klar,  dass  wenigstens  eine  von  diesen  linearen  AA, 
fest  bleibt.  Denn  auch  gesetzt  die  besprochene  projeetiviscbe 
Gruppe  wflre  dreigliedrig:  sie  enthalt,  wie  wir  wissen,  zwei 
vertauschbare  infinitesimale  Transformationen,  es  giebt  daher 
in  ihr  eine  zweigliedrige  invariante  Untergruppe;  eine  solche 
dreigliedrige  projectivische  Gruppe  des  Raumes  von  n  Dtmen- 
sionen  lUssi  aber  sicher  einen  Punkt  Invariant. 

Ist  {z^  ...  3,.)  ein  Punkt  der  invarianten  .l/,  und  setzen 
wir  zur  Abkürzung 

r 
I 

so  bestehen  otlenliar  iielationen  von  der  Form 
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(i=  1,2,  3), 

d.  h.  die  betreffende  stellt  eine  viergliedrige  Untergrappe 
der  Gruppe  X^f . . .  x/f  dar.  Dieses  £rgebiiiss  kdonen  wir 
foIgeDdermasseii  aussprechen : 

Bati.  Jede  Gruppe  mit  meAr  al$  vier  Pcarametem  enthuU 
viergliedrige  Untergruppen  und  zwar  ist  jede  zweigliedrige  Unter-' 
gruppcj  deren  infinitesimale  Transformationen  vertauschbar  stndf 
in  einer  viergliedHgen  enthalten. 

Man  kann  nicht  so  ohne  Weiteres  in  derselben  Weise  die 
Existenz  von  fünfiiliodrii^en  l'nteriiruppen  erscliliessen.  Zw 
enthält  jede  vicrelieilrij^e  Gruppe  eine  invariante  dreigludrii^e 
Untergruppe,  aber  diese  letztere  braucht  nicht  nothwenditz  eine 
invariante  zweigliedrige  Untergruppe  zu  enthalten.  ImQRMhin 
wird  sich  wohl  ein  dorn  vorhergehenden  ents[)reehender  alltre- 
nu  it it  I  Satz  auch  Uber  iUnfgliedrige  Untergruppen  aufsleiieu 
lassen. 

Der  eben  uefumlene  Salz  ist  nanienthVIi  deswegen  von 
Wichtigkeit,  weil  sich  mit  Hülfe  desselben  nachwei.scn  lilsst, 
äass  es  keine  einfache  siebengliedrige  Gfiff^ji"  (jieht.  Bisher  hatte 
Lie  nur  nachgewiesen,  dass  eine  einfuche  vier-,  fUnf-  oder 
sechsgliedrige  Gruppe  nicht  existirt. 

Die  grösste  Untergruppe  einer  siebengliedrigen  Gruppe 
enthttlt  nämlich  nach  unserem  Satze  entweder  sechs  oder  fünf 
oder  vier  Parameter.  Lie  hat  aber  gezeigt  'Math.  Ann.  XXV, 
S.  432,  434),  dass  eine  einfache  r-gliedrige  Gruppe,  deren 
griteste  Untergruppe  mehr  als  r^4  Parameter  enthalt,  entweder 
drei  oder  acht  oder  zehn  oder  endlich  fOnfzehn  Parameter  hat. 
Der  Fall  r  b  7  ist  somit  ausgeschlossen. 
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Anatomie  der  Grosshit'ngan^ien  des  Menschen.  (Mitgeiheilt  von 
Paul  i^hsig.  *) 

Das  Hauptobject  dieser  im  Laboratorium  der  Irrenklinik 
lo  Leipiig  angestellten  Untersuchungen  bildeten  in  Chrom- 
sahen  erhärtete  Gehirne  Erwachsener,  deren  Ganglien  irgend- 
wie auffällige  krankhafte  Veränderungen  nicht  darboten.  Zur 
Cootrole  wurden  menschliche  Ftftus  und  Neugeborene,  sowie 
Gehirne  Erwachsener  mit  grösseren  Herderkrankungen  und 
seeundüren  Degenerationen  herbeigezogen.  Die  in  verschie- 
denen Richtungen  (frontal,  sagitfal,  horizontal  etc.)  angelegten 
möglichst  lückenlosen  Schnittreihen  wurden  mit  Ilümatoxylin 
nach  Weiyort's  älterer  Methode  gefürbt,  wobei  es  ij;elnng, 
auch  die  feinsten  nervösen  Fasernetze  der  Grosshirngangiien 
ktjr  dai-zustellen. 

4]  Sehhagel. 

Die  seit  Burdach  flbliche  Eintheilung  des  Thalamus 
opticus  in  drei  »Kerne« ,  einen  oberen,  äusseren  und  inneren, 
entspricht  nur  tinvollkommen  den  thatsaohliehen  Verhaltnissen 
und  bedarf  demgemäss  der  Derichtigung.  Der  innere  Kern 
Burdaeb's  und  das  von  Diesem  xum  äusseren  Kern  gerechnete 
Puivinar  fliessen  nicht  nur,  wie  insbesondere  Horisontalschnitte 
aus  höheren  Ebenen  des  Sehhügels  lehren,  ohne  scharfe  Grenze 
ineinander,  sondern  bieten  überdies  ein  so ttbereinstimmendes 
Verhallen  bezüglich  ihrer  Verbindungen  mit  anderen  Theilen 
der  Cenlraiorgane  dar,  dass  es  sich  euipHehll,  beide  unter 

1)  Vor;:elragen  in  d.  Sttnin?  d.  math.-phys.  Glasse  v.  8.  Febr.  488S» 
das  Manii:icript  eingeliefert  ia  d.  Sitzg.  v.  8.  Man. 
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einem  Namen  zusammen  zu  fassen.  Sie  bilden  an  Masse  weitaus 
den  grOssten  Theil  des  Sehbttgels,  weshalb  die  BezetcbnuDg 
•  Hauptkern m  des  Thalamus  am  Platze  sein  dürfte.  Gbarakle- 
ristiseh  für  den  Uauptkern,  insbesondere  dem  »Süsseren  Kern« 
Burdach^s  abzüglich  ;!]  des  Pulvinar  gegenober»  ist  die  aus-' 
yiebtge  Verbindung  mit  der  Grosshimrinde  und  der  Mangel  um- 
fänglicher directer  Leitungsbahnen  zum  Grosshirnschenkel  bez. 
zu  peripheren  Apparaten.    Der  i;russle  Theil  der  Sliibkranz- 
bUndel  des  Thiil.iimis  driniit  in  den  ilauptkern  ein  untl  gel.tui^t 
hier  Ms  zu  einem  Gebiet,  welches  den  Namen  nCentrah^ebtet  di  s 
Haujifkernsv  führen  nifiiie.  Diu^bi  il^e  liegt  ungefähr  in  der  Mitte 
/.wischen  vorderem  und  hinterem  Sehhttcreirnnd .  niiiudiernd 
ii;leich\V(Mt  ciUfernl  von  den  Spitzen   des  Hinlerhiiuj»ts-  und 
Slirnlappens.   Im  Cenlralgebiet  des  llauptkerns  lösen  sich  die 
von  iiUon  Seiten  her  zuströmenden  Stabkranzbündel  ;<uf,  so- 
dass mnerhalb  des  fraiilichen  Gebiets  nur  ein  dichtes  .Netzwerk 
markhaitiger  Fiiserchen  angelrolTen  wird,  neben  welchem  ir- 
gendwie compactere  Fasermassen  vom  Charakter  der  Stabkranz- 
büQÜel  niclit  zu  finden  sind.  In  den  peripheren  Zonen  des 
Hauptkerns  hingegen  treten  mit  gegen  die  Peripherie  zuneh- 
mender Mtichtigkeit  mehr  und  mehr  markhaltige  paraiieifasrige 
Ztlge  in  den  Vordergrund,  welche  sieh  in  den  Stabkranz  ver- 
folgen lassen  —  dazwischen  ein  tirtlich  an  Dichte  wechselndes 
Maschen  werk  von  feinen  und  stärkeren  markbaltigen  Fasern. 
Das  Centraigebiet  des  Hauptkems  steht  nun  (wie  insbesondere 
auch  durch  das  Studium  der  secundttren  Degenerationen  bei 
Rindenherden  bewiesen  wird)  nicht  nur  mit  allen  Lappen  bez. 
Windungsgebieten  des  Grosshims,  sondern  auch  (durch  Linsen- 
kemschlinge  und  »unteren  SehhQgelstiel«)  mit  dem  Streben-- 
hiiyel  (s.  u.)  in  ausgiebigster  Verbindung.  Ueberdies  gehen  aus 
dem  Central  gebiet  des  Hauptkems  Fasern  hervor,  welche  sich 
der  Taenia  thalamt  optici'),  sowie  dem  centralen  Höhlengrau 
des  dritten  Ventrikels  zuj;esellen.   Hiernach  nimmt  das  Central^ 
gebiet  des  liauptkin  ns  des  Sehhiifiels  eine  ganz  eigenartige  Steliung 
in  der  (iesamm((i)'f/(inis(ilion  Jrx  Vorderhirna  ein,  indem  es  mit 
allen  grauen  Massen  desselben  tn  Verbindung  tritt,  —  Der 


t  ;  Möglicherweise  gehen  die  Fasern  der  Taenia  thalaini  optici  über- 
wiegend direct  au«i  dem  Stabkrani  hervor»  verbinden  sieb  also  nicht  mit 
der  Substanz  des  Thalamus. 
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*ober€*  Kern  des  Sebbügels  unterscheidet  sich  vom  Haopikera 
dorob  deo  Besitx  eines  dichteren  markhaltigen  Fasernetzes,  aus 
«ricbeoi  u.  A.  auch  das  Vicq  d'Azyr'sche  Bündel  zum  gross- 
IM  Theil  hervorgeht.  Die  Netze  des  oberen  und  Hauptkems 
klDfeen  innig  zusammen.  —  Das  der  inneren  Kapsel  anliegende 
Gobiet  des  SebhQgels,  welches  dem  äusseren  Kern  der  Autoren 
«biflglich  des  Pulvinars  entspricht  und  den  Namen  »äusserer 
Kerne  behalten  möge,  nimmt  eine  besondere  Stellung  insofern 
m,  als  hier  zahlreiche  Fasern  aus  dem  (h'osshimschenhel  ein- 
trelen,  welclie  zum  ^losseren  Theil  aus  dem  rothen  Kern  der 
Ifaabe  hei  voriit  licn  und  eine  Verknüpfung  von  SeliliüL:»»!  und 
kleinhirn  etc.  verniitteln.  Auch  einzelne  I';is(M'ii  der  Schlei/hi- 
sch'tht  driniion  's.  n.)  bis  zuui  äusseren  Kern  des  Sehliügels 
vur,  desi^leielien  Si  tltkran^fasern,  weiche  üherwieizend  ans  dem 
Sfheitennrn  und  den  (ientralwindungen  hervor/.iiiiehen  scheinen. 
Kndlich  l.tssen  sich  «TUch  znhlreiche  Fas<M'bUudel  vom  Traiius 
ufiiiaia  und  äusseren  Kntehöcker  her  bis  in  den  Uusseren  Kern 
verfolgen,  in  welch  letzterem  sie  parallel  der  inneren  Kapsel 
bis  zar  ObertlHche  des  Sehhügels  aufsteigen.  Durch  das  Zu- 
nnioientretren  dieser,  aus  Grosshirnschenkel  und  Traetus  opti<- 
cos  hervorgehenden  Bündel  entsteht  im  Susseren  Kern  ein  un- 
f^mein  dicbtes  engmaschiges  Netzwerk  markhaltiger  Fasern,  in 
weldies  ttberdies  zahlreiche  Stabkranzbündel,  welche  theils  Im 
luflseren  Kern  enden,  theils  ihn  nur  durchziehen,  eingelagert 
fiid.  Die  weisse  Substanz  überwiegt  demgemüss  im  äusseren 
lern  gegenüber  der  grauen  erheblich,  während  im  Central- 
l^et  des  Hauptkems  das  umgekehrte  Verhalten  zu  Tage  tritt. 

Zwischen  Hauptkern  und  Süsserem  Kern  liegt  als  theiiweise 
woWahgegrenzle  Masse  das  Centre  median  von  Luys.  Auf  Hori- 
tontaischnitlen  aus  hüheren  Ilbenen  erscheint  es  ziemlich  j^enau 
in  der  Mille  des  SehhUgels.  In  den  i);»s;den  Regionen  rückt  es 
mehr  sesen  den  inneren  Sehhui;clrand  nnd  schicbl  sich  ein 
^iW^(h^Mi  den  vorderen  und  liinteren  Al)schni(l  des  liaupikerns 
<i  i.  /wischen  den  inneren  Kern  im  Sinne  Hurdach's  und  das 
l'ulvinar  —  worauf  die  von  Burdach  geliehene  Linllieilung  des 
Sehhügels  zurückzuführen  ist.  Indess  sind  auch  in  den  basalen 
^lihüi^el bezirken  der  vordere  und  hintei-e  .\l»schnitl  des  ll;iu|H- 
kerns  nicht  völlig  getrennt,  sondern  durch  Brücken  j^rauer  Sub- 
stanz verbunden,  da  das  Centre  median  nirgends  bis  an  die 
owdiale  Flache  des  Thalamus  heranreicht.  In  das  Centre  m^ian 

lUtL-pbji.  ClMS«  189«.  7 
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dringt  von  unlen  her  eine  Fortsetzung  der  Schhifrnschicht  ein 
und  zwar,  wie  das  Studiuni  des  fötalen  Gehirns  lehrt,  ein 
Faserzug,  welcher  nach  abwiirls  mit  den  Kernen  der  zarten 
Stränge  und  somit  indirect  mit  deu  lltnter-  (GolTschen)  Striin-, 
gen  des  Ruckenmarkes  zusammeDbängt.  Fraglich  ist,  oh  dio 
Mehrzahl  dieser  Bündel  im  Ceotre  median  ein  Ende  findet;  ein 
Theil  überschreitet  sicher  die  äussere  Grenze  des  letzteren  und 
geht  in  den  äusseren  Kern  des  Sebhttgels  über.  Nach  innen 
gehen  aus  dem  Gentre  median  zahlreiche  Fasernetze  hervor, 
welche  sich  in  das  centrale  Höblengrau,  besonders  in  der  Um- 
gebung  des  Meynert'schen  Bündels  einsenken.  An  nach  vorn 
geneigten  Frontalscbnitten  gelingt  es,  diese  Netze  im  H^len- 
grau  des  Aquaeductus  Sylvii  bis  unmittelbar  an  die  Oculomo- 
tortus-Kerne  heran  zu  verfolgen.  Auch  StabkranzhUndel  drin- 
gen in  das  Centre  median  ein,  welche  darin  zu  enden  scheinen  ; 
sie  kommen  üljci'vvici;t'i)d  aus  der  Gegend  des  Scl»eitel-  und 
ninltrhauptslap[)ons. 

Zwischen  dem  (loiilre  median  und  den  vom  rothen  Kern 
der  Mauhe  zum  ;inss»T«Mi  Kei  n  zidiendcn  lUiiiih'ln  sondert  sirh 
iHWL'  NNcilcre,  ziemlich  niaikartiu'  Mass(>  izrauer  Suhstanz,  in 
Gestalt  i'iner  L'ekrümmlen ,  das  Genlre  median  an  dei*  Basis 
schalenförmig  umhüllenden  Platte.  Die  Sclieide  zwischen  die- 
sem nschalenfürmigen  Körper und  dem  Gentre  median  wird 
gebildet  durch  eine  Marklamelle,  welche  aus  der  Grosshlrn- 
Schenkelhaube  bez.  dem  anliegenden  centralen  Ilühlengrau  her- 
vorgeht. Im  Centre  median,  wie  im  schalenförmigen  Körper 
finden  sich  neben  FaserbUndeln  feine  markbaltige  Fasemetae, 
welche  ohne  scharfe  Grenze  in  einander  übergeben,  wie  denn 
überhaupt  die  Nervenfasernetze  aller  Bezirke  des  Sebhügels 
durch  dessen  ganze  Ausdehnung  hindurch  ununterbrodien  zu^ 
sammenhüngen.  EigenthUmlioh  sind  den  einzelnen  »Kernen« 
nur  die  besonderen  Beziehungen  zu  den  von  aussen  in  den 
Sehbugel  eintretenden  Leitungsbahnen,  bez.  Systemen. 

2)  Streifenbügel. 

Im  Linst  ükern  zeigt  das  dritte  Glied  (Pulameuj  andere 
SlruchiiN er  hiilliiisse,  als  das  zweite  und  erste  Glied  (dobus 
paiiidusj.   Ourchaus  mit  dem  Pul^imcn  Uliereiuslimmend  vjer- 
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liiU  sloh  der  Nucleas  caodatuSf .  sodass  beide  xweckmässtg  als 
Slreifenhllgel  dem  Globus  palUdus  gegenüber  gestellt  werden. 

Im  »Sireifenhugel*  (in  diesem  Sinn)  lassen  sich  xwei  Ar«* 
Im  von  Fasern  unterseheiden :  1 )  parallelfaserige  Bündel  von 
sehr  geringem  Markgehalt,  welche  von  einzelnen  stärkeren 
markbaltigen  Fasern  begleitet,  streckenweise  fdrmfich  um- 
sponnen werden ;  21  Fasernelze,  welche  Uberwiegend  aus  stär- 
keren miirkliiiliiucn  Fliserchen  bestehen.  Die  ersleren  entstehen 

* 

aus  der  grauen  Substanz  des  Putamen  und  Nucleus  caudatus 
und  ziehen  meist  nidiar  zur  cunvexen  OberflHche  dieser  Massen 
ge^sen  die  innere  Kapsel  und  in  den  Globus  piillidus.    Die  in 
letzteren  eingelretenen  lü^e  enlzieheti  sicii  dariu  zum  i»rüsseren 
l\uA\  der  weiteren  Verfolgung,  so  dass  es  vorlüulig  uuenlschie- 
<l  II  M<  ilu  11  iniiss,  in  wie  weil  sie  mit  den  Ganglienzellen  des 
Globus  pnllidus  Verbindunti(;n  einstehen  bez.  sich  in  letzterem 
in  markhaitige  Faserzilge  von  stärkerem  Kaliber  umwandeln 
[s.  u.).   Hin  Theil  der  markarmen  paralieifasrigen  Züge  des 
Streifenhügels  dringt  unverändert  bis  zur  inneren  Kapsel  vor; 
dieselben  liegen  in  höheren  Schnittebenen  zumeist  lüngSMiem 
Innenrnnd  des  ersten  Linscnkemgliedcs  an  der  äusseren  Fläche 
der  Kapsel;  weiter  nach  abwSrta  ziehen  sie  qoer  durch  die 
Kapsel  (zwiscben  den  aus  der  Grosshimrinde  zum  Fuss  des 
Himsehenkels  vorlanfenden  Bündeln)  hioduroh  und  gelangen 
so  anf  die  mediale  Fläche  der  Kapsel.  Sie  gehen  in  den  Gross- 
hirnschenkelfuss  über  und  zwar  In  dessen  obere  Etage,  wo  sie 
skdi  zum  Theil  in  den  inneren  zwei  Dritteln  der  Substantia  nigra 
verlieren,  zum  Theil  in  die  Schlei fensohioht  der  Brücke  gelan- 
(medialer  feinfaseriger  Theil  der  Schleifenschichl).  Ein 
weiterer  Theil  zieht  gegen  das  tiefliegende  Hark  des  vorderen 
Vterhügels.  —  Die  stärkeren  markhaltigen  Elemente  der  paral- 
lelfaserigen Bündel  des  Slreifenliüiiels  lassen  sich  zuni  grossen 
Theil  in  <ien  Sehhüt^ei  ii.iupikerii)  verfolgen,  ein  Theil  verliert 
sich  itn  Globus  pallidus  (s.  u.).   Vom  liemispharenutark  her 
(Iringen  nur  ganz  vereinzelte  compacter«  Faserzüee  in  den 
Strpifenhügel  ein  ;  sie  verbleiben  nicht  in  lelzlei  eui,  sondern 
ziehen  weif  er  in  den  Globus  pniluius  un<l  von  da  aus  in  tlie 
rapsnl.'i  interna.   Dai;et;en  seuKt  n  sieh  von  der  iiussereu  i\.ij>sel 
her  /jililrt'ielie ,   vt'rt'inzclt  lauirnde  niarklmlti|ie  l-'jiserehen  in 
«las  Puiamen  ein,  wo  sie  sich  sofort  an  der  Bildung  des  feim^n 
Netzwerks  betheiligen,  welches  das  ganze  Pulamen  durchsetzt. 
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In  dieses  Nets  itfsen  sich  auch  die  stärkeren  Fasern  der  paraliel- 
faserigen  Bündel  auf.  In  gleicher  Weise  dringen  von  der  Ober- 
flttehe  des  Nuoleus  caudatns  her  (insbesondere  an  der  dem  He- 
in isphärenmark  sugekebrten  Seite  und  ISngs  der  Stria  eomea) 
markhaltige  Faserchen  in  dieses  Ganglion  ein.  StabkranxbOndel 
von  der  Gompactheit  der  in  Sebhtigel  und  innere  Kapsel  ein- 
tretenden losen  sich  nicht  im  Streifenbttgel  selbst  auf;  leix- 
terer  besitzt  also  nidit  eine  morphoh^i^  als  Stabkranz  zu  be- 
zeichnende Verbindung  mit  der  Hirnrinde.  Die  zahlreichen 
Fiiserchen  an  der  Oberfläche  von  Pulamen  und  Schwanzkem 
konim<»n  indess  wohl  zweifellos  meist  juis  der  Cirossliirnriiule 
'auch  dm  eil  den  Balken  V),  tnsbesondert!  aus  basalen  Bezirken, 
da  die  jiiissere  Kapsel  sowohl  als  die  Stria  coruea  zu  letzteren 
in  Be/jehiiiiü;  stehen. 

Im  (ilnbi/^  ptiUidus  des  Linseiikt'i  ns  Ihm  rsdien  liehen  den 
aus  dem  StieilenhUyel  eiiigetretenen  fi  iin  ii.  sehr  inarkairnen 
radiären  Bündeln  Faserziliie  stärkeren  Kalihers  vor,  weiche  vor- 
wiegend in  zwei  Bichtungen  verlaufen:  \)  radiär,  i)  concen- 
trisch*  zur  Aussenfläche  des  zweilen  Linsenkerngliedes.  Beide 
Fasergattungen  verlaufen  in  Form  Iheils  parallel  faseriger,  durch 
deutliche  Markscheiden  cbarakterisirter  Bündel,  iheils  weit- 
maschiger Netze.  Sie  treten  von  drei  verschiedenen  Richtungen 
her  in  den  Globus  pallidus  ein  I]  durch  die  innere  Kapsel  aus 
dem  Stabkranz,  meist  auf  dem  Weg  der  äusseren  Lamina  roe- 
dullaris,  8)  vom  Streifenbttgel  her  (aus  den  parallelfaserigen 
Bündeln,  3)  aus  der  Hegio  subthalamiea  und  dem  Sehhtlgel. 
Die  ersteren  Paserbttndel,  welche  zum  Theil  (alle?)  den  Globus 
pallidus  durchziehen,  ohne  sich  mit  demselben  zu  verbinden, 
sind  offenbar  weit  weniger  zahlreich ,  als  die  Stabkranziasem 
des  SehhUgels;  es  konnte  nicht  sicher  ermiltell  werden,  ob 
nur  von  ein/einen  oder  allen  Windun«sl»ezii'ken  des  Grosshirns 
her  StahkranzLisei  II  in  den  (il()l)us  ])aHidus  eintreten.  Die  zur 
Hegio  subthalamiea  und  zum  Sehhügel  zii^henden  Fasern  des 
letzteren  durchqueren  bez.  umgürten  die  innere  Kapsel.  Be- 
sonders /ahlreieh  sind  zum  Lnys  st  lini  Körper  ziehende  Bün- 
del, andere  (icii  zum  rolhen  Kern  der  Haube,  zur  grossen 
Olive  iWs  vf>rlangerlen  Markes  (;le.,  worüber  spilter  ausführ- 
licher lieiM'hiet  werden  wird.  ¥Äi\  FaserbUndelchen  schlüpft 
unter  dem  Luys'schen  Körper  hindurch  und  gelangt  in  den 
Hirnschenkelfuss  und  von  da  in  die  Schleifenschicht  der 
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Mcke  O.S.W.  (Vergl.  diese  Berichte  1885^  S.  S4!2.)  Uneot- 
sehifden  muss  es  vorläufig  bleiben,  ob  und  in  welcher  Weise 
die  im  Olobus  paiiidus  ziis.immtMiliellcndeii  l^iscrzU^o  mit  oiri- 
äiuJcr  sich  verbinden.  .Mit  Sieliorheil  zu  Vürwcrfen  ist  jedoch 
schon  ifii  Hinblick  ;iul  die  grosse  Anzahl  der  in  Kode  siebenden 
S\nU  im«  dif  Ansiclil  Meyncrl's,  dass  der  Globus  pallidiis  als 
luiermHimrii  eines  /\n  isclicii  dt  osshirnrindc  und  I\'npherir  cin- 
geschaiteteo  LeiUiugssyslems  (9Projeciion$$y:>Lcuii>«J  aiiliufas- 
sen  sei. 
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Ludwig  ScheeiFert ,  Theorie  der  Maxima  und  Minima  einer 
Function  von  su^ei  Variabein,  Aus  scincQ  hialerlasscnen  Papie- 
ren Diit|§elhciH  von  A.  Mayer, 

Functioiieii  einer  Veränderiicliexu 

Um  fosUusteüeD,  ob  eine  Function  einer  Veränderlichen, 

/'  ./•),  deren  erste  Ableitung  für  je?  »  0  verschwindet,  an  dieser 
Stelle  ein  Mfixinium  oder  Miniinuin  besitzt,  verführt  iiiiin  he- 
kiiiitiilieh  folgenderiiKissL'U.  Man  bildet  die  liolieiTii  AblciUiii^eii 
f"  Iv),  /""  .r),  ...  Kst  «  die  Oi  dnuiii:  dci-ersleii  uiUei' (.leiiüelben, 
vveleije  für  .t=  0  ciiieM  von  Null  verscliit  ilt  iieii  Werlli  «iiinirnnit, 
so  wird,  wenn  wir  noch  der  Kürze  wegen  /'(O)  =s  0  voraus- 
setzen, nach  Lagrango: 

(<;        /\-'-)  - nr'^" '  (ö<^<<)- 

Dann  kann  man  (vorausgesetzt,  dass /'(''^(ir)  eine  stetige  Func- 

'1  Die  vorlicgfiulc  Aibeil  ist  enlstanden  in  dar  kurzen  Zelt  von  UiUe 
Februar  bis  Mitte  Mürz  1885  {\'^\.  die  Anmerkung  zu  §  2).  Sie  war  jedoch 
noch  nicht  bis  /uc  K«'insr!irift  ^i^fdicbon ,  als  Sfheeffer  seine  itnlifni^^rfie 
Heise  untrnt,  von  der  er  den  i'odeskein)  nnt  nach  Hnnso  /ui  lu  kl»t  iit^cn 
hullto.  Nach  seinen  Briefen  halte  die  Abhandlung  jedenlalls  nuch  niciil  eino 
solche  Abrundung  erhalten,  mit  der  er  vollständig  zufrieden  gev^esen  wäre. 
Denn  er  spricht  roehnnais  davon,  sie  mir  (wozu  er  salbst  leider  nicht  mehr 
liam)  baldmöglichst  zu  schicken,  um  zu  erfahren,  was  ein  Anderer  an  der 
Darstellung  auszusetzen  fände.  Ich  liabe  mich  daher  auch  nicht  vollkom- 
men streng  an  das  Mnnusr.ript  gehalten:  <lnch  sind  grossere  Aenderungen 
nur  in  §  7  von  Nr.  8  an  vorKenommeii  worden,  und  tnich  dies»-  kommen 
der  Hauptsache  nach  uul  l)los.sc  Unislellungcn  zurück.  Leberail  sonst  findet 
man.  bis  auf  ganz  geringfügige  Correcturen  und  Zusätze,  den  Wortlaut  der 
Originalarbeit.  A,  Mayer, 
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IImi  fei)  ftlr  den  absotulen  Werth  von  x  eine  obere  Grenze  7  so 
beslimnien,  dass,  so  lanj^c  —g<.i^<,ff  i^'-  /"^'^^f^^-sr)  jedenfalls 
diLs  Vorzeichen  von  (0)  hnt.  Ist  nun  n  v\iiv  ungerade  Zahl, 
so  wechselt  die  reclite  Seile  Hi  i  Ciloichung  (1)  int!  r  rlns  Vor- 
Äticheii,  die  Fundion  f[a')  k.inn  also  für  l)eliebif^  kN  in-'  Argu- 
mcDlc  X  sowohl  |)osiliv  als  negativ  werden  und  os  iindci  aus 
diesem  rinuuic  Wfdcr  ein  Maximum  noch  oin  Miniiiium  stall. 
Isl  dagey;on  n  eine  i^erade  Zahl,  so  hM  di(»  lochte  Seile  immer 
iJhs  Vorzeichen  \on  /  ("^(^a'),  welches  für  alle  Argumente  x 
xwiachen  — 7  und  -h<j  nnt  dem  Vorzeichen  von  /^")(0)  überein- 
stimmt; das  Gleiche  i^ill  daher  von  der  Function  /'(.r)  und  es 
fiotlot  also  für  x  =  0  ein  Maximum  oder  Mioiinum  statt,  je  nach- 
dem /^")  (0)  negativ  oder  positiv  ist. 

Wir  bemerken,  dass  die  Gültigkeit  der  vorstehenden  Oe- 
docttoD  Dicht  von  der  £ntwickelbarkeit  derFuDCtioD  f{x)  ab- 
bSlDgi.  Vielmehr  gelten  alle  Schlüsse  unbedingt,  sobald  säromt- 
liebe  Ableitungen  von  f{x)  (eigentlich  sogar  nur  die  »ersten) 
in  der  Umgebung  der  Stelle  a;=s  0  endlich  und  stetig  sind.  Das 
aufgestellte  Kriterium  bleibt  daher  beispielsweise  auch  fUr  die 
Faoelion  ^ 

fix)  =  a-*  -  e~ 

richlii:.  ohschnn  dieselbe  nicht  nach  Polcnzen  von  entwickelt 
svrnlcn  kann.  Die  l)eiden  ersten  Al)leilungen  sind  liier  stetige 
Fiintli«men,  ausseidem  isl  f*'  {0)  positiv  (=2);  daraus  folgt  ohne 
bedenken,  d  is^  ejn  Minimum  einlriU. 

Das  Krilcriuin  n  rsdyl  hei  Functionen  mil  durchaus  end- 
lichen und  sleliuen  Ableitungen  nui-  dann,  wenn  für  a  =  0 
gleichzeitig  die  säuimtiicheo  Ableitungen  verschwinden,  wie 

dies  bei  den  Functionen  e  ^  und  xe  der  Fall  ist.  Die 
erste  dieser  beiden  Functionen  hat  an  der  Stelle  x  =  0  ein  Mini- 
mam,  die  zweite  weder  ein^Minimum  noch  ein  Maxünuni;  aber 
die  Veränderung  beider  Functionen  ist  in  der  Umgebung  des 
Puaktes  a;  s  0  eine  so  langsame,  dass  sie  in  der  Potenzentwicke- 
liug  (1  j  überhaupt  nicht  zum  Ausdrucke  gelangt.  Das  Kriterium 
ftahrt  daher  in  diesem  Falle  nicht  gerade  zu  falschen  Resultaten, 
aber  es  lässt  doch  die  Frage  nach  dem  Maximum  oder  Minimum 
cünzlich  offen,  welches  Verhallen  vrir  eben  mit  den  Worten 
»das  Kriterium  versajjl«  ausdrücken  wollten. 


iOi  Ludwig  Schbbpfse, 

Mao  kann  den  Unlerschied  solcher  Fuuctionen,  welche  ftlr 
05  «5  0  sämmtliche  Ahleilungen  gleich  Null  haben  und  aus  die- 
sem Grunde  dem  allgemeinen  Kriterium  unzugänglich  sind,  von 
den  gewöhnlichen  Funclionen,  auf  welche  dasselbe  anwendbar 
ist^  auch  ohne  Bexugnahme  auf  die  Ableüungm  folgondennassen 
charakterisiren : 

Bei  den  gewöhnlichen  Functionen  gehl  die  Werihänderung 
in  der  Umgebung  der  Stelle  x^sO  nach  beiden  Seiten  rascher 
vor  sich,  als  die  Aendcrung  einer  angcbharen  Potenz  ax*\  d.h. 
es  lassen  sich  positive  Zahlen  a.  /i,  g  so  ansehen,  dass  für  ;illc 
Werlhe  von  jc  zwischen  —  (/  und  Hh  r/  lior  alxsuliile  IkHrai^  der 
Funclion  f{j-  (früsser  als  dur  von  a,/  "  ist,  ausgenoniniou  <l<'n 
einzigen  Wei  th  .r  =  0,  lür  den  /'(./;)  fficirh  a,x'"  wird,  woIhm  in.in 
oll'(Mil>iii'  zuj^leicli  n  als  ganze  Zahl  aiuiehiiuMi  kaini.  Rcl  den 
Functionen  der  anderen  Art  daj^e^en  »'xislircn  solclie  Zahleii 
n,  a,  tj  iiiclil,  viehnehr  wird,  den  absiolutiui  \\ Crthen  narli. 
f{a:j  in  unniillelharer  Nahe  der  Steile  a;  s  0  noch  kleiner  ab» 
jede  beliebige  Polenz  ax". 

In  der  Thal  kann  man,  wenn  in  der  Gleichung  (4)  /  C")(0; 
nicht  gleich  Aull  ist»  zunächst  </  so  beslimmen,  dass  für 
—  g'^x^gimmcv  auch  /"^"^  [/]  von  Null  verschieden  ist. 
Nimmt  man  dann  die  Zahl  a  kleiner  als  den  kleinsten  absoluten 

Werth  von  *  im  Intervalle  —  ^  bis  tf  an,  so  ist  die  Bedin- 
gung \f(j)]  >  für  —  <  j;  <  7  erlülll;  und  unigekcbrl, 
wenn  diese  lelzle  Bedingung  erfüllt  ist,  können  die  n  ersten 
Ableitungen  von  f  {x)  fUr  xsO  nicht  Scimmtiich  verschwindeD, 
da  sonst 

und*  somit  Lin»        =  0  wäre,  was  mit  der  Voraussetzung 
[/'(.<•)]  >  [fix^j  für  —  </  <  J."  <  ^  un vertraglich  ist. 

Fuactioiien  iweier  Veränderlichen.  Unfichtigkeit  der  üMicheA 

SchluMWeise. 

Den  Fall  zwoin-  Nariabeln  .t  und  ij  sucht  man  haulig  fol- 
gcndcrniassen  auf  den  el)en  erledigten  zurückzuführen. 

Verschwinden  an  der  Steile  o;  =  0,       0  die  beiden  ersten 


Digitized  by  Google 


HitiMA  i'RD  Minima  dm  Fonctionbr  von  zwu  Vauabbln.  105 

parlielleD  Ableitungen  der  Function  /  (  r.  //)  nach  x  und     so  setzt 
mm  X  9  7t§^  y^ntj  und  entwickelt  die  Differenz  f{^St 
'  A^t  ^)»  oder,  wenn  wir  der  Einfachheit  wegen  wiederum 
/•.O,  0)  s  0  annehmen,  die  Function  /'(xf,  xi;)  (kurz  mit  /'^^  [y.] 

heieicliiiel I  unter  Bonutzuiit;  der  Lag raug ersehen  Hcstforui 
r»«*cii  l'oleiizen  von  x.  Dies  giebl: 

ii)         /^(x     •/.,;)  =  (0)  X«  +  — ^  3  /t-^  (0)  X» 

liier  Ul  ^  /'^^^  ^Uj  ein  bomogoaer  Ausdruck  r^*^"  Grades  iu  £  und  i^, 

welcher  sich  von  dem  Gliede  Ordnung  in  der  Entwickelung 
der  Function  /  [Xj  y]  nach  Potenzen  von  x  und  y  nur  dadurch 
miterschetdet,  dass  überall       an  Stelle  von  a;,  y  steht. 

Es  lüssl  sich  nun  im  Allgemeinen  vermittelst  der  vorher 
an(;encbenen  Kriterien  für  jeden  hestiromten  Werth  des  Ver- 
yiluijises  §  :  i;  entscheiden,  ob  die  bloss  noch  von  der  einen 
Variabein  x  abhanizitrc  Function  /'|^  (x)  an  der  Stelle  x  =  0  ein 

Ma^innim  o<\ov  Minimum  besitzl.  Donion  wir  x  und  ;/  als  recht- 
winklige (Koordinaten  in  der  Kbcnu,  so  wird  durcli  die  tllei- 
Hiungen  Jc  =  x^,  y  xr^  bei  constanlen  Worlhen  von  i;  und  i^ 
und  veränderlichem  x  jedesmal  eine  (lerado  definirt,  die  durch 
den  Nullpunkt  geht,  und  umciokt'liri  kann  jede  den  Nullpunkt 
enthaUende  Gerade  in  jener  Form  dargestellt  werden.  Es  findet 
düDD  auf  der  einzelnen  Geraden  §^  im  Nullpunkte  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  der  Function  f  {Xf  y)  oder  keines  von  beiden 
statt,  je  nachdem  die  erste  von  Null  verschiedene  Ableitung 

ftl,  (0)  von  gerader  Ordnung  und  entweder  negativ  oder  positiv, 

oder  von  ungerader  Ordnung  ist. 

>f.Hi  plk'^l  nun  weiter  zu  schliessen,  dass  wenn  auf  jeder 
der  iiiieiidlicli  \  ieirn  (IcM  atlen  durch  den  Nullpuiikl  ein  Maxinujui 
ircsp.  Minimumj  für  x  =  0  vorhfindeu  ist,  ein  solches  ;iin  h  für 
die  Function  /'  (a-,  y]  der  beiden  unabliüngigen  Variabein  x  und  y 
ander  Steile  (0,  0)  stattfinden  müsse,  während,  wenn  auf  einigen 
dieser  Geraden  ein  Maximum,  auf  anderen  ein  Minimum  ein- 
Irill,  von  einem  Maximum  oder  Minimum  der  Function  f{x,  y) 
an  der  Stelle  (0,  0)  nicht  die  Rede  sein  könne.  Auf  diese  Weise 
wurde  sich  als  nothwendige  und  AmmcAende Bedingung  des  Mini- 
mams  (rasp.  Maximums)  die  ergeben,  dass  für  jedes  beliebige 
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Werthepaar  f ,  i;  die  erste  von  Null  versohtedene  uBter  den  in 
(2)  vorkommenden  homogenen  Formen  /^',,  (0),  /J'^'',0).  ...  von 

l^eradcr  OidmiHi:  uii<i  poisiliven»  (resp.  neg.ilivem)  Worlhc  sein 
iiiUssc.  und  dieses  Kriterium  würde  nur  dann  vcrsniien,  wenn 
für  gewisse  Verhältnisse  a//c  jene  Formen  jjioichzcitig  ver- 
schwenden. 

Die  vorsUliondr  Dedueltün  enlliiill  indes  einen  Fehler. 
Dannis,  dass  ander  Slclle  .r  =  0,  ;/  =  0  ein  Miniiiuiin  der  Func- 
tion /  (.i'j  y)  auf  jedei"  eiiizelnen  (Jeraden  slalllindel,  folgt  nocli 
nieht,  dass  auch  ein  Mininuim  Uberhaupt  eintrill.  Die  Existenz 
eines  solchen  hÜDgt  vielmehr  davon  aT>.  ob  sich  eine  obere 
Grenxe  g  so  angeben  ittsst,  dass  die  Function  /'  (x,  y)  für  alle 

Werthe  sD,  welche  der  Bedingung  0  <  Vx*  +  <  ^  genügeD, 
positiv  wird;  oder  —  geometrisch  zu  reden  —  davon,  ob  ein 
Kreis  mit  dem  Hittelpunkte  (0,  0)  oxistirt,  innerhalb  dessen  die 
Function  /'(.r,  y]  durchaus  positiv  ist  —  ausgenommen  die  Stelle 
(0,  0)  selbst;  wo  sie  verschwindet.  Es  kann  aber  sehr  wohl 
auf  jeder  einzelnen  Geraden  ein  Minimum  im  Niilipunktc  statt- 
iinden,  ohne  dass  ein  solcher  Kreis  c.vislirl.  Man  wird  das  um 
Besten  an  einem  Heispiele  ersehen. 

Ks  seien  durch  die  (Ueiehuni^en  f/  (x*,  <y)  =  0  und  y)  =  0 
zwei  (än  vcn  delinirt.  deren  jede  den  Nidlpunkt  enthidt  und  die 
a:f/-Eben(»  wenigstens  in  der  Umgohunj^  dessell)en  in  zwei  Tlieile 
zerschneiciei :  einen,  in  welchem  (f  [  t\f/]  (resp.  ipi-P^y))  positiv, 
und  einen,  in  welchem  fp[^i',y)  (resp.  ip[x,y))  negativ  ist.  Das 
Product  /'(JC,  y)  =  (p  (r,  y)  .  \p  [x^  y)  wird  dann  bei  dem  Forl- 
gßnge  auf  einem  den  xNullpunkt  umgeboniien  kleinen  Kreise 
zweimal  positiv  und  zweimal  negativ  werden  (vgl.  Fig.  K )  und 


Fig.  <. 

beim  Fortgange  auf  einer  den  Nullpunkt  enthaltenden  Geraden 
an  der  Stelle  (0,  0)  einen  Maximal-  oder  Minimalwerth  anneh- 
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men,  je  nachdem  die  Gerade  ins  Gebiet  /'[.x,  ^)  <  0  oder  ins 
Gebiet  f  (or,  //)  >  0  uiiUrilt. 

Nun  kann  es  aber  vorkoiinii(»n,  djiss  nWv  ül)erhau|)l  mög- 
lichen Geraden,  welche  man  duroli  den  Nulljuiukt  legen  kann, 
zunächst  Im  (iohielo  /  '.r,  ?/)  >  0  bicihon;  und  zwar  wird  dies 
immer  eiiilf tlcn,  wenn  «Ire  beiden  Curven  an  der  Stolle  fO,  0) 
eine  gemcinsciiaftliche  Tangente  haben  und  in  uli  u  Ih  in  Siime 
gekrflTTimt  sind  In  diesem  F;dle  findet  auf  jeder  eujzelnen  de- 
ra«i«>n  im  Null])unklü  ein  Minimum  stnü,  niehl  aber  ein  Miniinuin 
Überhaupt,  da  in  jeder  Nähe  des  Punktes  (0,  0)  noch  negative 
Wertbe  von  f  [x,  y]  vorkommen.  Es  sei  z.  B. 

Dann  haben  wir  xwci  Parabeln,  welche  im  Nullpunkte  die  x- 
A\e  berühren  und  ihre  Uöhlungen  nach  oben  kehren.  Das  Pro- 
duci 

isl  sowohl  ober  liidl)  als  unterhalb  beider  Curven  positiv,  in  dem 
zwischen  den  Curven  gelegenen  Theile  der  Ebene  aber  negativ 
(vgl.  Fig.  2  .  Jede  von  der  y-  und  der  a;-Axe  \ (M'sehicdcne, 
durch  den  Mullpuukt  gelegte  Gerade  tritU  in  grosserem  oder  ge- 


>9 


Fig.  i. 


vm^^erem  Abstände  von  diesem  einmal  das  Gebiet  <  0,  tritt 
aber  vom  Nullpunkte  aus  immer  sunttebst  in  das  Gebiet  /*  >  0. 
pie  Strecke  vom  Nullpunkte  bis  zum  Uebergange  der  Geraden 
in  den  negativen  Theil  sinkt  allerdings^  wenn  die  Gerade  um 
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den  Nullpunkt  gegen  die  ooAxe  hin  gedreht  wird,  unter  jede 
angebbare  Grenze;  aber  in  dem  Homenle,  wo  sie  gleich  Null 
werden  wUrde,  nämlich  beim  Zusammenfallen  mit  der  x-Axe^ 
streift  die  Gerado  nur  noch  das  negative  Gebiet  und  hält  sich 
gHDzlich  in  dem  ])usitiven  Theile. 

Dieses  Verhalten  der  Function  /'(.r,  y)  auf  den  verschiedenen 
Geraden,  wonach  die  ac-Axe  eine  ausgezeichnete  Stellung  unter 
den  lelzten  einnimuil^  spiegeil  sich  in  dorn  Verhallen  der  Co<*ffi- 
ciculeu  der  Kulwickclung  (2J  gleichkam  ab.   Ks  wird  näiidich 

der  Co^fiicienl  von  isl  also  im  Allgemeinen  posillv,  ausge- 
nommen für  17  s  0,  d.  h.  fUr  den  Fall,  d.iss  die  Linie  |,  1^  mit 
der  ao-Axe  zusammenfallt,  wo  dann  gleichzeitig  mit  dem  Cottffi* 
cienten  von  x*  derjenige  von  x'  verschwindet,  sodass  nun 
derjenige  von  x*  ausschlaggebend  wird,  welcher  wiederum 
positiv  ist.*) 


I)  Das  Beispiel  {y  —  p*x^  [y  —  9*x*|,  (weiches  zaglelch  das  denkbar 

einfachste  sein  diirfle),  rUlirt  von  llnrrn  0.  Peano  her.  Derselbe  hat  in 
einigen  dem  Werke:  »A.  Cruunhi ,  Calrolo  differenzinle  pubblicato  con 
aggiunte  dnf  G  Prnno,  Torino  /ssi'<  l)eiiieftipten  Noten  zuerst  die  oben  aiis- 
einniHlci  j:oset/lo  SchlussNveiise,  welche  man  in  der  Theorie  der  Maxiiiui  und 
Miiiiiiia  von  Functionen  luehrcrer  Yeründcriicbcn  häufig  ungewandt  lindet, 
in  ihrer  Fehlerhaftigkeit  erkannt  und  bis  zu  eioem  gewissen  Ponl(te  durch 
eine  liessere  erselzl.  Ich  war,  ohne  Peano  zu  kennen»  durch  Untere 
sucbungen  über  boborc  Variationen  bestimmter  Integrale  auf  Beispiele  ge- 
führt worden,  welche  mir  für  das  Ucbiet  der  Variationsrechnung  schliess- 
lich genau  dif  L;1(M<  h'*  l'rkcnftf ni^s  verschufllen,  \so!(  h»>  I'cano  auf  dem 
fiebiete  der  gcwuhnlK  licii  Maxiiiüi  und  Minima  ^r\'>uiHit  ii  liatl«*  viil.  meine 
Note  :  Uübor  die  Bedeutung  der  liegritTe  »Maximum  und  Mininmai«  in  der 
Variationsrechnung,  diese  Ber.  1886  und  Uathem.  Annalen  XXVI,  p.  197). 
[ch  fand  sodann ,  dass  analoge  VcrhSitnisse  auch  in  der  Theorie  der  ge- 
wohnlichen  Uaxima  und  Minima  vorliegen,  und  hatte  die  hier  folgenden 
ünlorsuchungcn,  welche  über  diejenigen  von  Peano  wesentlich  hinaus- 
gehen, d«'r  Hatiptsfirlve  nach  be<»n(lii:t,  als  ich  durch  Herrn  A.  Mayer  auf 
(las  neu  ei^-c  liiciicnc  Work  \(m  (i  c  u  occ  Iii  -  Pen  no  hingewiesen  wurde, 
wolches,  wie  nur  derselbe  miltheilte,  auch  von  Herrn  Harnack  in  einem 
Nachtrage  zu  seiner  Serrel-UebcrseUung  (11, 1  p.  380)  bereits  citirt  wird. 
Ich  werde  in  diesem  Aufsatxe  diejenigen  Resultate,  welche  sich  bei  Peano 
finden,  ausdrücl^llch  als  solche  bezeichnen. 
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§3. 

Yertchiddene  Versache  der  Verbeasening. 

NachdeiD  wir  erkannt  haben,  dass  aus  dem  Stailfinden  des 
SUxinmins,  resp.  Minimums  einer  Funetion  f{Xj  y)  auf  allen 
einiehien  durch  den  Nullpunkt  zu  legenden  Geraden  noch  keine 
Schlösse  auf  ein  Maximum  oder  Minimum  in  der  Ebene  gezogen 
wnrden  können,  trilt  die  Frage  nach  erweiterten  Kriterien  für 
flie  Miixima  und  Miniina  der  Iclzlon  Art  auf.  Wir  wollen,  bevor 
^^^^  fliese  Fraiic  in  volliu  tM-scIioplender  Weise  hraiUworten, 
lunächsl  oiniLic  Schritt«'  auf  eiinMU  Wege  vorwärts  Iluiji,  welcher 
iijfden  »»rsten  AugeMi)li(  k  verlockend  erscheinen  künnle,  wiili- 
rrhtl  eine  nilhere  Betracliluni;  (l(\sselhon  uns  ü!)orzoui!on  \n  ird, 
dassep  nicht  wesenllicli  weiter  lülirlalsder  zuerst  eingeschlagene. 

Bei  dem  Heis[)ielc  f  (.t,  y)  =  (y —  {y  —     x^]  erhallen 

wir  uuf  allen  Geraden  ein  Minimum  im  Nullpunkte.  Niehl  so 
überhaupt  auf  allen  Curven,  welche  durch  den  Nullpunkt  gelegt 
werden  können;  vielmehr  muss  sich  auf  jeder  Curve,  welclu^  in 
dem  von  den  beiden  gegebenen  Parabeln  eingeschlossenen  Flä- 

dieDstreifenliegt  (beispielsweise auf  derParabe)  ^-^^flc'sO) 

einMaxiauini  ergeben.  Nun  hisst  sich  jede  beliebige  Curve  ana- 
lytiM>ti  durch  einen  variabeln  Parameter  x  darstellen,  indem  x 
itod y  als  Functionen  desselben  ausgedrückt  werden.  Es  liegt 
i^^her  die  Frage  nahe,  ob  man  nicht  durch  Untersuchung  des 
Maximums  oder  Minimums  auf  allen  einseinen  Gurven,  welche 
den  Nullpunkt  enthalten,  xur  Entscheidung  ttber  das  Maximum 
oder  Minimum  in  der  Mene  gelangen  kann.  Es  ist  wohl  zweifel- 
los, dass  hier  ein  Zusammenbang  besteht;  die  Beschränkungen 
iodessen,  welche  man  den  Functionen  a;(x)  und  y(x)  und  da- 
durch den  in  Betracht  xu  siehenden  Gurven  auferlegen  muss, 
ttBi  auf  die  Function  /'  [x  (xj ,  y  (x))  die  fttr  Functionen  einer  Ver- 
iioderliehen  entwickelten  Kriterien  mit  Erfolg  anwenden  zu 
keinen,  machen  auch  diese  Schlussweise  unbrauchbar. 

OlTenbar  niimlich  ist  die  einzijje  Form ,  welche  man  den 
l'unclionen  x  [%)  un«)  //  xi  ueben  kmi»,  ohne  die  Fiinci|>ien  tkr 
«ganzen  Theorie  zu  \(  i  lassen,  diejenige  von  Ueihen,  welche  nach 
Polenzen  von  x  fortsi  ii reiten.  Man  setze  also: 

(3)           ap(x)  =  I,  X  +  |,x»  +  . . .  -I-  f„,x«S 
y(x)  a=  i7,x  -h  i?.x«  H  +  ij„x», 
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und  steile  die  Forderung,  dass  die  Function  f  [oc  {'/.^  ^  y  {•/.] )  ftlr 
X  s  0  eia  Maximum  (rcsp.  Minimum)  werden  solle,  welche 
Werthe  man  auch  für  die  ganzen  positiven  Zahlen  m,  n  und  die 
m  n  Grössen  f,,  . . . ,  i;^,  . . . ,  i^,,  annehmen  mag,  voraus- 
geselEt  natürlich,  dass  nicht  alle  $  und  17  gleichzeitig  gleich 
Null  sind. 

Diese  Forderung  ist  z.  B.  bei  der  Function 

hinreichend,  uui  das  Xirfilstall/indcn  eines  Maximums  oilcr  i\f  iiii- 
mums  zu  Tage  treten  zu  lassen.  Denn  fUr  m  =  4,  n  =  2  wird 

Ist  lj^  von  Null  vorscliiodon,  so  ist  der  Cot'fficient  von  y}  positiv, 
es  findet  daher  auf  allen  solchen  (iurven  im  Xiil I punkte  ein  Mi- 
lümuin  statt;  ist  dagegen  so  rediicirl  si(  it  die  l'jiU\iek«d- 

uiii;  auf  das  Glied  i^"^  Ordnung,  und  dieses  kann  dnrelt  «.'eeiiinfle 
Wahl  der  Conslanten       und  1^,  (z.  B.  durdi  die  SuLtötitution 

=; ^    g,*)  negativ  gemacht  werden;  es  findet  daher  auf 

den  Curven  der  Iclzten  Art  unter  Umständen  ein  M.ixiinuin 
Ks  ist  aber  izerade  bei  diesem  Beispiele  evident,  dass  mau  diin  li 
Anwüa<iung  dieses  Verfahi-ens  oigcrülieh  keinen  Vürllieil  erlangt. 
Denn  der  Col'flicieiU  von  x',  welelier  untersucht  werden  nmss, 
hat  genau  die  (leslall  der  Function  /  (i-,  7),  nur  dass  .t,  1/  durch 
die  (ionslanten  i', ,  ersefzt  sind.  Die  Discussion  iles  Vor- 
zeichens dieser  Coeflicienlen  für  die  verschiedenen  Werthe  jent^r 
Constanien  bietet  daher  an  sich  genau  dieselbe  Schwierigkeit, 
wie  die  entsprechende  Discussion  fUr  die  Function  f{x,  y)  selbst. 

Das  folgende  ßeispiel  zeigt  noch  weiter,  dass  die  gestellte 
Forderung  nicht  einmal  eine  hinreichende  Bedingung  des  Mini- 
mums ausdruckt  und  schon  aus  diesem  Grunde  werthlos  ist. 
Setzen  wir  nSmIioh 

so  werden  durch  die  Gleichungen  (o;,  y]  =-  0  und  y)  =s  0 
zwei  Curven  deOnirt,  welche  im  Null|)unkle  die  .r-Axe  als  ge- 
meinschaftliche Tangente  und  Überdies  nnt  einander  eine  He- 
rtthrung  von  unendlich  hoher  Ordnung  haben.  Ks  giebt  alsdann 
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keine  in  der  Forin  (3)  darstellbare  Curve,  welche  vom  Nullpunkte 
aus  zwischen  jene  beiden  fiele;  denn  eioe solche  milsste  mit  dieaen 
Curven  ebenfalls  eine  Berührung  VOD  unendlich  bober  Oidniing 
iiaben,  wahrend  offenbar  jede  Curve  von  der  Form  (3  als 
gebraische  Curve  nur  eine  Berührung  von  endlicher  Ordnung 
mil  jenen  iranscendenten  Curven  haben  kann.  Nun  ist  die  Func- 
tion f{Xf  y)  x  4p{x,  y)  »ifi  (x,  y]  in  der  ganzen  Ebene  posUiv, 
ausgenommen  den  zwischen  den  beiden  Curven  befind  lieben 
Fläehensireifen ,  in  welchem  sie  negativ  ist;  es  findet  daher  an 
der  Stelle  f  [x^  y)  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  statt. 
Trotzdem  tritt  auf  jeder  Curve  (3)  ein  wirlLÜches  Minimum  ein, 
und  zwar  em  solches,  welches  durch  die  fUr  Functionen  einer 
Variabein  gültigen  allgemeinen  KrileHcn  deutlich  erkennbar  ist; 
in  der  Thjit  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  bei  jedei^  Wahl  der 
Zahlen  m,  n  uiui  der  Grössen  v',,  ...  von  Null  verschiedene 
Coi^fficienten  in  dvv  l'.rilvv  ickelung  von  /*(.7*(x),  vorkoiiiincii, 
(leren  orster  dann  nalürlich  jedesmal  von  gerader  Ordnung  und 
positiv  ist. 

Man  köriiitf  «iie  .inLieizelxnic  Melhode  so  erweiternj  dass  sie 
auch  bei  dem  letzten  Heispiele  nicht  geradezu  ein  falsches  Re- 
sultat tiefern  würde,  indem  man  nämlich  das  Maiiinumi  und 
Minimum  nicht  nur  auf  allen  Curven  von  der  Form  (3),  sondern 
audi  auf  allen  denjenigen  Cuven  untersucht,  \v<>l(  he  aus  der 
Form  (3)  dadurch  hervorgehen,  dass  man  m  und  n  unendlich 
P'oss  werden  lässt.  In  dieser  erweiterten  Form  ist  auch  die 
Curve  y  —  sin*  x  ss  0  darstellbar,  wenn  man 


seist;  es  wttrden  für  diese  Curve  alsdann  die  sUmmlliehen  Ent- 
wickelungscoi^fßcienten  der  Function /"(^cfx),  y{n))  verseh winden, 
sodass  man  einen  Schluss  auf  das  Minimum  der  Function  f{.T,  y) 
Oberhaupt  nicht  ziehen  konnte.  Es  ist  nicht  unwahrscheinlich, 
dass  diese  erweiterte  Forderung  wirklieb  eine  zugleich  noth- 
weodige  und  hinreichende  Bedingung  des  Minimums  ausdrückt. 
Indes  ist  dieselbe  praktisch  noch  unbrauchbarer,  als  diejenige, 
welche  vorher  angenuiiunen  war;  denn  sie  macht  tlurcli  lÄn- 
füliruni;  unendlich  vielor  iinhcstiuiinlcr  Grüssen  ... 

...  im  AIIi;rnHMncn  eine  nnrncllich  Strosse  Anzahl  von  l.m/.cl- 
uitlcrsuchungcn  nolhwcndig,  dadurch  iNuUselzen  einer  genügen- 
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(Jen  Mence  jciMM- (iiosseu  immer  beliebig  viele  der  Kntwickol- 
ungscol'flicii  Iii«  n  von  fir  fy).  \j  (x))  zum  Versehwinden  gebr;n'hl 
werden  können,  wobei  ;ilso  jedesmal  der  erslc  niehl  verseh%\*in- 
dende  Co(^fficient  hinsiehllieh  des  Vorzeichens  zu  untersuchen 
bleibt.  Wir  sehen  daher  von  einer  weiteren  Discussion  jener 
l'orderunp  ab  und  schlagen  jetzt  einen  Wej^  ein,  der  uns  auf 
bequeme  Art  zu  völlig  üIlizeiiKM'nen  und  gleichzeitig  praktisch 
brauchbnren  Kriterien  hinführen  wird. 

Fnadaineiitale  Emtheüiiiig  dar  Fonetiondn  Ton  iw«i  Yariabeln. 

Wir  beginnen  mit  einer  wicbligen  Unterscheidung  aller  im 
Nullpunkte  verschwindenden  Functionen  f(x,  y)  hinsiohlüch 
ihres  Verhaltens  in  der  Umgebung  dieser  Steife.  Wir  sahen 
nümlichy  dass  bei  Functionen  einer  einzigen  Veränderlichen  die  An- 
wendbarkeit der  auf  Potenzentwickelung  gegründeten  Kriterien 
des  Maximums  oder  Minimums  davon  abhängig  war,  ob  dteFun<v 
lion  fix]  sich  in  der  Umgebung  der  Stelle  =s  0,  an  der  sie 
verschwindet,  schnell  genug  mit  x  veründerle ,  sei  es  in  dem 
einen  oder  anderen  Sinne ;  es  musslc  eine  Polenz  ax*^  mit 
der  Eigenschaft  exIsUren,  dass  zwischen  gewissen  Grenzen 
—  5f<.7-<(9  der  absolute  Wert  von  f[x]  bestitiulii:  grösser  als 
(oder  luichstens  gleich  [a.r"))  wurde;  bei  denjenigen  Func- 
liunen,  welche  dieser  Bedingung  nicht  genügten,  konnte  ;nif 
dem  W^»i_'e  der  I'ülenzentwickeinnt'  üIh  r)i mpt  keine  l'-Mlschei- 
duni:  iIImm*  dasMaxiniuiii  oder  iMinimum  iicwoiuien  wx'rdeii.  OlVen- 
bar  wird  lür  eine  Function  von  zwei  Variabein  eine  analoge 
Bedingung  exisliren,  von  deren  Erfüllung  von  vornherein  die 
Möglichkeit  abhängt,  durch  Potenzentwiekelung  über  Maximum 
und  Minimum  zu  entscheiden.  Es  fragt  sich,  wie  diese  Bedingung 

zu  formuliren  sein  wird.  Eine  Potenz  ar*  (wo  r  =  Va;*-i-y*)  mit 
derEigenscliafl,  dass  fUr  0  <  r  <  9,  d.  b.  innerhalb  eines  Kreises 
mit  dem  Radius  Uberall  f{x^  y)  absolut  grösser  als  ar"  sei,  darf 
man  jedenfalls  nicht  verlangen;  denn  dadurch  würden  über- 
haupt alle  Functionen  /  (t,  ;/),  die  an  der  Stelle  (0,  0)  weder  ein 
Maxinmm  noch  ein  Minimum  haben,  von  der  llnlersuchung  aus- 
geschlossen, d.i  (ii('sel!»eTi  anl  jedem  nneh  so  kleinen  Kreise  um 
den  Nullpunkt  sowohl  positiv  als  negativ  umi  d.ihcr  aueli  gleich 
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Null  werden  kfiDnen.  Es  wHre  dies  aber  auch  durchaus  nicht 
die  natürliche  Verallgemeinerung  unserer  für  Functionen  eines 
einsigen  Argumentes  präcisirten  Forderung;  denn  die  oharakte* 
ristisehe  Eigeuschaft  der  letsteren  lag  nur  darin,  dass  das  Ver- 
halten der  FuDclion  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  bis  zu 
einem  gewissen  Grade  der  Deutlichkeit  aus(jeprägl  sein  nmsste, 
gleichgültig,  ob  dies  im  Sinne  des  Maxiimiiiis  oder  des  Mininiuiiis 
oder  des  Xic/ttcuitrctens  von  Maxuiiuni  iiud  Minimum  der  Fall 
war.  Zu  der  wahre!)  t  <i!li;emeinerüng  jener  Fordui  ung  für 
Functionen  von  zwei  Variaiiclu  führt  lol^ieiulo  Uoberlegung. 

Offenbar  wird  die  im  Nnllpuukle  verselivvindende  Function 
f  x,y),  da  sie  stelii^  ist,  auf  jedem  um  den  Nidlpimkt  alsCenlrum 
niil  einem  beliebij^en  Hadius  r  bescliriebeneu  Kreise  iiiieiidwo 
einen  grösslen  und  einen  kleinsten  Werth  annehmen  (falls  sie 

sich  nicht  auf  eine  Function  der  einen  Variahein  r  s  Vx*H-y* 
reducirt),  und  zwar  werden  die  Voneichen  dieser  beiden  extremen 
Werlhey  welche  wir  mit  f^  (r)  und  ^  (r)  bezeichnen  wollen,  fttr 
genügend  kleine  Radien  r  das  Eintreten  oder  Nichteintreten  des 
Maximums  oder  Minimums  im  Nullpunkte  erkennen  lassen.  Sind 
oHmlich  beide  Grttssen     (r)  und    (r)  positiv ,  so  wird  ein  Mi- 
ninHun,  sind  beide  negativ,  ein  Maximum,  sind  endlich  die  Vor- 
lieben entgegengesetzt,  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum 
stattfinden.  Der  Grad  der  DeullichkeU,  bis  zu  welchem  das  Ver- 
hallen der  Function  ffpn,  y]  ausgeplatzt  islj  ist  nun  in  allen  drei 
Füllen  {^leichinas^ii^  daran  zu  messen,  ol)  eine  Potenz  a  mit 
der  Eigenschaft  exislirt,  dass  ftlr  jeden  Werth  von  r  unterhalb 
einer  gewissen  Grenze  r/  beide  Extremwerlhe  f^  ir)  und  /,  (rj, 
absolut  gemnnmen,  lt  isser  als  ar"  wci'den.  Die  Forderung,  dass 
<^ine  solche  Folen/.  auj^ebbar  sei,  ist  die  gesuchte  Verallgemeiner- 
iinc  der  vorher  für  Functionen  einer  Veränderlichen  prUcisirlen 
Ht'dinjiung ,  von  welcher  die  Anwendbarkeit  der  allizemeinen 
Kriterien  abhing;  ist  jene  Forderung  nicht  erftlllt,  so  kann  man 
auf  die  Gewinnung  sicherer  Kennzeichen  des  Maximums  oder 
Ninimums  durch  Potenzentwickelungen  irgend  welcher  Art 
keinenfalls  rechnen.  Denn  alsdann  ist  der  liusserste  Betrag,  bis 
lu  welchem  die  Function  f[x^  y]  in  der  Umgebung  der  Stelle 
(0,0)  entweder  dem  Werthe  Null  von  der  einen  Seite  nahekommt^ 
oder  um  den  sie  daraber  hinausgehend  sich  nach  der  andern 
Saite  von  demselben  entfernt,  ein  so  geringer,  dass  er  sich  durch 
keine  noch  so  hohe  Potens  von  r  ausdrücken  iSsst ;  die  Potens- 
iMk.<fkf».  ciMM  lese.  a 
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eniwickelung  kann  daher  auch  niehl  lur  Unterscheidung  swischeo 
den  beiden  FHllen  führen,  wo  der  Werth  Mull  nicht  gani  erreicht 
und  wo  er  noch  um  ein  Weniges  Überschritten  wird.  Ein  Beispiel 

_  11 

dieser  Art  liefert  die  Function  y*  +  e        welche  ein  Hinimum, 

sowie  die  Function  y-  —■  e        =  \  '/  VV  —  ^    *  /» 

welche  weder  ein  Muxiimim  noch  ein  Minimum  li;«t.  Jene  nähert 
sich  dem  Wcrlhc  Null  von  der  positiven  Seite  bis  zum  betrage 

e  ^  (für  y  =  0),  diese  überschreitet  die  Null  um  denselben  Be- 
trag n;ich  iler  negativen  Seite  hin.  Tebrigens  gehören  hierher 
auch  sämmtliche  Quadrate  von  Functioncii ,  Hit  sowohl  positiv 
als  negativ  werden  können,  sowie  überhaupt  alle  Functionen, 
welche  iu  jeder  NHhe  der  Stelle  (0,0)  den  Werth  0  zwar  noch 
erreichen,  aber  nicht  Uberschreiten. 

Existirt  nun  andrerseits  eine  Potens  nr",  deren  Werth, 
so  lange  r  unterhalb  einer  gewissen  Grense^  bleibt,  immer 
kleiner  als  die  absoluten  Werthe  der  beiden  Extreme  f^  (r)  und 
(r)  ist,  so  Iflsst  sich  die  Frage,  ob  im  Nullpunkte  ein  Maximum 
oder  ein  Minimum  der  Function  f  (rr,  y]  oder  keins  von  beiden 
stattfindet,  auf  Grund  der  Potenzentwickelung  immer  mit  Sicher- 
heit und  Vermittelsteiner  endlichen  Anzahl  principtell  geordneter 
Einzeluntersuchungen  beantworten.  Wie  das  gesdiieht,  soll  im 
Folgenden  auseinandergesetzt  werden. 

EednetioB  des  Problems  von  beliebigen  Fimetionen  auf  gwiie 

rationale  Functionen, 

Man  entwickle  die  l  iuKiiimcn  f  [x^  mit  Hcnutzung  der 
Lag  ränge 'sehen  Kestform  n;irh  Polenzcn  von  .7-  und  //.  Be- 
zeichnet mau  dann  die  licsammtheil  der  Glieder  r^'  Ordnung 
kurz  mit  f^^^  {x,  y) ,  so  wird ; 

(4j  f{^^>  y)  =  /'^'V^,  y)  +     +  /^"^i-^,  y]  +  K^i  K  y] 
-  ^'H    y)    K + 1    y) ' 

Das  Restglied  /'n^.,  (it-,  y)  ist  eine  binäre  Form  (n  -h  4)^"'  (irades, 
deren  Ck»dfßcienten  aus  den  partiellen  Ableitungen  {n-^k  )^«''  Ord- 
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Bong  der  PimcticMa  f(x^  y)  far  die  Argumeote  ^  .7?.  ^ }/  (0  <  ^  <  1 ) 
gebOdeC  siod.  Man  kann  in  diesem  Resigeliede  und  durch 
rsod  ciigleich  alle  Go^fficienteii  durch  die  grösstniugliclicn  nb- 
soIqIpti  Werlhe  ersetzen,  welche  sie  Ubcrhaupl  «innehmen 
können,  so  hiriiic  r  liitiorhalh  eiiu'i  Licwissen  Grenze  hieibl,  und 
trlidll  so  für  den  absolulen  Werth  \<n\  y  eine  obere 

(irenie  .4 1  Da  nun  fdr  ;ille  j^entlijend  kleinen  /•  die  mit 

f,(ri  und  f^[r]  bezeichneten  extremen  Werthe  der  Function 
'  T.  1/  nach  Voraussetzung  absolut  grösser  als  ar'<»sind,  r/r*' 
al>er  andrerseits  wiederum  ijrösser  ;ils  ylr""*"'  ist,  so  foli:!  aus 
Fonnel  (4)  erstens,  dass  für  genügend  kleine  r  iuuuer  die  extremen 
Weribe  der  ganzen  rationalen  Function  (i^^  {Xj  y)  mit  den  Grössen 
ff  t)  und  (r)  entsprechend  gleiche  Vorzeichen  )itd>en ;  und 
zKeilenSj  dass,  wenn  a  irgend  eine  Znhl  zwischen  0  und  a  be- 
deutet, immer  eine  obere  Grenze  (/  fUr  den  Radius  r  so  ange- 
geben werden  kann,  dass  die  beiden  extremen  Werlhe  von 
ipc,  jf)  absolut  grösser  als  a'?*"  werden,  solange  r  kleiner  als 
9  bleibt. 

Pixiren  wir  nämlich  fflrs  Erste  einen  Badiusr,  welcherkleiner 
als  ^  ist  und  somit  der  Bedingung  af">y|r"'^*  genügt,  so 
wird  aaf  der  rechten  Seite  der  Gleichung 

^!  y)  =  f{^f  y)  -  y) 

jedenfalls  an  denjonii?en  lieiden  Stellen,  weh  lio  den  Extremen 
/,(rj  und  /,  (/  )  (b'r  Fiinetion  f[x^  y)  auf  der  Ter! plierie  des  Kreises 
r  entsprechen,  das  Vorzeiclien  <les  ersten  Gliedes  niassi^eliend 
sein,  da  dasselbe  hier  {;d)S()lul)  crösser  als  ar"  ist,  willirend  <l.'«s 
iweitp  Glied  kleiner  ais/1r""*"*  wird;  haben  nun  «lie  beiden 
Kxin'ine  ^r)  und  (r)  gleiches  Vorzeichen,  so  ist  überhaupt 
auf  der  izan/nn  Peripherie  der  Werth  von  /'(.t,  //),  als  zwischen 
<len beiden  h^xtremen  Hegend,  absolut  grösser  als  ar"  und  stimmt 
<i.iher  nach  5)  im  Vorzeichen  mit  (»„{ac,  y  überein,  es  haben 
»iaher  auch  die  beiden  Extreme  von  G„  Ipn,  y)  gleiches  Vorzeichen 
mit  den  Extremen  von  f(x,  y);  haben  dagegen  die  beiden  Kx- 
Ireme  /*,  (r)  und  (r)  entgegengesetzte  Yoraeidien,  so  haben  die 
entsprechenden  Werthe  von  (a?,  y)  ebenfalls  entgegengesetite 
Vwieichen,  es  müssen  daher  um  so  mehr  den  beiden  Extremen 
<kr  letsteren  Function  entgegengesetite  Vorzeichen  zufcororoen. 
Bimii  ist  die  erste  der  aufgestellten  Behauptungen  erwiesen. 
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Die  zioeä$  Behauptung  ergiebt  sich  durch  ganx  ühnltcbe 
Ueberlegungeu,  wenn  man  den  Badius  r  nicht  nur  kleiner  als 

•j,  soiuleni  so  klein  annimmt,  dass  ar*  —  ilr***  grösser  als  a'r" 

wird,  d.  h.  wenn  man    gleich  ^       und  r  kleiner  als  g  macht. 

l)«^nn  iiauilich  iial  die  rcclite  Seile  der  GleichiinL:  f^^  für  die  den 
Extremen  f^  (r)  und  f^(r)  entsprechenden  \V(T(iie  von  .r,  y  nicht 
nur  das  Vorzeirhon  von  f(ar^  y),  sondern  isl  auch  nhsoliTf  pjrösser 
als  «'/•'*.  Es  wii'd  dalier,  wenn  die  Mvlrenie  [r)  und  Ir) 
i^leiches  Vorzeichen  haben,  die  rechte  Seile  der  Gleichung  (5) 
überhaupt  auf  der  f^anzen  Peripherie  absolut  grosser  als  a'i^ 
sein ;  und  wenn  die  Extreme  f^  (r)  und  (r)  engegengesetztes 
Vorzeirhen  haben,  werden  die  jenen  Extremen  entsprechenden, 
ebenfalls  mit  eotgegengesetzletn  Zeichen  versehenen  Werlhe  von 
(^1  y)  absolut  grosser  als  a  sein,  um  so  mehr  muss  also  das- 
selbe von  den  Extremen  dieser  letzteren  Function  gelten. 

Wir  können  die  beiden  eben  bewiesenen  Behauptungen 
folgendermassen  zusammenfassen. 

»Es  sei  f{Xj  y)  eine  an  der  Stelle  (0,  0)  verschwindende 
Function,  deren  Verhalten  in  der  Umgebung  jener  Stelle  ge- 
nügend deutlich  ist,  damit  die  Entscheidung  Uber  das  Eintreten  ' 
oder  Nichteintreten  eines  Maximums  resp.  Minimums  auf  dem 
Wege  der  Potenzenlwickelung  nicht  principiell  unmöglich  sei ; 
mit  anderen  Worten,  es  existire  eine  Polenz  ar**  von  <ier  Art, 
dass  anl  jedem  um  den  Nullpunkt  beschriebenen  Kreise,  dessen 
Radius  r  kleiner  als  eine  bestimmte  Grösse  ff  isl,  die  beiden 
extremen  Werthe  (der  grüsste  und  der  kleinste)  der  Function  ' 
f{^^y]i  A  (^')  und  f^(r],  absolut  prnsser  als  fi?"  seien.  Enl- 
wickelt  man  dann  f{Xj  i/\  mit  Henut/.uui;  der  Laj^ra  n  ge'schen 
Rest  form  nach  Polenzen  vou  .t,  y  und  lie/eichnet  die  Gesamml- 
heit  aller  Glieder  der  n  ersten  Dimensionen  mit  Cr,|(x,  y],  das 
ileslglied  mit  H^^^  (x,  y),  sodass: 

/•'.r,  y)  =  G„{x,  y)  -h  (.r,  y) 

wird,  sn  verhüll  sieh  die  irauze  rationale  Function  (t?,  y]  in 
der  Ihaj^ebuni;  der  Slell(»  ^0,  0)  ganz  so  wie  die  Function  f(.r.  lA. 
Erstens  nlimlich  stimmen  die  extremen  Werthe  beider  Func- 
tionen fUr  jeden  genügend  kleinen  Radius  r  dem  Vorzeichen 
nach  entsprechend  Uberein ,  woraus  folgt,  dass  im  Nullpunkte 
fUr  beide  Functionen  gleichzeitig  ein  Maximum  oder  ein  Mini- 
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mom  oder  weder  eines  noch  das  andere  eintritt;  und  sweitens 
&ind,  wenn  a'  irgend  eine  Zahl  «wischen  0  und  a  bedeutet,  Air 
jeden  Radius  r  innerhalb  eines  gewissen  Kreises  g'  die  extremen 
Werthe  der  Function  G^ix,  y]  absolut  grosser  als  a'r",  woraus 
lol{^i,  dass  9uch  der  Grad  der  DeuUkhkeitf  welchen  das  Verhal- 
len der  Function  dni^t  y)  zeigt,  der  nfimllehei  wie  l>ei  der  Func- 
tion /  (x,  y)  ist.« 

Man  üborÄeugt  sich  leicht,  dass  in  dorn  zum  Beweise»  des 
vorstehenden  S.ilzes  angestellten  Ueborlei^uiiizen  überall  /'{j-,  y) 
rait  1/  vertauscht  werden  kaun,  da  nui-  die  (ileieluniL;  (5) 

zur  Anweuduni:  k  inint.  Man  erhält  dadurch  einen  neuen  Satz, 
wc  irlier  v,c\s  isriertuassen  als  llnikehrun}^  des  vurslehenden  gellen 
kann.  Hedenkl  man  Fioch,  dass,  wenn  /  (ö,  üj  verschieden  von 
Null  isl.  mau  nur  int  Vorhergehenden  Uberali  f{Xy  //  durch  die 
liiiTrTenz  /''.T-,  7)  —  /'(O,  Oi  zu  ersetzen  hat.  so  erj^ieht  sich 
durch  Zusannuenfassung  beider  Sütze  schliesslich  Folgendes: 

Eine  beliebig  gegebene  Function  f  (x,  y)  werde  nach  Potenzen 
wn  X,  y  eniwickeU,  LiUst  sich  dann  die  Zahl  n  und  eine  positive 
Grösse  a  so  bestimmen ^  dass  die  aus  (illcn  Gliedern  der  ersien 
n  Dimensionen  gebildete  ganze  rationale  Function  (i^iXf  y]  auf 
jedem  Kreise     der  in  einem  gewissen  Gebiete  g'  liegt,  extreme 
Werihe  von  absolut  grösserem  Betrage  als  a'r^  besüst,  so  haben 
dk  beiden  Functionen  fix,  y)  und  G„(x,  y]  im  Nullpunkte  gleich-- 
seitig  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  oder  weder  ein  Maxmwn 
socü  ein  Minimum.  iMsst  sich  dagegen  eine  solche  Zahl  n  mit  der 
an (jajebenen  Eigenschaft  nidit  bestimmen,  so  ist  die  Entscheidung 
über  das  Verhalten  der  Function  f(x^  y)  auf  dem  Wege  der  Potenz- 
entwicketung  überhaupt  principiell  nnmif glich.  Es  genügt  hiemach  ^ 
um  aus  der  Function  Gf^{x,  y)  einen  Schluss  auf  die  Function 
f{3^,y)  SU  ziehen,  noch  nicht,  da^is       a  ,  i/)  pfv  deutliches  Vcr^ 
hnlkh  hinsichÜidi  des  Maximums  oder  Miniinuins  zi  itß;  vielmehr 
muss  noch  die  auf  die  Grössenordnung  der  Extreme  von  (*n(x,  y] 
bezügliche  Bt'dn,ijun(i  crfiitlt  sein. 

Wir  werden  die  Jelzlere  Thatsachc  später  schon  au  Bei- 
spielen von  der  denkbar  einfachsten  Beschatienheil  bestätigt 
tmdiMi,  wo  niindirlt  die  Function  f{x,  y)  srfhsf  eine  ganze  rationale 
tunclion  ist  und  wo  einmal  die  aus  den  ersten  n  Dimensionen  zu- 
immmngesetzte  Function  (x,  y)  in  der  Umgebung  des  Null" 
fiuiktes  beständig  positiv  ist^  während  f  {Xf  y)  auch  negativ  werden 
ftoMiy  ein  andermal  hingegen  G^^  (x,  g)  sowohl  positiv  als  negativ 
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wirdf  während  f(x^y]  conslanUs  Vorzeichen  bewahrt  (vgl.  Bei- 
spiel (4)  und  (8)  am  Schluss). 

Durch  den  aufgeslellten  FundamatitalsaU  isi  die  Unter- 
suebung  der  Function  /*  (x,  y)  xurttckgeftthrl  auf  die  Unter- 
suchung der  ganzen  rationalen  Function  {x^  y).  Man  wird 
zunächst  n  s  S  annehmen,  dann  n  »  3  u.  s.  %y.,  und  jedesmal 
die  entsprechende  Function  G^^  [x,  tj)  binstchllich  ihrer  EKlrem- 
werthc  prüfen.  Ist  dann  die  Entscheidunf;  Uber  das  Maximum 
Oller  Minimum  der  Function  f{x,  y)  Uberliaupt  auf  dem  Wege 
der  Poleii/eutwickeluiig  ausführbar,  so  uiuss  man  fi  ülior  oder 
spiiUT  zu  einer  Fuuclion  y)  gelangen,  für  wciclie  j(!ne 

Kxlrcmwerthe  absolut  grösser  als  ein  Ausdruck  a'r"  sind,  und 
diese  Function  lioferl  die  gesuchte  Entscheidunt;. 

Ks  isl  jclzl  (lio  Frn£;e  xu  })cnnlwnrlen :  Wie  kann  man  er- 
kennen, ob  eine  (irenzc  7'  uud  cmr  droNSc  n'  von  iler  Art  v\i- 
sliren ,  dass  aui  jedem  kreis*»  r  <  7'  dio  Exlreniwerllie  einer 
gegebenen  ganzen  rationaUMi  Function  Grades  (a*, 
absolut  grösser  als  a'r^  werden  ?  Und  wie  kann  nian  evenlueii 
dir  Vorzeichen  jener  F^xtreniwerlhe  feststellen  und  damit 
schliesslich  zur  Entscheidung  über  das  Maximum  oder  Minimum 
der  FuDclion  (in(Xf  y)  im  Nullpunkte  konunent  Mit  anderen 
Worten:  Wie  gestaltet  sich  die  Theorie  derMaxima  und  Minima 
für  ^anzc  rationale  Functionen,  auf  deren  Behandlung  der  Fun- 
danientalsatz  das  allgemeine  Problem  zurttck fuhrt? 

Diese  Frage  lUsst  sich,  wie  die  nachfolgende  Untersuchung 
zeigen  wird,  mit  absoluter  Vollständigkeit  beantworten. 

§  «• 

Eomogena  Funetioiien. 

Wir  beginnen  mit  dorn  einfachsten  Falle,  wo  G^^  {x^  y)  ein 
homogener  Ausdruck  n**"  Grades  ist : 

n 

i»  0 

Der  Wim  Iii  einer  solchen  homogenen  F'unction  Mndorl  sich  auf 
jeder  den  .\ulljiunkt  enthaltenden  (ieraden  proportional  der 
Potenz  von  r.    Sind  also  G  und  U  die  Exlremwerlhe  von 
Gn  (j;,  y)  uuf  der  Peripherie  des  Einheitskreisos,  so  sind  GV* 
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ond  G'f^  die  Extremwerthe  auf  einem  beliebigen  Kreise  r. 
Die  Vorxeicfaen  von  G  und  Cr'  kann  man  direot  durch  Zerlegung 
der  Form  in  ihre  linearen  Facloren  erkennen,  zu  deren  Auf- 
findung die  iJfeung  einer  Gleiebung  n**^  Grades  genttgi.  Im 
Voraus  siebt  man,  dass,  wenn  die  Ordnung  n  eine  ungerade  ist, 
G  und  G'  von  Null  verschieden  und  entgegengesetzt  gleich  sein 
mdssen.  da  der  Ausdruck  fi„  ix,  y)  bei  Vertauschung  von  j*,  y 
^v^eii  —  ;7\  —  ff  srin  Voi'/cichcu  Nvecliselt.  Ist  da{;egen  n  eine 
fferculf  Z.ilil,  (liid  .Mii(i  erstens  die  Ijnearfatioren  iniaginür,  so 
kann  die  Form  [ar,  i/j  weder  ihr  Vorzeitlu  ii  sstn-hseln,  noeh 
versehwinden,  sie  ist  riefirut  und  die  KxlrenH»  (i  und  (i'  hnhcu 
cleirlti'  Vorzeiehen:  sind  zweitens  reelle  Liiuiiifacloren  und 
UHucieslens  einer  derselben  in  un£»crader  Ordnung  vorhanden, 
so  nininil  die  Form  (r,  yj  beide  Vorzeichen  an,  sie  ist  tmiefi- 
"If  und  das  Vorzeiclien  von  (i'  ist  dem  von  (I  entj^egenf^csetzl ; 
irelen  endlich  drittens  reelle  Linearfartoren  zwar  auf,  aber  jeder 
nur  in  gerader  Ordnung,  so  kann  die  Form  (*„  {x^  y)  zwar  ver- 
schwinden, aber  nicht  das  Zeichen  wechseln,  sie  ist  semidefinU 
und  eins  der  K\lreme  G  und  G'  ist  gleich  Null. 

In  allen  Fttilen,  mit  Ausnahme  des  letzten,  ist  eine  positive 
IM  u  so  bestimmbar,  dass  auf  jedem  beliebigen  Kreise  r  die 
Eztremwerthe  der  Function  Gf^[x^  y),  ntfmlich  Gr^  und  GV*^, 
absolut  grösser  als  oV**  werden ;  man  braucht  ja  nur  a'  kleiner 
als  die  absoluten  Wertbe  von  G  und  G'  ansunehmen.  In  allen 
jenen  Fällen  findet  daher  an  der  Stelle  (0,  0)  auf  genügend 
daUliche  Weise  (im  vorher  prflcisirten  Sinne  des  Wortes)  ent- 
weder ein  Maximum  oder  ein  Minimum  der  Function  G^  (x,  y) 
oder  keins  von  beiden  statt,  worüber  die  Vorxeichen  der  Ex- 
treme (f'  und  G'  entscheiden.  Welches  diese  Vorzeichen  sind, 
bl  jedesmal  leicht  aus  den  Liuearfactoren  erkennbar:  denn  wenn 
die  Form  //)  indefinit  ist,  so  sind  die  Vorzeichen  enlue^en- 

iiesetzl,  und  wenn  sie  deHnit  ist.  stimmen  sie  uiUei  eitiander 
und  inil  dem  Vorzeichen  der  Form  G„  [x,  seihst  fllr  irgend 
ein  specielles  Werthupaar  von  x,  y  überein.  In  deru  l  alle  end- 
lirh,  wo  reede  Lincarfacloren  vorhanden  sind,  aber  jeder  nur 
in  gerader  Ordnuniz,  tritt  an  der  Stelle  (0,  0)  weder  ein  Maxi- 
mum noch  ein  Miniuium  der  Form  G„  [x,  y)  ein,  da  diesellx»  in 
der  Umgebung  zwar  nicht  beide  ViU'zeiehen  erhalten,  wohl  aber 
verschwinden  kann.  Eine  (irösse  a'  mit  der  verlangten  Eigen- 
schaft existirt  in  diesem  Falle  nicht. 
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Die  Zerlegung  der  Function  G,|(.r,  y)  in  Linearfaetoren, 
welche  die  Ltfsung  einer  Gleichung  Grades  erfordert ,  ist 
übrigens  nicht  unbedingt  nothwendig,  sondern  man  kann  auch 
durch  elementare  algebraische  Operationen  xum  Ziel  gelangen. 

Zunächst  n&mlich  wird  man  nach  bekannter  Methode  durch 
Absonderung  der  etwaigen  vielfiaichen  Factoren  die  Function 
6'„  (ic,  y)  auf  die  Form  bringen : 

wo  allgemein  tp^  das  einfache  Product  aller  der  Linearfecloren 

bezeichnol,  welche  in  der  x*®"  Ordnuni;  enthüll  (sodass  also, 
wenn  l*.ciii  1  atior  dieser  Ordniiui^  vorküinml,  i}'.^  eino  hlossf 
Constantc  ist,  und  im  Besondern  die  Function  sich  .luf  i/^, 
reducirl,  wenn  sie  nur  einfache  Factoren  hesitztl.  Vermittelst 
des  Slurrn'scheu  Satzes  lltsst  sich  dann  weiter  für  jodr  der 
Funcli  neu  ,  ...  enlscheideu ,  ob  sich  unter  ihren  Liueiii- 
faclureu  reelle  beiluden  oder  nicht;  wornuf  man,  da  man  auch 
die  Exponenten  m ,  ...  kennt,  die  vorher  aQgegebeaen  SäUtc 
unmittelbar  anwenden  kann. 

Die  eben  skiszirte  Theorie  der  i^anzen  homogenen  Func- 
tionen liefert  uns  auf  Grund  des  Fundamentallheorems  für  die 
allgemeine  Theorie  des  Maximums  und  Minimums  beliebiger 
Functionen  den  bekannten  Satz : 

»Sind  in  der  ßrUwickehmg  der  Function  f  {x^  y)  nach  Fotm- 
%en  von  a?,  y  alle  Glieder  bis  (n  —  4)^'  Dimension  identisch 
gleich  Nuü^  während  die  Glieder  n^  Dimension  eine  Form  G^  {x,  y) 
bilden^  und  ist  erstens  Gf^  (x,  y)  indefinit  [was  bei  ungeradem  n 
inmer  der  Fall  ist),  so  findet  an  der  Stelle  (0,  0)  toeder  ein  Maxi- 
inum  nocA  ein  Minimum  der  Function  f[a:,  y)  sUiU\  ist  isweitens 
(in  (^r  y)  definitj  so  tritl  je  nach  dem  Vorzeichen  dieser  Form  ein 
Maximum  oder  Minimum  twi  f{x,  //  ein;  ist  endlich  Gni^y  y) 
semidcfimt,  so  lässl  sich  das  Verhallen  dei'  Function  f{x,  y)  aus 
dem  Verhalten  von  ^„(x,  y)  überhaupt  nicht  erkennen, 


1)  Der  Beweis  diost's  hoknnnten  Sntzcs  wird  hUiiHg  auf  Betrachtungen 
gegründpt.  dcriM»  i  uhterhaftigkeit  wir  im  Anfaiipt'  dieses  Aufsatzes  nach- 
gewiesen haben.  Herr  l*cano  gieht,  um  tlcn  gcwojinlichon  Fehler  zu  ver- 
fucidcut  einen  Beweis  (p.  197),  welcher  auf  demselben  Grundgedanken  w  ie 
der  ttosrige  beruht.  Es  scheiDi  mir  indes,  dass  dieser  Beiweis  viel  lu  um- 
ständlich ist,  wofern  man  bei  dem  einzelnen  Satze  stehen  bleiben  und  den- 
selben nicht  vielmehr  bloss  als  Bestandtbeil  einer  umfassenderen  Theorie 
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§'• 

Kicht  Äomo^^eae  Fanctioneii. 

Es  sei  nun  ^ini-v,  y)  ein  bolicbigcr  (nicht  lionioiioner)  Aus- 
(Inifk  Gnides  ohne  constantes  Glied.  Die  Frii^o,  oU  itii 
Nullj>imkte  ein  Miriimuin  oder  ein  Maximum  von  d',,  {.r,  y)  slalt- 
hndet.  d.  h.  oh  in  der  UnigohunL:  desselben  //)  iü>er;»il 

dasselbe  Vor/.eiehen  hat.  ist  dann  ollen  bar  gleichbedeutend  mit 
der  Frai:e.  ob  die  aluebraiselio  Ciirve  ^„  (t',  //)  =  0  im  Null- 
punkte einen  isoiirlen  Punkt  besitzt,  oder  nicht.  Hierdurch  wird 
der  Gedanke  nahe  gelegt,  die  bei  der  Discussion  der  Singulari- 
täten algebraischer  Curven  gebräuchlichen  Metboden  auf  unsern 
Fäll  anruwendcn.  In  der  That  werden  uns  jene  Methoden  von 
wesenllicbeni  Nutzen  sein;  denn  wir  werden  vermittelst  der- 
selben die  Discussion  der  Function     (o;,  y]  auf  die  Discussion 

•osehen  will.  Hat  man  nur  Jonen  einen  Satz  im  Augo,  so  lUssl  sich  tr  r  Be- 
weis (für  beliebig;  viele  Variabeln  x,  y,  s,  .)  wohl  am  kürzesten  dadurch 
fuhren  fnan  in  der  Entwickelung  der  Kuncllon  fr,  y,  r,  . .  .)  schon 

für  d;i>  ijiied  nt^^r  Ordnung  (nicht  erst  für  das  nackstej  die  Lagrange'scbe 
Re«^lform  eiuluiirt.   Es  wird  dann  nämlich 

wo  G«(äF,  Vt . . .)  eine  Form  Grades  ist,  deren  Coefflcienten  nicht,  wie 
diejenigen  von  G„  {x,  y,  . ..)  aus  den  ntea  partiellen  Ableitungen  der  Funo 

Hon  f  r.  II.  ..  .  für  dir  Argumente  0,  0,  ... ,  sondern  ans  den  entsprochen- 
den Ableitun^t'u  für  die  Argumente  9-x,  9y,  ...  (0  <  *  <  <)  zusammen- 

einsetzt  sind.  Man  erkennt  nun  leiehl,  dass,  so  lange  r,  d.  i.  4-  y'  ••• 
und  j^Icichzoitiii  die  Grossen  d-x,  d^y,  ...  unterhalb  einer  gewissen 

(Ir^nze  '/  bloihen,  die  Form  G„fr,  ;/ .  .  .  .'•  dofinit  oder  indefinit  ist,  je- 
n;«cbdetu  die  l  urui  0„  {x,  y,  . . deliuit  oder  indefinit  ist.  Denn  die  beiden 
eitremenWerthe,  welche  eine  Form  nt«r  Ordnung  mit  unbestimmten  Coefli- 
cteoten  annimmt,  wenn  man  ihre  Argumente  y,  ...  der  Bedingung 
I  unterwirft,  sind  offenbar  stetige  (algebraische)  Functionen 
jener  Coefflcienten  ;  und  da  diese  Extremwerlhe  für  die  rorm  G„{x,  y, ...), 
Tills  dieselbe  enlwetlor  definil  oder  indefinit  nur  nicht  semidefinit^  ist, 
]>eulo  von  Null  verscl)ieden  sind,  werden  ^i»>  hei  «Jtcnügend  kleinen  Ver- 
äiiideiuugen  der  Coefficienten  der  i  orni,  d.  Ii.  wolem  wir  die.'»e  in  die  l'orm 

G^  [X,  y,  . . .]  übergehen  lassen)  hei  genügend  kloinen  \\  erthen  von  .>x, 
Sy,  ..  .  ihre  Vorzeiclien  meld  weeliselii.  —  Ks  tindet  daher  an  der  Stelle 

0,  0,  ..  .)  ein  Maximum  oder  Mimmutn  der  Function  <i„(.r,  y,  . . .)  (d.  h.  der 
Fimction  fix,  y,  . . .})  oder  weder  das  eine  nocb  das  andere  statt,  je  nach- 
dem die  Form  0«  {x,  y,  . . .)  deflnit  und  entweder  negativ  oder  positiv,  oder 
iadeflnit  Ist.  W.  s.  b.  w. 
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einer  Reihe  homogener  Functionen  reduciren  und  so  mr  voll- 
ständigen Beantwortung  nicht  nur  der  Frage  nach  dem  Muxi- 
mum  oder  Minimum  von  Gf^{Xyy),  sondern  auch  der  Frage  nach 
der  Existenz  eines  Ausdrucks  ar*  gelangen,  welcher  für  alle 
{genügend  kleinen  Werthe  von  r  kleiner  sein  soll,  als  die  abso- 
luten Beträge  der  dem  Badius  r  entsprechenden  fixtremwerihe 
von6\(ar,j^). 

4.  Um  uns  zun<icl)sl  Uber  die  verschiedenen  Möj^lichkeileii, 
welche  in  dein  Verhalten  dcv  Funclion  ^t'„(.r,  y)  auflrolL'u  kön- 
nen, zu  **i  ienfiren,  Losen  wir  einen  kleinen  Kreis  /•  ins  Aiit:e 
nnd  suchen  .mt  deinsclhen  diojenii^en  beiden  Stellen,  an  w  ri- 
ehen die  Funetii»n  (J^^  (a;,  ;/)  ihren  grösslen  nnd  ihren  kieiiibleD 
Werth  annininit.  Miui  lindcl  dieselben  bckaDnUich,  iüdeui  luim 
die  drei  Oleichuu^en : 

(ix  ' 

A,,-o, 

a;*  -t-      =  r* 

nach  z-,  y  und  l  auflöst.  Durch  Elimination  von  iL  aus  den 
beiden  ersten  Gleichungen  entsteht  die  Gleichung  n^'^  Grades 

Dieselbe  nuiss  für  alle  Werlhe  von  x  und  y  bclriedigl  werden, 
welche  tlen  Steilen  der  exlrenien  Werthe  von  (i„  (ii*,  ?/)  auf  izanz 
beliebigen  Kreisen  r  entsprechen.  Ks  liegen  daher  alle  jene 
l'Alrenistellen  auf  der  durch  die  Gleichung  (1)  dofinirlcn  alge- 
braischen Curve.  Nun  ist  aus  der  Theorie  der  algebraischen 
Functionen  bekannt,  dass  jeder  den  Nullpunkt  enthallende 
Zweig  einer  algebraischen  Curve  n^^  Ordnung  si(  Ii  in  der  Um- 
gebung dos  Nullpunktes  durch  eine  unabhängige  Variable  x 
in  der  Form : 


darstellen  liissl ;  und  zwar  kann  die  Darstellung,  welche  auf 
unendlich  viele  Arten  möglich  ist.  immer  so  eingerichtet  werden, 
dass  in  j^nler  der  beiden  Keiheii  der  erste  von  Null  verschiedene 
Coüflicienl  (falls  ein  solcher  überhaupt  exislirl)  höchstens  den 
Iudex  n  hat.  Ks  sind  also  auch  diejenigen  beiden  den  Muüpunkt 
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eothaltenden  Zweige  der  algebraischen  Gurve  (4),  deren  Schnitt- 
punkle  mit  jedem  Kreise  von  hinreichend  kleinem  Radius  r  die 
Stellen  liefern,  welche  den  extremen  Wertben  von  Of^{Xy  y) 
auf  diesem  Kreise  entsprechen,  in  der  Form  (3J  durch  einen 
aoabhangigen  Parameter  x  darstellbar,  so  lange  wenigsions,  als 
<s  sich  nur  um  die  unmittelbare  Umgebung  des  Nullpunktes, 
d.  b.  um  £;cnUgcnd  kleine  Werthe  von  x  handelt.  Wir  wollen 
jene  Zweige  kurz  dio  beide»  Kxlremcurven  der  Function  G„(x,  y) 
nennen. 

Vis  isl  jcM/l  «Irr  Fiill,  wo  'ausser  etwa  ftlr  vcmn/fUc  \Vei'(h<» 
Min  /  die  Exlrtinwerlhe  von  ^»„(.t,  y)  beide  von  ISull  verschie- 
den sind,  von  dem  andern,  wo  einer  derselben  bestUndi^;  gleich 
>*uii  isl,  ZM  trennen.  Sind  beide  Exlrefuwerlhe  von  .Null  ver- 
M-hicden,  so  wird  der  A-usdruck  ^'^  [ar,  t/],  fnlls  man  für  x  und  y 
die  einer  Extrenicurvc  entsprechenden  Reihen  (8)  einsetzt,  mit 
«Her  Potenz  ytx"*  beginnen,  welche  für  genügend  kleine 
Werthe  von  x  sowohl  das  Vorzeichen  als  auch  die  Ordnung  der 
Kteinheii  des  ganzen  Ausdrucks  bestimmt.  Diese  Ordnung  ist 

die  «I**,  wofern  man  x  als  Grösse  erster  Ordnung,  und  die 

wofern  man  r  als  Grösse  erster  Ordnung  betrachtet  und  nn't 
den  niedrig^ten  in  den  Reihen  (2)  wirklwh  vürkommenden  Ex- 
ponenten von  X  bezeichnet.  Die  Zahl  (i  ist»  wie  schon  erwähnt, 
bei  geeigneter  Wahl  der  Parameterdarstellung  (2)  höchstens 
gleich  n.  Entsprechende  Grüssen  Ä%  m  und  /i'  erhttit  man  für 
die  zweite  Extremcurve.  Sind  nun  die  Zahlen  m  und  m'  nicht 
beide  gerade,  so  kann  von  einem  Minimum  oder  Maximum  der 
Function  G„      y)  im  Nullpunkte  keinenfalls  die  Rede  sein,  da 
die  Function  dann  jedenfalls  auf  einer  Extremcurve  das  Vor- 
teirhen  mit  x  wechselt.    Das  Gleiche  gilt,  wenn  zwar  m  nntl 
w' genide  Zahlen  sind,  A  und  /faber  enlgeizengeseUte  Vor- 
loirhon  lia!)en,  da  alsdann  auch  dio  l'unclion  (i^^  (,7\  y)  auf  den 
'•fulun  Kxtreincnrven  veischiedene  Vorzeichen  aufweist.  Ist 
euUlich  tu  und  ni'  gerade  und  zugleich  A  von  trieirhem  \  ur- 
Mii'hen  mit  .1',  so  iritl  ein  Maximum  oder  Minimum  dt-r  1  iinc- 
lion      (ic,  y)  ein,  je  nachdem  dieses  Vorzeichen  das  positive 
wier  das  negative  ist.    In  allen  drei  Fällen  liisst  sich  otienbar 
eine  GrOsse  a  und  eine  obere  Grenze  g  des  Radiusveetor  r  so 
Wiuunen,  dass  fUr  r  <  y  die  Werthe  von  (ß^  ur,  y)  auf  beiden 
iuilremcurven  ttberaü  absolut  grösser  als  a'r^  werden,  wo  mit 
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pdic  i^rössero  der  beideu  Zahlen  —  und  ~  h»o/,i'ichnet  isl,  und 

zwar  isl  dieser  Exponent  p  (der  aber  aatUrlicli  niclitoothweodig; 
eine  gaose  Zahl  zu  seio  braucht)  zugleich  der  kleinste,  für  wel- 
chen ein  Ausdruck  arP  mit  der  angegebenen  Eigenschaft  exJslirt. 

Ist  dagegen  der  Werth  von  (i„  (.r,  y)  auf  einer  der  beiden 
Bxtreincurven  beständig  gleich  Muli»  so  findet  selbst verständlicli 
kein  Maximum  oder  Minimum  im  Nullpunkte  statt,  und  nocli 
weniger  giebt  es  einen  Ausdruck  ar^  von  der  eben  verlangten 
Art.  Dieser  l  all  kann  aber  nur  dauii  eiutrelcn,  vsenn  die  Fune- 
lioii  <tn{Xj  y]  einen  quadraf Ischen  Factor  enthält^  durcli  «Icsscii 
iNuUselzen  eine  den  NullpunkL  ciiliiallende  reelle  Dü|)j>eIeurvo 
delinirt  wird,  da  sonst  iriil  dem  Verhcliwiuden  der  Funelion 
Ci^  (x,  y)  beim  Fortgange  auf  irgend  einem  Kreise  /  ein  /eiclien- 
wechsel  verbunden  sein  uiUssle.  Nun  kann  nian  sieh  allemal 
im  Voraus  durch  elementaralgebraische  Operationen  GewIsslieiL 
hinsichtlich  der  Fxistenz  (juadralischer  Factoren  überhaupt  ver- 
schafTen.  Wir  wollen  daher  in  der  Folge  der  F^infachheil  wegen 
annehmen,  dass  die  Function  y)  solche  (|uadratische  Fac- 

toren, durch  welche  ree//e  Doppelcurven  definirt  würden,  jeden- 
falls nieht  enthttlL 

Unter  dieser  Voraussetzung,  deren  Eintreffen  man  bei  jedem 
einzelnen  Beispiele  in  erster  Linie  zu  prüfen  haben  wird,  giebt 
es,  den  vorher  angestellten  Ueberlegungen  zufolge,  immer  eine 
kleinste  Zahl  p,  zu  welcher  sich  eine  Constante  a  und  eine 
obere  Grenze  q  des  Kadius  /•  su  besliuinien  Uissl,  dass  auf  j»"(leuj 
Kreise  r  <  //  beide  Kxtremwerthe  der  Function  ('^,^  (./•,  //)  absolut 
grosser  als  n'r^  werden:  und  zwar  di  ii(  kt  jene  Zahl  p  (wenn 
man  die  Oidnnnu  von  /•  als  Ivinlieit  niinml)  die  Ordnung  der 
Kleinheit  der  Fuuction  0'„(t  ,  >/)  auf  derjenigen  fler  beiden  Ex- 
tremcurven  aus,  auf  welcher  diese  (3rdnung  die  höhere  ist.  Isl 
p  hiiehstens  gletrh  /?.  so  isl  <{ r^'  fiii"  kleine  v  nieht  kleiner  als 
a'r",  die  beiden  Extremwerlhe  von  (^^[x^  y)  sind  daher  sicher 
auch  absolut  grosser  als  ar^ ;  ist  dagegen  p  grösser  als  fi,  so  wird 
fttr  kleine  r  mindestens  einer  der  Extrerawerthe  von  ^„  absolut 
kleiner  als  a  r",  wie  auch  die  Constante  »gewählt  werden  mag; 
denn  p  ist  der  kleinste  Exponent,  für  welchen  die  I^xtremwerthe 
absolut  noch  grosser  als  ein  Ausdruck  a'rP  bleiben.  Je  nach 
dem  Verhalten  auf  beiden  Extremcurven  tritt  im  Nullpunkte 
ein  Maximum  oder  ein  Minimum  der  Function  (?„  (a?,  y)  oder 
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weder  eins  noch  das  andere  ein.  Indessen  isl  nach  unserem 
Fondamentaltiieorein  die  Function  ;/)  für  eine  Function 

f(^t  y)i  aus  deren  Eniwickeiungsgliedera  4 bis  n*"  Ordnung 
sie  besteht ^  biiisiclulirh  des  Maximums  oder  Minimunis  nur 
danu  niassgebend,  wenn  der  cbarakleristiscbe  Exponenl  p 
bikrhstens  gleich  n  ist. 

5.  Wollte  iiiiin  im  einzelnen  Falle  die  Function  ^t-,  y) 
.Uli  *iein  W'pfjro ,  welchen  die  vorsiehenden  allgeiueiiieii  Uebor- 
ltt;vir»i;oM  i^piioniinen  haben,  discutiren.  so  müssle  man  die 
rot-flirtciiten  in  den  Reilien  (2)  wirklich  l>er<'rhnen  und  alsdann 
»iiese  Hcihen  in  die  Function  G„  (.t,  y)  eins(»iz<?n.  Fin  solches 
Verfahren  wäre,  da  jene  Cocfficienten  von  unübersichtlichen 
Oleii'hungcn  höheren  Grades  abhängen,  iiussersl  schwerfällig. 
Nun  l^ssi  sich  aber  ein  Algorithmus  aufstellen,  der  aus  lauter 
elementaren  Operationen  besteht  und  indireet  schliesslich  zu 
demselben  Ziele  fuhrt ,  welches  hei  den  vorstehenden  Ueber- 
legungen  direct  ins  Auge  gefasst  wurde.  Dieser  Algorilhnuis 
ist  in  seinen  wesentlichen  Zügen  als  Newton- Gramer 'sehe 
Reget  aus  der  Theorie  der  Singularitäten  algebraischer  Gurven 
Isingst  bekannt. 

Der  Grundgedanke,  durch  welchen  man  zu  diesem  Algo- 
rithmus hingeleitet  wird,  ist  folgender:  Man  denke  sich  zunächst 
die  Reihen  {i)  mit  ihren  unbestimmten  Goi^fficienten  a^^a^y, 
b^,  6,,...  in  die  Function  G^{arj  y]  eingesetzt  und  diese  nach 
Potenzen  von  x  entwickelt.  Dann  nehme  man  für  die  CoiSffi- 
cienten  «lle  tlberhaupt  möglichen  Werlhe 

M\  und  untersjiche  jedesmal  die  niedrii;ste  in  der  Fntwickelung 
von  yj  auftretcinde  Potenz  von  /,.  Jedes  System  von  Werthen 
dert  o<  liicienten  (i,,  a,,  . . . ,  6,,  6^, . . .  stellt  eine bestinunteCairve 
dar,  und  die  niedrigste  Polenz  S(in  x  charaklci  isirl  jedesmal  das 
Verhallen  der  Function  (f„(;r,  .yi  auf  derselbeu  liinsiclilin  ii  <it;s 
Maximums  oder  Mininnims.  Unter  den  unendlich  vielen  Curven 
kommen  dann  jedenfalls  auch  dio  Ix  idcn  l.vlreineurven  vor, 
welche dieendgülllgoF^nlscheidungder  iieslelllen  i  ragen  lielern; 
die  Üiscussion  derselben  wird  daher  in  der  Discussion  aller 
Uberhaupt  möglichen  Curven  impiioite  erhalten  sein. 

Ks  last  sich  aber  weiter  zeigen,  doss  man  auf  diesem  Wege 
jedesmal  schon  durch  eine  end/tdite  Anzahl  einzelner  Untersuch- 
ungeo  zu  sicherer  Entscheidung  gelangen  kann. 

Man  erkennt  dies  am  besten,  wenn  man  die  Form  der  Reihen 
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(2)  von  Anfang  an  noch  hescbranki.  Jede  beliebige  Einschränkung 
nämlich  ist  für  onsern  Zweck  salüssigy  sobald  nur  die  Gewiss— 
heU  vorliegt»  dass  durch  dieselbe  keine  der  beiden  Extremcurven 
ausgeschlossen  wird.  Nun  IXssl  sich  jeder  Zweig  einer  algebr»^ 
ischenCurve  Ordnung,  welche  den  Nullpunkl  enthüll,  immer 
durch  Gleicbu  Ilgen  von  der  Form 

fx  =  a„  x", 

ausdrucken,  wo  sowohl  «  als  ancii  der  Index  des  ersten  von 
Xnll  verschiedenen  Coi'fficienlen  bß  (falls  ein  solcher  überhaupt 
existirt)  höchstens  gleich  u  ist.  Unter  den  Curven  von  der  Form 

(3)  müssen  daher  nolhwendig  auch  die  beiden  unhekannlen  Ex- 
tremcurven enthalten  sein. 

Enthält  nun,  wie  wir  angenommen  haben,  die  Function 
^'n  i-^'y  y)  l^ciü^D  quadratischen  Factor,  dessen  NullsetKung  eine 
reelle  Doppelcurve  definirt,  so  beginnen  die  den  beiden  Ex- 
tremcurven (3)  entsprechenden  Enlwlckelungen  von  G,^  (:/-,  y) 
mit  Potenzen  Az^y  resp.  il'x*'*'.  In  die  Goerficlenten  A  uml  Ä 
dieser  Polenzen  ktfnnen  die  Grossen  6  jedenfalls  höchstens  bis 
zum  Index  w,  resp.  m'  eingehen.  Es  wird  daher,  um  das  Ver- 
hallen der  Function  ^/'^(.t,  y.  in  der  l'm|?ehunji  des  Nullpunktes 
und  specit'll  auf  ihren  beiden  Kxtretnciirvcn  zu  erkennen,  ge- 
nügen, dass  man.  unter  3/  die  grossic  der  Zahlen  ///  un(i  ni  ver- 
stunden, nach  Einführung  der  unbeslimnUcQ  Heilien 

in  die  Function  0^  x,  y)  nur  den  ersten  Jf  Grössen  6^,  h^,  ... 

alle  möglichen  Werthe  giehl:  denn  die  Werl  he  der  folgenden 
sind  ohne  Kinfliiss  aul  das  Verhallen  der  Function.  Nun  keiuU 
man  allerdings  (lic  Zafil  M  niclil  im  Voraus  ;  dieselbe  ergieblsich 
indessen  im  Laufe  d«  i  l  lüei  snchungen  von  selbst.  Denn  für 
bülicliig  ant^cuumnu  iK*  \Vei-(lie  einer  gewissen  Anzahl  \on  f'ol^f- 
(ictenten  6  kann  man .  w  ifMit  dei-  l'olge  ansltiln  lirli  gezeigt  werden 
soll,  jedesmal  entscli*'i<l(  ii,  ol»  die  fiiilieren  (;<M'riicienlen  noch 
EinHiissauf  das  erste  Glied  dei*  iMilwiekeliing  von  f/j  haben 

können,  oder  nicht;  zieht  man  also  der  Heilie  nacli  iuimer  mehr 
Coi'fticienlen  h  in  Heiracht,  so  erkennt  man  den  Moment,  wo  die 
Zahl  ^f  erreicht  ist,  ganz  genau. 

Durch  die  vorangehende  Ueberlegung  sollte  zunächst  nur 
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nachgewiesen  werden ,  daas  nun  schliessHcb  immer  zu  einer 
Zebl  Jf  mil  der  Eigenschaft  gelangen  muss,  dass  die  Gofifficienten ' 

6jv+,,  bßi+i,  • .  •  fttr  die  Benrthetlung  des  Verhaltens  von  (x,  y) 
auf  den  beiden  Exlremcurveii  imwosentlich  sind. 

3.  Wir  gehen  jelzl  <ht/.u  über,  d.is  in  den  (ti  inulzUgen  an- 
gedeutete Verfahren  schrittweise  int  binzeluen  durchzuführen. 

Setzt  mau  nach  (3) 

a;  a=  x", 

y  «d^x/^  +  ft/^-^tx/^-»-«  +  ... 

und  lässt  die  Golffficienten  unbestimmt,  während  man 

den  Zahlen  a  und  fi  irgend  welche  Werthe  giebt,  so  werden  im 
Allgemeinen  nicht  alle  Glieder  der  Function  G^{x,  y)  bei  der 
EntWickelung  nach  x  Beitrüge  zu  der  niedrigsten  Potenz  liefern. 

Man  gewinnt  einen  Ueberbück  über  die  verschiedenen  möglichen 
tdlle  verniiltdsl  drr  Newton -Ci  ;i  ine r'srhen  Regel. 

Es  sei  niiudich  y^*  ein  Polenzausciruck  mit  unbeslimmlen 
F\f)Mnt'nteu  ^,  ry;  wir  fragen  zunUchst  nach  deu  silmmtlicheu 
V\  iditen     ry,  welche  denselben,  wenn  darin 

gesetsi  wird,  in  eine  gegebene  Potenz  x"*  verwandeln.  Offenbar 
haben  diese  Eigenschaft  alle  diejenigen  Zahlen  f ,  t/,  welche  der 
Gleichung 

genügen,  und  nur  diese.  Deuiin  wir  $  und  »;  als  rechlwinkliue 
Coordinaten  eines  Punktes,  so  definirl  jene»  (ileiclmnL'  eineeerade 
Linie,  welche,  wofern  er,  ß.  in  positive  Zalden  sind,  sownlil  die 
i:-  \Mi"  (Ije  »  -Axo  i\u(  der  pusUiven  Seile  sehiieid*  i  .  bixirt  man 
einen  beiiehigon  Punkt  '^t;^  im  Inno)!  des  von  jener  Geraden 
und  den  Axen  ^  und  f^eiiiidclcn  Di  eiecks,  so  ist  für  denselben 
immer  a§  -h  ßq  kleiner  als  d.  h.  .t^  y''  wird  durch  die  Sub- 
stilntionen  (4)  einer  niedrigeren  als  der  m^"  Potenz  von  x  gleich ; 
noigekehrt  wird  für  jeden,  ausserhalb  des  Dreiecks  in  dem  von 
der  -4-  und  der  -4-  );-Axe  gebildeten  Winkel  gelegenen 
Pimkt  a$  -f-  1}  grösser  als  m,  d,h,  sc^  wird  einer  höheren 
als  der  m^*  Poteni  von  x  gleich. 

Wir  denken  uns  nun  sHmmtliche,  den  einzelnen  Gliedern 
if9  des  Ausdrucks  G,|  (er,  y]  entsprechende  Punkte  §if  con- 
stmin  und  fixiren  von  diesen  Punkten  (die  süromtlich  swischen 
(oder  auf)  der  +  f-  und  der  +  i/-Axe  liegen)  zunächst  den- 
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jenigen,  welcher  der  i^-Axe  am  jaüehsien  (resp.  auf  derselben) 
liegt,  und,  falls  deren  mehrere  exisUren,  speeiell  demjenigen , 
welcher  die  kleinste  Ordinate  i}  bat.  Uro  diesen  Punkt  drehen 
wir  eine  gerade  Linie  aus  einer  durch  die  negative  i^^Axe  be- 
stimmten Anlangslage  gegen  die  Richtung  der  positiven  Axe 
hin,  bis  sie  einen  der  Übrigen  Punkto  (P^)  trifft  (oder  gleich- 
zeitig mehrere,  in  welchem  Falle  unter     der  am  weitesten  von 
l\  entferute  zu  verstehen  ist)  und  verbinden  P^  mit  P,  durch 
eine  Gerade.   Hierauf  drehen  wir  die  beweiiliclie  Linie  in  dem- 
selben Sinne  so  lange  um  den  Punkt  P,,  bis  sie  einen  <ler 
übriiücn  Tiuikle  (P,)  tiilM    wobei,  wenn  t^Ieichzeilitt  nu'hrcre 
fietrofl'en  werden,  wiederuni  uiUer  P,  der  am  weilesttMi  von 
enUenUe  verstanden  woden  soll  und  /tehen  die  Gerade  P^  P^. 
Dies  ist  so  lange  lortzuselzen,  bis   ii  i  «Miiiio  der  Punkte  P  ov- 
reicUl  ist,  woleher  der  £-Axeain  niieiisien  (resp.  aul  derselh<»n) 
liegt  und,  falls  mehrere  sol(  lie  existiren,  unter  diesen  zugleirb 
die  kleinste  Abseisse  ^  liat.   Auf  diese  Weise  entsteht  eine  aus 
geradlinigen  Stücken  besiehende  Curve  C,  deren  convexe  Seite 
gegen  den  Anfangspunkt  des  Coordinatensysiems  gerichtet  ist. 

Nimmt  man  nun  in  den  Reihen  (3)  für  a  und  ß  irgend  welche 
bestimmte  Zahlen  an,  während  die  Goljfficienten  a  und  b  noch 
unbestimmt  bleiben  sollen,  so  rührt  die  niedrigste  Potens  von 
X  in  der  Entwickelung  der  Function  6„  [o?,  y)  auf  den  Gurven  (3) 
zunächst  nur  von  den  Substitutionen  (csa^x^,  y  =  xfi 
her.  Es  können  femer  zu  dieser  niedrigsten  Poteni  immer  nur 
solche  Glieder  von  (i„  (.t,  y)  beitragen ,  deren  entsprechende 
Punkte  Pauf  der  Curve  C  liegen.  Denn  ist  P„  =  (^t,/,  J  ein  be- 
liebitier  jener  Punkte,  der  nielil  auf  C  lie^l,  so  bildet,  wie  wir 
gesehen  iiabcn,  die  durch  P^  gelej^te  Gerade 

mit  der  ^-  und  der  i]-Axe  ein  Dreieek  von  der  Besi  h.itlenheil, 
dass  jedes  Glied  ff^  y''^  dessen  Exponenten  einem  iniifn  n  Punkte 
des  Dreiecks  entsproelien,  eine  niedrigere  Polenz  von  /  lieHu  t,  als 
das  dem  Punkte  P„  seihst  entsprechende  (died;  liedeukl  man 
aber,  dass  die  durch  P^  j^elegte  Gerade  (da  a  wie  positiv  ist) 
sowohl  die  ;^*-Axe  als  die  /^-Axe  auf  der  positiven  Seile  triflX,  so 
Uberzeu|2t  man  sich  durch  den  Aui^enschcin  leicht  davon,  dass 
von  den  auf  der  Gurvo  C  i^elegenen  Punkten  P  immer  mindestens 
einer  ein  innerer  Punkt  des  betrachteten  Dreiecks  ist.  —  Aber 
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aacb  von  denjenigen  Gliedern  der  Function  G„  (er,  y]^  welclien 
Ftealt«  auf  der  Gurve  C  enisprechen,  können  nicht  alle  gkich-^ 
Kiiig  Beitrüge  lu  der  niedrigsten  Potenz  von  x  liefern;  vielmehr 
betbeiligen  sich  daran,  je  nach  der  Wahl  der  Zahlen  er  und  ßj 
eolweder  mir  ein  einziger  der  vorher  mit  P,,  I\,  P.,,  ...  I)e- 
leiebneten  ikkpunklc,  oder  doch  höchstens  die  (Jcsanuiilheit 
dlier  derjenigen  Punkte,  welche  auf  einer  unti  (itJi.si  llK  ii  in  der 
Curve  Cenlhallcnon  Geniden  liegen.  Denn  verbindet  man  irgend 
n\(M  nicht  niif  (!ersel()en  Geraden  helindliche  Curvenpnnkte 
P\m\  l^)  inil  i'inainlcf,  so  enlsU^ht  wiederum  ein  Dreieck,  in 
iit^n  Innerem  das  izanze  Slüek  der  Curve  C  von  P  I>is  K  ver- 
lauft; und  da  dieses  CurvenstUck  sicher  einen  Eckpunkt  cnthlilt, 
d.  h.  einen  Punkt,  dem  ein  Glied  der  Function  G^^  entspricht, 
so  hat  man  für  dieses  Glied  wiederum  eine  niedrigere  Polenz 
von  X,  als  für  die  den  Punkten  P  and  K  entsprechenden 
dHieder. 

Andrerseits  betheiligt  sich,  wie  sogleich  gezeigt  werden  soll, 
jeder  beliebige  Eekpnnkt  von  C  und  jede  beliebige  in  0  enthal- 
Mne  Gorade  bei  richtiger  Wahl  der  Zahlen  er  und  ß  anoh  wirk- 
lieh  an  der  niedrigsten  Potenz  von  x  in  der  Entwickelung  von 
^«  l^'y  y]  t  und  zwar  kann  man  nach  Belieben  bewirken ,  dass 
<)iew  niedrigste  Potenz  nur  von  einem  einzigen  (einem  Eckpunkte 
eDts|)rechenden)  Gliede  herrührt,  oder  aus  mehreren  (einer 
Geraden  entsprechenden)  Gliedern  zusammengesetzt  ist. 

4.  Wir  zielien  zunächst  einen  beliebigen  Eclxpiinkl  (oder  auch 
einender  beiden  hndpunkte)  der  Curve  C  in  Helracht  und  legen 
tiurcli  denselben  irgend  eine  Gerade,  welche  sowohl  die  positive 
£-Axe  als  die  positive  i^-Axe  schueidet  und  zugleich  zwisclien 
diesen  beiden  Schnittpunkten  niemals  anf  die  conwive  Seite  der 
Curve  C  übertritt.  Isl  ce^  ^  ßr^  =  y  (\\c  Gk  ichuni:  einer  solchen 
Geraden,  wobei  ofTenl)aj'  in  Anbetraciil  des  Spielraums,  den  wir 
derselben  gelassen  haben,  fllr  a  und  ß  (junze  positive  Zahlen 
angenommen  werden  dürfen,  so  liefert,  wenn  wir  x  = 
y  B  'j^ß  setzen,  einzig  und  allein  das  jenem  Eckpunkte  enl- 
sprechende  Glied  von  [x,  //  die  niedrigste  Potenz  von  x ;  und 
zwar  ist  dies  die  Potenz  x**^  ^  ^'i,  wenn  f  und  17  die  Goordinaten 
des  Bckponktas  sind.  Denn  alle  anderen  Punkte  P  liegen 
wledemm ausserhalb  der  von  der  Linie  aS  ßi^  und  den 
Aieii  $nnd  1;  gebildeten  Dreiecks.  Man  sieht  nun,  dass  auf  den 
Garven 

Ilitli..fh7a.  ClMM  IIM.  » 
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nommeneti  Wertlie  von  er  und  ß  im  Nullpunkte  nur  dann  gleieh- 
zeitig  ein  Minimum  oder  gleichseitig  ein  Maxiraum  der  Function 
GJpo^  y)  stattfinden  iLann,  wenn  in  dem  betrachteten  Gllede 


fl>  tfi  dieser  Function  die  Bxponenlen  f  und  17  beide  gerade  sind ; 
und  swar  findet  alsdann ,  wenn  der  Goäfficient  jenes  Gliedes 
positiv  ist,  ein  Minimum,  wenn  er  negativ  ist ,  ein  Maximum 
statt:  ist  dagegen  mindestens  einer  der  beiden  Exponenten  ^ 
und  11  ungerade,  so  hat  die  Funclion  (^^[^^  y)  an  der  Stelle 
(0,  0)  weder  ein  Maxiniuii)  noch  ein  Minimum. 

Betrachten  wir  zuiiiiclisl  den  letzten  Fall  oin^rhcnder  ? 
ÜÜ'enlMP  wiitl  hoi  !»eeigneler  Besliinniiinii  einer  jtosiliscii  (Äm- 
stanlei)  a  d'w  l'unclion  i.t,  y)  auf  den  Curven  (ü)  für  fie- 
nüiiend  kleiiie  Worlhe  von  x  sowohl  irWisser  als  a'x"*'*"^'^  ;»ls 
auch  kleiuer  ;ds  — f/' z *  .  Nennen  wir  nun  h  die  klfim  re 
der  beiden  Zahlen  a  und  ßy  und  r,  wiefrUher,  den  Radiusvector 

Vx^-^y*,  so  ist  r  auf  den  betrachteten  Gurven  von  der  Ordnung 
und  das  Anfangsglied  in  der  fintwic^elung  der  Pundioo 


^n('^'  y)  Ordnung  r    '    .  Es  wirddalier  (wiederum 

bei  geeigneter  Bestimmung  einer  positiven  Gonstante  a*^  die 

Function  (i^  (.r,  y)  auf  den  Gurven  (5)  sowohl  grösser  als  a"r  • 

als  iMich  kleiner  als  —  a'v  *  .  Nun  ist  klnr.  d.tss  die 
Veninderiini:  der  Function  (rr,  y]  auf  den  beiden  unl>ek.uinlou 
Exlremcurven  mindestens  ebenso  rasch  vor  sich  gehen  muss, 
d.  b.  dass  auf  einer  derselben  G^(x^  y)  sicherlich  auch  grösser 

als  a'r    '    ,  auf  der  andern  kleiner  als  —  aV    ^  sein 

wird.  Ist  die  (Irüsse  "1^^  höehslens  gleich  «,  so  sind  ilaiiiit 

Überhaupt  alle  hinsichtticii  der  Function  gesteliteu  Fragen 
erledigt;  denn  es  f(»li;t  in  diesem  Falle,  dass  das  Verhalten  der 
Function  (>n(ir^  y)  deutlich  genn?  ist,  um  für  eine  beliebige 
Function  f{x^  y),  von  der  sie  die  £ntwickeiungsglieder  4^'  bis 
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s'*'  Oiiiiiuu^  bildet,  massgebend  zu  sein.  Ist  djigegen  — 

gr6s^r  als  so  seilet  die  Untersuchung  des  einzelnen  Eck- 
pmktes  iwar,  dass  die  Function  6,,  [x,  y)  selbst  kein  Maximmn 
oder  Minimum  bat,  aber  sie  entscheidet  nicht  die  Frage,  ob 
die  Aenderung  auf  den  Extretncurven  genügend  stark  ist,  um 
llr  die  Function  y)  den  Ausschlag  zu  geben.  Indessen  ist 
csmfiglieh,  dass  man  durch  Äusnutsung  des  Spielraumes,  den 
dieGerade  ßt^ss  y  und  mit  ihr  die  Zahlen  er  und  ß  haben, 

aoeh  dann  noch  die  Grösse     -  ^  '  gleich  n  oder  kleiner  ais  n 

ottchen  kann,  wenn  dieses  bei  der  zuföllig  getroffenen  Wahl 
fon  a  und  ß  nicht  der  Fall  war.  Offenbar  entspricht  (fttr  eine 
«irfcliche  Ecke)  der  ^össte  und  der  kleinste  Werih  jenes  Quo- 

tienien  ''^        den  Ijeiden  juir  Curve  C  gcltürigeo  Geraden,  die 

in  der  betrachteten  Koke  zusammenslossen.  Da  wir  aber  diese 
Geraden  nachher  noch  besonders  untersuchen  werden ,  ist  die 

Erurterung  der  entsprechenden  Werthe  von  — an  dieser 

Stelle  unnOthig ;  wie  wir  denn  überhaupt  den  Quotienten  -i^ti? 

hier  nur  zum  Zwecke  pinev  vorlihifigen  Oi  icutirung  Uber  die 
verschiedenen  Möglichkeilon  on\:ilinf  h.ihen. 

Im  andnren  Falle,  wenn  iwidc  Exponcnfon  i:  nn(!  ij  in  dem 
hf'lrachtiMen  Giicde  von  f;T,  7/)  jierndo  sind,  erkennt  iiuin  aus 
l»'r  I  nlersuchnn!.'  dor  oin/t  Iiipti  lu'kr  noch  weniger  als  in  dem 
ehon  l>esprochenen  Falle.  Man  sieht  nihidich  alsdann  nur  er- 
^ens,  dass  auf  den  jenem  einen  Eckpunkte  i^on  C  entaprech-- 
enden  Curven  (5)  gleichzeitig  ein  Minimum,  resp.  Maximum  von 

fir,  y]  im  Nullpunkte  stattfindet,  und  eTentuell,  wenn 

hfichslens  pleich  n  ist.  noch  zwethMis.  dass  das  Verhalten  auf 
nner  dor  beiden  Kxlrcmcurven  nliordings  die  jjentlnende  Dciil- 
lichkeil  hesilzt.  Dagegen  bleibt  das  Vcrhald'n  auf  der  anderen 
i^'^lrenicurve  durchaus  ungewiss ,  man  kann  nicht  einmal  Uber 
<ijis  Vorzeichen  auf  derselben  irgend  einen  Schluss  ziehen, 
geschweige  denn  auf  den  Grad  der  Deutlichkeit.  In  diesem  Falle 
inus.s  man  also  die  Discussion  schon  weiter  fuhren ,  wenn  man 
ttherhanpt  nur  die  Antwort  auf  die  erste  der  beiden  Haupt- 
^pen,  nSimlieh  die  Frage  nach  dem  Maximum  oder  Minimum  von 
^•(^f  y)  erhallen  will. 
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Es  sind  danD  zunjtchsi  der  Reihe  nach  alle  Eckpunklo  der 
Curve  C  einzeln  zu  untersucheD,  und,  falls  sich  unter  ihnen  keiner 
findet,  von  dessen  Coordinaten  ij  wenigstens  eine  ungerade 
ist,  und  Cur  den  zugleich 

8  — 

werden  kann,  die  Ergebnisse  dieser  Einzeluntersuchungen  mit 
einander  zu  vergleichen.  Sind  die  Coordinaten  irgend  einer 

Ecke  nicht  heiile  t^erade  (ohne  dass  sich  jetloch  die  obige  Ufl- 
j{leichunj4  erfüllen  liessc),  oder  aber  kommen  unlci- den  Gliedern 
voll  (;r,  y),  welche  Eckpunkten  cntspreclien.  wcnij^slciis  zw  ei 
c  :r  ^  if'i  und  c'  x  ^' y**'  vor,  in  denen  alle  Kvpoiicnlen  gerade 
Zahlen  und  die  CutiflicieiileD  c  und  c'  von  entgegengesetztem 
Ztticlien  sind;  so  zeigt  dies  wenigstens,  dass  ^„  [x^  y]  weder  ein 
Maximum,  noeh  ein  Minimum  im  Null^)unkle  besitzt.  Sind  da- 
gegen in  allen  denjeniiien  Gliedern  c  ,i:  ^y^»  von  ^n(^)  .V)»  welche 
Ecken  der  Gurve  C  ;ingelK>ren,  beide  l.xponenten  §  und  //  gei  aiJe 
und  zugleich  die  Coefiicienten  c  sümnitlich  von  demselben  Vor- 
zeichen, so  bleibt  auch  schon  unsere  erste  Hauptfrage  vorläufig 
noch  unentschieden. 

5.  Cnier  Umständen  können  aber  dann  die  Endpumkte  der 
Gurve  C  dieselbe  entscheiden.  Auch  für  sie  werden  die  ange- 
d^ttteten  Untersuchungen  auszuführen  sein  i  und  zwar  in  der- 
selben Weise,  wie  ftir  die  eigentlichen  Eckpunkte.  Es  tritt  diesen 
gegenüber  nur  der  eine  Unterschied  ein,  dass  in  jedem  End- 
punkte bloss  eine  einzige  Gerade  der  Gurve  C  ausmtindet  und 

man  daher  in  dem  Werthe ,  welchen  dio  Ordnungszahl  ^ 

für  diese  Gerade  annimmt,  nur  entweder  den  grttssten  oder  den 
kleinsten  von  den,  im  Endpunkte  ihr  gestatteten  Werthen  erhält. 
Offenbar  wird  man  aber  den  andern  Extremwertb  jener  Zahl 
für  den  einen  Endpunkt  (den  Ausgangspunkt  unserer  Gon- 
struction)  dadurch  erhalten ,  dass  man  (in  dem  entsprechenden 
Gliede  von  (i„{x,  y))  ar?  =  0,  für  den  zweiten  dadurch,  dass 
man  y  =  0  setzt.  Versehvs  ludet  dieses  Glied  liierbei  nielit,  so 
giebt  seine  Ordnung  unmittelbar  jenen  anderen  Extrenjwerth 
an.  T>regt  ilai^efjen  der  erste  Endjninkl  jiichl  auf  der  y-Aw  uder 
der  zweiti'  riielil  auf  der  ./  -Axe  .  s(»  <»nlh;ilt  (i^  'x^  y)  den  Factor 
iT  o<ler  ?/ 1111(1  NNird  itso  d ureh  jeiie  Suijstilution  uh.*nlisch  Null,  so- 
dass m  diesem  t  alle  etwa  von  einer  uuen  dl  ichhohen  Ordnungszahl 
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— ^    gesprochen  werden  und  von  einem  Maximum  oder  Mi- 

nuDam  der  Function  Gf^  (x-,  keinenfalls  die  Rede  sein  kann, 
btdem  wir  übrigens  in  dieser  Weise  bei  der  Discussion  der  bei- 
den Endpunkte  von  C  gleich  die  Ciirven  cd  0  und  y  =  0  in 
Betracht  ziehen,  werden  wir  in  die  Ln^Q  gesetzt,  spiitcrdie  bei- 
den CoeflirioiUt'n  und  bß  in  den  Reihen  (3)  immer  von  iNull 
verschieden  «m/unehnien. 

6.  Hat  auch  di«'  Ihi I  t  i  snrhuiijj;  (Irr  beiden  KndpunkLe  noch 
keine  volisiaiuliiir  Knlsclieiduni;  dvv  gestellten  Fraf^on  ge|:^eben, 
so  «iind  nun  diejenii^en  Werllie  von  a  und  (i  in  Belracht  zuziehen, 
fdr  welche  gleichzeitig  mehrere  Glieder  von  (.r,  y)  ,  deren 
eoisprecheiide  Punkte  auf  einer  und  derselben  in  der  Curve  Centn 
halUneu  (leraden  liegen^  Beilriigo  zu  der  niedrigsten  Potenz 
V0O  X  liefern.  Wio  sind  die  Zahlen  or  und  einer  bestimmten 
jener  Geraden  entsprechend  zu  wtthlen?  Offenbar  muss,  wenn 
|j;  und  ^  9j'  zwei  Punkte  der  Geraden  sind, 

a?  -4-  firj  =  ak"  +  fir;\  d.  h.  «  :      =  r;  — :  f^-f 

werden;  und  durcli  diese  Proportion  ist  a  und  ff  voilstündig 
dctinirt,  wenn  ritnn  noch  festsetzt,  dnss  diese  beiden  ganzen 
positiven  Zahlen  frei  von  gemeinschafth'chcn  Divisoren  sein 
sollen.  Wir  bestimmen  jetzt  der  Reihe  nach  die  Zahlen  a,  ^  fUr 
alle  in  der  Curve  C  enthaltenen  Geraden.  Bilden  wir  dann  jedes- 
mal die  Ausdrucke 

uikI  lassen  dir  Cnrflicienlen  hß,  ...  zunüchst  unbestimmt,  so 
rührt  [nach  Nr.  'd]  in  der  Entwiukelung  der  Function  G„  (a .  ff]  die 
nictirtgste  Polenz  von  x  immer  nur  von  denjenigen  Gliedern 
ilie«er  Function  her,  wekhe  Punkten  der  in  Betracht  gezogenen 
Geraden  entsprechen;  und  zwar  treten  darin,  wie  bereits  früher 
bemerkt  wurde,  von  den  in  (3]  vorkommenden  Gotsfficienten 
nur  die  ersten,  nSimlich  a„  und  bß  auf.  Es  ist  nun  jedesmal  zu 
untersuchen ,  wie  jene  niedrigste  Potenz  sich  fttr  ganz  beliebige 
Wertbe  der  Grifssen  und  bß^  von  denen  jedoch  keine  gleich 
Nnll  sein  darf,  verhalt :  ob  sie  bestKndig  positiv  oder  beständig 
negativ  oder  beider  Zeichen  fähig  ist,  oder  ob  sie  endlich  zwar 
verschwinden^  aber  nicht  das  Vorzeichen  wechseln  kann.  Tritt 
einer  der  drei  ersten  Fälle  ein,  so  ist  die  Untersuchung  für  die 
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belrefFende Gerade  iibgesclilosscii ;  aiil  allrii  Curven  (3),  die  der 
Ijf Irai'liletcn  (lenidcn  a,  (i  enlspieclitMi ,  i>ei^itiul  düun  die  Kul- 
Nvickolunu  (itT  I'uiRtiuu  (t„{'Vj  y)  sicher  mtl  der  Polen?,  x**^"*"^^ 
und  die  Füiictiun  seihst  wird  also,  weun  wieder  f  dw  kleinere  der 
beiden  Zublcu  a  uud  ß  bezeichncl,  auf  Jeder  tlieser  Ciurvea  in  der 

NiiJie  des  Nidlpunkles  von  der  Ordnunj^  7*  ^  .  Im  Iclzleu 
Faile  Idngej^cii  wird,  falls  niehldie  für  eine  andere  Ger«'<de  ao- 
geslellle  l'iUersu<'liuni;  bereits  d<»nnitiv©  Ei*^el)nisse  hinsieht  lieh 
des  Verhaltens  der  Function  (7„  zu  Tage  gefördert  hat,  die  Hio- 
«ufQgUDg  der  höherOD  Coiifficientcn  bß  ^     ...  noth wendig. 

Wir  wollen  zunächst  den  Fall  in  Betracht  ziehen,  dass  mao 
für  alle  den  verschiedenen  Geraden  von  C  entsprechenden  Bx- 
ponenton  a,     auch  ohne  Berücksichtigung  der  höheren  CioHfR- 
ci'enten  6^^^,  ...  abgeschlossene  Resultate  erhalten  hat,  also 
nirgends  dem  letzten  Falle  begegnet  ist.  Dann  ist  die  Unter- 
suchuDg  überhaupt  beendet.  Denn  sie  ist  bei  der  Botrachlung 
der  Ecken  und  der  Geraden  von  C  für  alle  in  der  Pomi  (3;  dar- 
stellbaren Curven  durchgeführt  worden,  die  nicht  mit  der  ;j>- 
oder  der  y-Axo  Kusanimenfallen ,  und  bei  der  Diseussion  der 
beiden  Endpunkte  vonC  auch  für  die  Curven  x-  =  0  und  y  =  0 
selbst,  und  unter  allen  diesen  Curven  uiüsscn  sicii  auch  die  bei- 
den E\lrenicurven  Ik  linden,  welche  für  das  Verhalten  iler  i  uiic- 
tion      U'f  y]  entscheidend  sind.  Ks  eruiebt  sieli  nun  entweder, 
dass  .die  jene  Curven  hei  der  l']ntvvickelun}i  vcju  ti,»    ,  y  vin 
|)ui>iliv«'s  Anfauf^ss^lied  ,  oder  dass  alle  ein  negatives  Anfaiigs- 
Lilied.  odcrdass  einit;e ein  positives,  andere  ein  negativesAnfanjj;s- 
•ilit  (1  l»(TiM-n.    Im  ersten  l';dle  hat  fr„       7'  im  Nullpimkte  ein 
Minimum,  im  zweiten  ein  Maximuni,  im  dritlon  endlich  weder 
Mininmm  noch  Maximum.  In  allen  drei  Fililen  aber  ist  das  Ver- 
hallen von  (>„  Xf  y)  auf  jeder  der  beiden  Kxtremcurven  dureh 
eine  l'otenx  von  r  gegeben,  deren  Exponent  einer  der  im  L.aufe 

der  Untersuchung  vorgekommenen  Ordnungszahlen  -^-^  isl. 

Findet  ein  Maximum  oder  Minimum  slall,  so  jielten  ftlr  die  hei 
den  Exlrcmcurveu  oll'cubar  der  yiösstc  uud  der  kiansle  all(  r  mt 

Laufe  der  Untersuchung  vorgekommenen  Wertfae  von 

tritt  weder  Mavimuni ,  noch  .Minimum  ein,  so  gilt  für  die  eine 
Extremcurvc  der  kleinste  vorgekommene  Werth  von  ,  wel- 
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eber  eioom  pasiUven  Anfangsgi  iede  enisprichi,  fttr  die  aodere 
ieelMute  Werth  derselbeo  Zahl,  welcher  ein  negtUweskühnf^s- 

siieii  geliefert  hat.  In  allen  Fällen  sind  die  Werthe  von 

für  die  beiden  Extrenicurven  jetzt  mit  Sicherheit  festgestellt  und 
damit  die  Deutlichkeit  des  Verbaltens  von  (a;,  y]  erkannt; 
dasselbe  ist  fttr  eine  beliebige  Function  f(Xy  y)^  deren  Ent^ 
Wickelungsglieder  erster  bis  n^'  Ordnung  (7^  bildei,  massgebend 
oder  nicht,  jonachdem  beide  Vferthe  jener  Ordnungszahl  höch- 
stens gleich  fi  sind  oder  nicht. 

Es  bleibt  aber  noch  übrig  zu  zoi|;en,  wie  man  für  eine  be- 
stimmte Gerailo  der  Curve  C  cnlschtMclel ,  welcher  von  iiiisoru 
vier  Piillt-'n  *  uiU  iU.  Zur  BeaiUworUini^  dieser  Fnigc  reiclu-u  die 
für  die  Untersuchung  hojmgeii er  Au^iWilckc  angegebenen  Hulfs- 
niiUel  aus.  Der  Coeflii  iont  dos  Anfaugsgliedes  in  der  Kntwickel- 
uü|;  dt's  Werlhcs,  welchen  (f„  [a-j  y)  durch  die  einer  bestirumten 
Geradeu  a,  ß  von  C  zugehörigen  Substitutionen  (3  «  rhalt,  ist 
nändich  aus  den  (ioi^fficienton  dcrjrniiieii  (iliodei-  der  Function 
y) ,  welche  Punkten  der  betrachteten  Geraden  entsprechen, 
und  aus  den  beiden  unbestimmten  Grössen  a^^  und  ba  zusammen- 
gesetzt und  es  handelt  sich  darum,  ihn  hinsichtlicn  seines  Vor- 
zeichens fttr  beliebige  Werthe  der  letzten  beiden  Grössen  zu 
prüfen.  Setsen  wir  aber,  wasdie  Wiilkttrlichkeit  derselben  nicht 
beschrankt,  //     .  .rt 

=  ± "  »  V  ^  —  ' 

d.b.  also  geben  wir  den  Sidistitutionon  (3)  die  Form 


so  wird  offenbar  der  zu  untersuchende  Goi$ffieient  homogen  in 
a  und  6,  und  seine  Discussion  damit  zurttckgeführt  auf  die  IHs- 
eusBion  Ton  vier  homoyenm  Functionen  der  Grössen  a  und  6 
lentsprechend  den  vier  Vorzeichencombinationen) ,  welche  sich 
auf  zwei,  rosp.  auf  eine  reduciren,  wenn  alle  Glieder  von 
^•(^)  y)}  (leren  Punkte  der  betrachteten  Geraden  entsprechen, 
io  Bezug  auf  x  oder  in  Bezug  auf  //,  resp.  In  Bezug  auf  beide 
Variabein  von  gerader  Ordnung  sind.  Erweisen  sich  diese  ho- 
moj^enen  Functionen  sauniitlich  als  dc/init  oder  als  indefinil ,  so 
IriU  für  die  lietrachlete  Gerade  einer  der  ersten  drei  FJIIIeciu  ;  ist 
aber  irgend  eine  derselben  seniidehml,  so  erhallen  w  ir  den  vier- 
ten Fall. 

7.  Hevur  wir  zur  Untcrsuehuni;  dieses  vierten  Falles  Über- 
sehen, wollen  wir  noch  zeigen,  dass  die  Untersuchung  der  ein- 
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zelnm  Ecken  ^  mit  welcher  wir  die  Diosussioii  begoonen  habeD, 
durch  die  jetoi  aogegebene  fir^rterang  der  verschiedenen  in  C 
eolhaUenen  Geraden  ganz  und  gar  überßüssig  wird.  Zu  dem 
Zwecke  lassen  wir  eine  der  beiden  Geraden  von  C  ins  Auge, 
welche  in  einer  beliebigen  £cke  P  susammenstossen,  und  Kwar, 
um  die  Vorstellung  zufixiren,  diejenige,  welche  von  Paus  jJiegen 
die  ^-Axc  geriehlel  ist.  Sind  a  und  (i  die  derselben  entsprcch- 
endni  Fxponenten ,  so  ist  x  =  +  «"z",  ?/  =      b(^y.^  zu 
scUt  n.  uiul  dcrjenij^e  ii(uiio'^cnc  Ausdruck  der  Grössen  a  nrul  b 
zn  iinlorsuehen,  welcher  den  ersten  Enlvviekeluni^scoi^flicirnh'n 
Non  (iftU\  y)  bildol.  Nun  enthält  in  diesem  Ausdrucke  d.is  tlrin 
Punkte  P  eiits[)rcch(Mule  Glieti  zutrleich  die  hot  ii^.U'  l'olenz  v(jn 
b  und  die  niedriEislo  von  a;  man  wird  also  dadurch,  dass  iiHin 
cx  sehr  klein  gegen  b  macht,  iuauer  erreichen  können,  dass  d<!r 
ganze  Ausdruck  das  Vorzeichen  jenes  Gliedes  anninnnt.  Dasseli»e 
kann  bei  der  anderen  in  dem  Eckpunkte  P  niUndenden  Geraden 
dadurch  bewirkt  werden ,  dasa  man  umgekehrt  6  klein  gegen  a 

macht.  Was  aber  die  vorher  mit  — -^^^  beseiohnete  Ordnung 

tu  I rillt,  weiche  das  zur  Ecke  P  gehörige  Glied  von  fr'„  [x,  y)  im 
Vergleiche  zu  r  besitzt,  so  sind,  wie  schon  iuiXr.i  erwiihnt  wurde, 
der  grosslc  und  der  kleinste  alier  Werthe,  die  jene  Ordnuogs^ 

zahl  '^^'^^^  in  dem  Eckpunkte  Überhaupt  annehmen  kann, 

eben  diejenigen  ,  weh*he  den  !»eiden  in  P  zusannnenslosseiiden 
Geraden  der  Curve  C  entsprochen.  In  dersellicn  Weise  wird 
durch  die  liis(  ussion  der  einen  Geraden  von  f,  die  in  einem 
L/KlpKnldc  mündet,  sowohl  das  Vorzeiclion  des  ihm  entsprech- 
enden Gliedes  von  G^{Xf  y)  als  auch  (Ar. 5)  der  grdssle  oder  der 

kleinste  von  allen  den  Werlhen  erkannt,  deren  In  dem 

Endpunkte  fähig  ist.  Man  braucht  also  in  der  That  schliesslich 
nu)-  <hc  (icrnden  der  Curve  C,  stxt'fe  fflr  a;  =  0,  resp.  y=0)  die 
beiden  (ilicdcr  vnu  (.^■,  //)  z-it  untersuchen ,  tvelcfm  dem  ersten 
und  dem  letzten  l^unlite  dieser  Curve  entsprechen. 

8.  Wir  kommen  jetzt  schliesslich  zu  dem  Falle,  wo  die  Un- 
tersuchung der  verschiedenen  in  der  Ctirve  C  enthaltenen  Ge- 
raden und  der  Endpunkte  von  C  noch  nicht  zu  al>geschlo8senen 
Resultaten  geführt  hat,  indem  für  eine  oder  mehrere  jener  Ge- 
raden die  niedrigste  Potenz  in  der  Entwickelung  von  (x ,  y) 
ohne  eines  Zeichenwecbsels  fähig  zu  sein,  doch  durch  geeignete 
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BMimmong  der  beiden  Grossen  a^^  und  6^,  oder,  wenn  man 
aaeb  Nr. 7,  a„  =  f>/f  =  —  f''^'  selzl.  bei  passender  Wahl 

der  Vorzeichen  uiul  drs  Vcrliiillnisses  u  :  ^,  zum  Verschwinden 
gehracht  werden  k.uüi.  in  diesem  Falle  wird  ntüglicher  Weise 
die  eine  von  beiden  Kxtrenicurven,  oder  unter  Umständen  beide, 
iu  der  Si'haar  derjenigen  (hirveii  (3)  zu  suchen  sein,  für  \\<'h'h<' 
jener  erste  F^nlwickclungscoofüciiMil  ^  erschwiiuhH.  ExislirL-n 
mehrere  Geraden  «,  ß  von  ('  oder  aucli  zu  einer  und  derselben 
Ijfraden  mehrere  WerÜie  von  «  :  6,  resp.  mehrere  Zeichencom- 
hinalionon,  \\id<-he  dieses  Verschwinden  bewirken,  so  wird  die 
Lolersuchiing  für  jede  einzelne  solche  Werth-  und  Zeichenzu- 
sammenstelluni:  weiter  zu  führen  sein.  Man  Itildo  alsdann  für 
jeden  eiotelnen  Fall  mit  dfn  botreflenden  beslinnnlen  Werthen 
von  a,  und  a  :  b  und  mit  den  bexttglichen  Vorzeichen  die 
SolwlUuUonen: 

ood  verwandle  dadurch  die  Function  G^(Xi  y)  in  eine  Function 
G'(x,  x')  von  X  und  x'.  Dann  untersuche  man  die  Function 
G  x']  der  beiden  Argumente  x  und  x'  genau  in  derselben 
Weise,  wie  vorher  die  Function  G^ij:,  y)  der  beiden  Argumente 
X  und  y.  Man  construire  also  wieder  In  einem  rechtwinkligen 
Aiensystcm  ^  t/  diejenigen  Punkte,  deren  Coordinaten  den 
Eiponenten  ^  und  rj'  von  x  und  x'  in  den  verschiedenen  GUe- 
dem  des  Ausdrucks  G'  (x  x')  gleich  sind,  und  zeichne  die  zuge- 
liörige  Curvc  C.  Dann  uniersuche  man  auf  die  frühere  W^eise 
die  verschiedenen  (icradiMi ,  welche  diese  Curve  hildcii,  i^owie 
denjenigen  (Knd-)  ruiikt  von  Cj  welcher  auf  du  i;'-Axo  oder 
ihr  zuniichsl  liegt.  Der  andere  l>nd|niiiki  (der  Anfangspunkt) 
der  Curve  C  kommt  nämlich  hier  nichl  mehr  in  He(rnchl,  weil 
der  Fall  /  =  0  nach  (6)  x  =  0,  y  =  0  narfi  sicli  n  würde 
und  daher  auszuschliessen  ist,  wUhrend  der  Fall  x'  =  0  nichl 
übergangen  werden  darf.  Man  erhellt  so,  den  verselii(Mleuen 
Graden  von  C  entsprechend,  eine  Reihe  von  Sub&tilutionon 

yc^±  a'«'  x"    ,     x'  =  ±  b'ß'  W'ß' , 

welche,  in  G' {'Ky  '/)  eingeführt,  bei  unbestimmten  Werthen  von 
^  6',  jedesmal  ein  Anlangsglied 
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der  EotwickeluDg  dieser  FuDction  liefern.  Dieses  Anfangsglied 
ist  in  Bezug  auf  x  von  der  Ordnung: 

und  in  Bezug  auf  r  also  vou  der  Ordimag : 

wenn  €,  wie  vorher,  die  kleinere  der  beiden  Zahlen  a  und  ß 

bedeutet.   Es  kommt  dann  zur  Entscheidung  des  Maximums 

oder  Minimums  von  l.i',  \j\  wieder  auf  den  Cuefficienten  jenes 
Ai)l.itii;sgliedes,  /ui  Etilscheidung  des  Deullicbkeitsgradcs  auf 

den  QuoUenlen         ---  an.  Ausserdem  isi  noch  das  Verhalten 

der  Function  (?'(-///)  fttr  x's  0  zu  untersuchen,  welches  sieh 
durch  das  dem  letzten  Punkte  von  C*  entsprechende  Glied  der 

Function  oflcnbart. 

Trolf^n  auch  hier  wieder  uübcbiiininlo  Resultate  auf,  so  ist 
das  Verfahren  in  derselhen  Weise  fortzusetzen.  Den  in  Nr.  2 
anj^eslellten  Ueherlegungon  zu  Folfje  niuss  die  Unter.suiluiiiii 
naeli  einer  endlichen  Anzahl  von  Operaliunen  i>chlic.s.slieh  von 
seil)>t  ihren  Abschluss  lindt  ii  falfs  nicht  6',^  [x,  y)  einen  qua- 
dratischen Factor  euthült,  durch  dessen  Nullsetzcn  eine  den 
Nullpunkt  enthaltende  reelle  Doppelcurve  definirt  wird.  Es 
lassen  sich  also  —  wenn  man  diesen  Fall  ausscbliesst  —  die 
beiden  Fragen  nach  dem  Eintreten  oder  Nichteintreten  eines 
Maximums  oder  Minimums  und  nach  dem  Grade  der  Deutlich- 
keit, welchen  das  Verhalten  der  l'unction  (#|,(^',  y)  zeigte  auf 
dem  angegebenen  Wege  jedesmal  mit  Sicherheit  entscheiden. 

§  8. 
Beispiele. 

^4     y)  =  t  —  {p*    </*)y''//  p-q^^' 

[Beispiel  von  Pcano).  Die  den  einzelnen  Gliedern  von  [x,  y) 
entsprechenden  Punkte  der  Ebene  sind  (02),  (21)^  (40) ;  die 
Gurve  C  verbindet  dieselben  in  der  Reihenfolge ,  in  weicher  sie 
eben  genannt  wurden,  und  zwar  ist  C  hier  eine  einiige  Gerade. 
Es  sind  zunächst  die  den  Endpunkten  entsprechenden  Glieder 
und  p*q*x*  einzeln  zu  untersuchen,  und  zwar  das  erste  fttr 
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a  0,  das  letite  für  0 ;  es  zeigt  sieb,  daas  beide  positiv  und 
resp.  von  der  Ordouog  und  r*  sind.  Es  bleibt  nun  noch 
übrig,  die  Gerade  C  selbst  zu  unlorsuehen.  Di«  Gloichtinf^  dei- 
sefben  ist  f  -4-  2i/  =  4;  ihr  cüts|Hichl  die  Piupartioii  a:  (i  =s\:t 
und  e&  ist  daher 

SU  selzeD)  wodurch  G\  (x*.  y)  ia : 

(6<  ^*ja^6*  +  />«9*a*)x* 

Ubergehl.  Zur  UDtersuchung  des  homogenen  Ausdrucks 

löst  mun  denselben  am  Kinfachsten  in  seine  Faeloren  auf.  Dies 
giebi  zunächst  (6*  ±  p*a*)  [6*  ^  ^^a') ;  und  für  das  unlere 
Voneiehen  weilerhin 

{h  -f-  /^O;  (/;  —  pu)  (h  -h  7«)  [6  —  ^fi)  . 

Es  sind  also,  wenn  das  untere  Vorzeichen  gewHhIt  wird,  reelle 
einfache  Unearfnctoren  vorhanden,  die  Form  ist  daher  indeHnit 
und  es  findet  kein  Maximum  oder  Minimum  der  Function 
[Xf  y)  statt. 

Da  auch  die  der  Geraden  C  entsprechende  Polens  n*  von 

der  Ordnung  r*  ist  ^^J^  ssa  *-J  ,  so  vorliält  sich  zuj^ieit  h  die 

Fiinrtion  tj]  genügend  deutlicli,  um  massgebend  ftlr  jede 

lvli('l>i^c  Function  /"(x,  ij)  zu  sein,  deren  £nlwicl(elun|j;sglieder 
1^'  bis  4**"^  Ordnung  sio  bildet,  d.  h.  jede  Function,  welche  aus 
^1  («^i  !f)  durch  Vermehrung  um  Glieder  von  5^'  und  höherer 
Dimension  entsteht,  tbeilt  mit  (o?,  y)  die  Eigenschaft,  im 
Nullpunkte  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  zu  haben«  — 

^'3  (^'•j  V)  =  U'  '  '!/ 
Die  den  laidcii  Gliodern  der  Function  entspicchcndcii  Punkte 
sind  (02)  und  (21) ;  die  Curve  C  besteht  aus  der  sie  verbin- 
denden Geraden.  Für  den  ersten  Endpunkt  istxsO,  für  den 
(Indern  ^  s  0  zu  setzen.  Dies  giebl  fUr  0,  (a-,  y)  resp.  die  Werthe 
y*  und  0,  im^T  man  sieht  schon,  dass  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum jedenfalls  nichl  stattfinden  kann.  Um  den  Grad  der  Deut- 
lichkeit zu  erkennen»  welchen  das  Verhallen  der  Function  auf- 
weist, ist  noch  die  Linie  C  In  Betracht  zu  ziehen.  Dieselbe  hat 
die  nämliche  Gleiohung      8 s  4,  wie  im  ersten  Beispiel ;  man 
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muss  also  wieder  x^z  ax,  y  =  ±  6*/.*  setzen ,  wodurch  {^c,  y) 
in  (6*  +  a*6*)z*  Uhcrgcht.  Die  dem  unteren  Vorzeichen  ent- 
sprechende Form  6^— a*^*  oder //•  (6*  —  «*)  ist  olVenhar  indelinit^ 
Cr,  (dD,  ^]  kann  daher  sowohl  positiv  ais  iie<^ativ  werden.  In-' 

desseu  ist      von  der  Ordoung      ^-i^tll  -s  y| ,  also  von 

höherer  Ordnung  als  /  .  l^s  liat  daher  die  Function  y) 
auf  allen  denjeniiien  (kirven,  wo  sie  negativ  wird,  eine  höhere 
Grossenürdnung  als  r',  woraus  folyl,  dass  das  Verlialten  jener 
Function  für  eine  holiehii^c  Function  f':i\  i/\  deren  (Jlieder  1 
bis  3'*'  Dinieusiüu  sie  bildet,  »idU  uiass^ei>eud  ist.  lu  der  Thal 
hal  z.  B.  die  Function 

f{x,  y)  «  y«     a?«y  -•-  x* 

im  Nullpunkte  ein  richtiges  Minimum  (siehe  das  folgende  Bei- 
spiel). 

3.,  ('A^'^  y)  =^       '-y  + 

Dass  diese  Funclion  ein  Minimum  hal,  erkennt  man  leichii  wenn 

»/  H-  -^1  -h  ]x*  schreibt.   Aber  ist  das 

Minimum  deutlich  genug,  um  massgebend  für  eine  beliebige 
Funclion /' (03,  y)  xu  sein,  die  in  den  Gliedern  4^'  bis  4^^'  Ord- 
nung mit  jener  Function  Übereinstimmt? 

Cm  hierüber  zu  entscheiden,  mOsscn  wir  unsere  allgemeine 
Methode  in  Anwendung  bringen.  Die  Punkte  ^t^  und  die  Curve 
C  sind  dieselben^  wie  im  Beispiel  (1).  Die  Endpunkte  geben  fttr 
(x,  y)  die  positiven  Werthe  y*  und  x*j  deren  Ordnung  resp. 
r*  und  r*,  also  jedenfalls  nicht  hoher  als  r*  ist.  Fttr  die  Gerade 
C  ist  wieder  a;  s  ax,  y  sx  ±  6*x*  zu  setzen,  wodurch 

(.r,  y)  =  (6'  ±  ti-6-  -H  x* 

wird.  Die  Formen  6*  -i-  a*6^  +  a*  und  b*—a*b*  4-  a*  sind  beide 
definit  und  positiv,  was  man  am  leichtesten  durch  die  Trans- 
formation 

fr*  ±  a«6*  +     «  ib*  ±  \  a«)*  4-  J  o« 

erkennt.  Es  findet  also  ein  Miniiuiun  statt,  und  da  auf  keiner 
Curve  die  Ordnung  von  (J^  (.r,  y)  höher  als  r*  ist,  so  haben  auch 
alle  Functionen  /  (t, //),  deren  Cilieder  1*®*^  bis  4^' Dimension 
gleich     (o;,  y)  sind,  im  r^uilpuukte  ein  Minimum. 

^'4         =  i/'  -  2  x*y  H-  X*     I/* . 
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Sciireibt  man  G^C^j  V)  =  (i/  —  2/* ,  so  sieht  man  an- 

mütelbor»  dass  ein  Mtninram  statlfindel,  es  ist  indessen  niobl 
erkemiliar,  ob  dasselbe  einen  genügenden  Grad  der  Deollicbkelt 

b^tzt,  um  fttr  beliebige  Functionen  f{x^      deren  Glieder 

bis  4^*'  Dimeiisioti  nul  G^{nr,  ?/)  tlhcreinslimmen,  uiiissgebend  zu 
sein.  Wir  führen  daher  die  Lnlei&uchung  nach  unserer  allge- 
meinen Methode  durch. 

Üie  Punkte  §rj  sind  hier  (02),  (§1),  (40),  [di].  Die  Curve 
0  besteht  hier  wieder  aus  der  einen  Geraden,  welche  die  drei 
Kunktf»  m\  (40)  verhinciel  und  die  Gleichung  ^  +  2r^=  4 
h.-it.  Dir  l'nukl  Oi^  kommt,  du  er  nicht  ;mf  T  liej^t,  /uniichst 
gar  nicht  in  Betracht.  I'ür  die  beiden  Endpunkte  von  C  wird, 
wie  vorher,  (,r,  y)  resp.  gleich  y*  oder  gleich  x*,  also  positiv 
und  höchstens  von  der  Ordnung  r*.  Setzt  man,  der  Geraden 
C  entsprechend,  x  =  ox,  y  it  b*-Ä*^  so  enthlllt  das  Anfangs- 
glted  der  ßntwickelung  von  {oHf  y)  naoh  Potenzen  von  x  die 
Gestalt 

Der  Col^fficient  von  n*  ist  hier  für  das  untere  Zeichen  de6nit 
ood  positiv^  fttr  das  obere  hingegen  semidefinit,  indem  er  twar 
(für  a*  9  &*)  verschwinden ,  aber  nicht  negativ  werden  kann. 
Es  lässt  sich  also  vorläufig  nur  behaupten,  dass  die  Function 
^4  ,v)  positiv  und  höchstens  von  der  Ordnung  r*  auf  allen 
denjenigen  Gurven  ist,  welchen  bei  der  Darstellung  durch  einen 
Parameter  x  nicht  die  Anfangsglieder  ±  ax  für  .t  und  o*x*  für 
y  (resp.  4-  ax*"  für  x  und  a*x**"  fdr  >/,  du  nur  das  VerhUUniss 
der  Exponenten  a  und  ^  beslininit  ist;  /.ukommen.  Für  diese 
speciellcn  Curven  muss  dieUntrrsiichung  weiter  geführt  werden. 
Wir  setzen,  entsprechend  unscrn  allgemeinen  Vorschriften, 

a:  «  X,     y  «  X*  «'Ii 
indem  wir  x  statt  ax  schreiben,  wodurch  offenbar  die  Allge- 
meinheit nicht  beeinträchtigt  wird.  Dann  geht^V^  [.r,  y)  über  in: 

G'  ix/)  =  X«  /«  -f.  X«  (1  +  x')*. 

ÜerAusdruck  ^^'(xx')  könnte  nun  auf  demselben  Wege,  wie  vor- 
her der  Ausdruck  {Xj  y)  geprüft  werden.  Man  übersieht  in- 
dessen direct,  dass  derselbe  immer  positiv  ist,  da  ja  der  Fall 
X  a  p  hier  ausgeschlossen  werden  muss. 

Die  Function  G^  [x,  y)  hat  also  auf  allen  Gurven  der  letalen 
Art,  ebenso  wie  auf  allen  früheren  und  somit  sioher  auch  auf 
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den  beiden  massgebenden  Extremourven  ein  Minimum  im  Null- 
ponkte,  woraus  felgi,  dass  ein  Minimum  Oberhaupt  staUfindet. 
Indessen  ist  die  Gritosenordnung  der  Functionswerthe  auf  eioer 
der  beiden  Extremeurren  durch  eine  sehr  höbe  Potenz  von  r 
(die  8^)  gegeben;  denn  die  Entwickelung  von  G'[xx')  fangf^ 
sobald  x'  der  zweiten  oder  einer  höheren  Potenz  von  x  propor- 
'  tional  gesetzt  wird,  mit  x*  an,  und  x  hat  seibat  die  Ordnung;  den 
Radius  r.  Das  Verhallen  der  Function  {.r,  i/)  ist  daher,  ol>- 
sehon  dieselbe  .sell)st  ein  dt'ullichcs  Miniinuui  zei^i ,  lilr  eine 
beliebige  Fuiiclioii  /  (a?,  y),  deren  Glieder  4*'"'  bis  4**"'  Dimensitin 
sie  bildet,  nicht  massgebend.  In  der  Thal  hat  x.  H.  <lie  iMinction 
/'(.r,  y)  =1/*  —  i.T*y  -4-  tr*  y*  —  a;*  kein  Miniinuni.  Deiiu 
oaherl  mnn  sich  dem  rs ulipunkte  auf  der  (iurve  y  a'^  =  0, 
auf  vveii  her-  fftr,  y)  =  ac^  {x*  —  i)  ist,  so  ti'iu  im  Nullpunkte 
sogar  ein  Maximum  ein. 

5.,  Wir  geben  noch  ein  Beispiel,  bei  welchem  die  Curve  C 
nicht,  wie  in  den  vorhergehenden  Fallen,  aus  einor  «  Inzii^en 
Geraden,  sondern  aus  mehreren  geradlinigen  Stücken  besteht. 
Essel 

^'it  (^» y)  —        —  ^^U*  —  3  .T.v'  +  ?/•  —  40.T**y  -f-  5.7  ". 

Von  den  7  Punkleu,  welclie  man,  entsproclu ml  den  7  Gliedern 
des  vorstehenden  Ausdruckes,  in  der  t  f  Khcrn»  zu  eonslruiren 
hat,  fallen  5  auf  die  Curve  T,  niinilicli  tlcr  Reihe  nach  die  Punkte 
(0,8),  (2,4),  (4,3),  (6,S),  (12,0);  die  beiden  übrigen  Punkle  (1,7) 
und  (10,1)  kommen  Uberhaupt  nicht  in  Betracht.  Den  End- 
punkten von  C  entsprechen  die  Ausdrücke  y*  und  .t'*,  welche 
positiv  und  resp.  von  der  Grössenordnung  )  "  und  r'^  sind.  Die 
drei  in  C  enthaltenen  Geraden  haben  resp.  die  Gleichungen 

f+2ry  =  10, 
?  4-  3i;  =  12  . 

Für  die  erste  derselben  ist  also  x  =  a^x^,  y  s  6x , 

für  die  zweite  äp  ä  «x,  y  =  +  A*x', 
für  die  dritte  o;  =  nx,     y  s  6*x' 

zu  setzen.  Dies  giebl  für  //)  die  drei  Anfangsglieder: 

(a*6»  -h  5a*«)  x*«  «  o»(6»  -h  6o«)x**. 
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Dieselben  sind  resp.  von  den  GrOssenordnungen  r^*^,  r'^; 
daserste  unddrUteisi  fernerdurchaus positiv, das z\vei(P hingegen 
wir«!  Ix'i  der  W  ilil  di^s  oberen  Vorzeichens  am  Ii  neyaiiv  (/.  B.  für 
i*  =  d').  Es  kiiiui  (Irihi  r  weder  ein  Maximum  noch  ein  Miniirnim 
slallfinfleiMnid zwarw ird  ^',,(./',//)auf  einerder beidenunlK  kani»- 
[tn  i-lxtriMururvoTi  sicher  das  der  ersten  Geraden  von  Tenfspreeh- 
ende  Verhallen  /t  ii^on,  niiinlich  in  derNühe  desNulliuinkh  s  posi- 
tiv und  pro|>ortit)nal  r"  sein,  'mf  der  anderen  Kxtrcincin  v  c  hin- 
segt'n  entsprechend  der  zweiten  jener  Geraden,  sohiiesslich 
negativ  und  proportional  r*"  werden.  Das  Verhalten  der  Function 
ist  also  {genügend  deutlich,  um  den  Schluss  tu  motiviren,  dass 
jede  beliebige  Function  /*{:r,  //),  deren  Glieder  erster  bis  IS**"^ 
Dimension  mit  G„{x,  y)  til>ereinslimmen .  ebenfalls  weder  ein 
lUximuiD  noch  ein  llinimum  im  Nullpunkte  haben  kann.  — 
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in  der  Ebene  und  im  Räume, 

I. 

Die  Probleme  in  der  ülbene. 
§<- 

Allgemeine  Sätze. 

i .  Für  jc<les  f;or;i(iIinif;  bogronzto  Polygon,  auch  wenn  das- 
selbe eins|)iingen(Ie  llckon  l)i\silzl,  ist  die  Aufj^ahf  nis  gelöst 
anzusehen:  Klüts  riiuclion  u  .r,  »/)  zu  construiren,  welcli«^  in'hsl 
ihren  Ableitungen  im  Innern  des  Poly£»nns  allenihaiben  eindeulijj 
und  sielig  ist,  daselbst  der  HiMÜni^ung 

bx*      dl/*  ~  " 

f^enügt,  und  am  Rande  des  Polygons  vorgeschriebene  WeHbe 
besitzt.  Eine  Function  dieser  Art,  die  also  innerhalb  eines  ge- 
gebenen Gebietes  eine  Lösung  der  partiellen  Differentialglei- 
chung und  zwar  ohne  singulare  Punkte  bildet,  soll  kurz  eine 

»haiiiionisclie  '  in  dieseiu  Gebiete  genannt  werden. 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  auf  zweierlei  Weisen  er- 
reicht worden.  Frstlieh  durch  die  gewisserinassen  expliciten 
Formeln,  i  iti«  |s  di  rcn  die  Herren  Christoffel  und  Schwarz 
die  eordornie  Abbildung  jedes  Polygones  auf  die  Haibebene  aus- 
geführt haben  (Annali  di  Matern.  S.  II.  t.  !.  und  Journal  f.  Math. 
Bd.  70),  zweilens  durch  die  von  Herrn  Neu  mann  angegebene 
»Methode  de.s  aritinuelischen  Mittels«,  welche  funiiehst  für  Poly- 
gone ohne  einspringende  Ecken  das  Problern  l<isen  lilsst.  Der 
Uebergang  von  diesen  Polygonen  zu  den  anderen  ist  durch  die 
Combinationsmethoden  ermöglicht,  welche  von  den  Herren 
Schwarz  und  Neu  mann  gleichzeitig  gefunden  wurden. 
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aQeh  Klein:  Neue  BeiUrflge  sur  R I  e  m  a  d  n  'scheo  Fudo- 
liMeatheorie.  Math.  Annalen  Dd.  21,  S.  455  ff.) 

Wird  im  Innern  dea  Polygones  ein  Punkt  O  angenommeDy 
Dod  werden  die  Entfernungen  der  Randpunkte  voin  Punkte  O 
mit  Q  bezeichnet,  so  ist  also  auch  die  harmonische  Function  con- 

strairbar,  welche  am  Rande  die  Werlhe  /|-^|  besitzt.  Diese 

Fiaelion  soll  die  zum  Punkte  0  gehttrige  Green'sche  Function 
beissen.  Ist  m  der  kleinste  Werth  unter  den  positiven  Grtfssen 

^,  und  M  der  grüssle,  so  sind  l       und  l       bezüglich  die 

i^ebraiaeh  kleinsten  und  grOssten  Werthe^  welebe  die  Green 
idie  Function  des  Punktes  0  tiberfaanpt  im  Innern  und  am 
lüde  des  Pelygones  annimmt.  Umgiebt  man  den  Punkt  0  mit 
einem  lieliebig  kleinen  Kreise,  so  ist  die  Differenx  zwischen  der 

Green  sehen  Function  y  und  der  Function  /       atisserhaib  des 

Kreises  und  im  Innern  des  Polygones  überall  harmonisch.  Da 
diese  Differenz  auf  dem  Rande  des  Polygones  gleich  Null,  und 
aof  der  Peripherie  des  beliebig  kleinen  Kreises  negativ  beliebig 

gross  wird,  so  iai  9  ^  ^i^)  Innern  des  Polygones  Überall 
negativ,  also  g  <  /  |i|  . 

2.  Jede  im  laneru  einer  Fllieho  F  harriionische  Function  u 
Usst  sich  in  eine  Fo  u  r  i e  r'sche  lieihe  entwickeln.  (Math.  Annal. 
Bd.  21  y  S.  305.)  Wählt  man  den  Punkt  0  zum  Mittelpunkt  voD 
iü-eisen,  so  gilt  auf  jedem  Kreis  um  0,  dessen  Badius  kleiner 
ift  als  m,  der  also  im  Innern  der  Fl^iehe  F  liegt,  solch  eine  ßnt- 
wickelungy  und  es  wird,  wenn  ^  den  Radius,  ^  den  Gentri- 
Winkel  bedeutet  : 

u{q,S)  «  ^-fudä^  ^1^2!  **./^ 

•f-  n 

-f.  COS  k4^Ju  cos  Ä^d^j. 

17 bedeutet  die  Werthe,  welche  die  Function  w  auf  dem  Kreise 
mit  dem  Radius  m  besitit.  üeber  diesen  Kreis  hinaus  lasst  sich 
die  Function  u  und  iwar  fttr  das  ganze  Innere  der  Flüche  F 
darch  analoge  Reibenentwickelungen  fortsetzen. 
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Desgleichen  besteht  für  jede  hnrmonische  Function  eiue 
lülej^r.iUlarstellunp  von  folgender  Art.  Sind  die  Weriiie  der 
Function  u  auf  der  Peripherie  eines  im  Innern  der  Fläche  ge- 
legenen Kreises  mit  U  bezeichnet,  so  ist 

Hier  bedeutet  da  (^(Ixh  das  Bogenelement  des  Kreises,  /  die 
positiv  genommeDe  Enlfemung  des  Elementes  da  von  dem  be- 
trachteten, im  Innern  des  Kreises  gelegenen  Pankt  (Xy  y) ,  für 
welchen  der  Werth  u  ermittelt  werden  soll,  und  e  den  Winkel, 
welchen  der  nach  innen  gerichtete  Radius  des  Elementes  da 
mit  der  Geraden  l  bildet  (diese  genommen  in  der  Richtung  von 
da  nach  dem  Punkt  {ooj  y)].  Für  den  Mittelpunkt  des  Kreises  ist 

3.  Hesit/l  ntic  harmonische  Fiiiirlinn  am  Rande  einer  be- 
liebigen t'liielie  F  nur  positive  (oder  nur  negative)  Wcrtbe  L', 
und  ist  der  Werth  der  Function  u  in  irgend  einem  innern  Punkl 
gleich  dem  Preduet  einer  bestimmten  endlichen  Grösse  d  mit 
einer  endlichen  Grösse  E,  so  ist  auch  ftlr  jeden  anderen  Punkt 
,im  Innern  der  Flüche  der  Werth  der  Function  u  darstellbar 
durch  das  Product  von  d  mit  einer  endlichen  Grösse  fJ'.  Diese 
Grosse  hangt  ausser  von  E  im  Wesentlichen  (d.  h.  hinsicht- 
lich der  Grenzen,  welche  man  ein  für  allemal  für  ihren  Betrag 
angeben  kann),  nur  von  der  Lage  des  betreifenden  Punktes  ab. 

Macht  man  nSmlicb  den  Punkt,  in  welchem  die  Function 
den  Werth  Bö  hat,  xum  Mittelpunkt  eines  Kreises,  so  ist  für 
den  Mittelpunkt  desselben: 

u^^j^Jud^^Eöy 

und  für  jeden  alideren  Punkt  im  Innern  des  Ki'eises: 

Da  die  Grösse  U  ihr  Zeichen  niulu  wechseln  soll,  so  wird  nach 
dem  ersten  Mittelwerthsats  der  Integralrechnung* 

—  n[0  ^]/'/<'*  -       =  £{2v  [^] 
wenn  man  mit  einisn  miulcren  Werth  von        bei  aiieo 


I 
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aflglieheB  Weithen  von  ««^  bezeichnet.  Dieser  Werth  ist  immer 
positiv  und  endlich,  so  lange  der  Punkt  im  Innern  des  Kreises 
liegt.  Also  ist 

u  =  £'d ,    wobei    F  =  ii    q  - 

Da  nun  auf  Grund  dieser  Gleichung  jeder  Punlit  im  Innern  des 

Kreises  zum  Miltelpunkt  einer  neuen  Inlegralchirstelluni»  4^e- 
tnachl  werden  kann,  su  ^iil  der  SaU  fUr  alle  Punkte  iui  Innern 
der  Fläche  F. 

Dieser  einfache  Salz  ist  für  das  Folgende  deslialh  von  Be- 
(feulune.  weil  er  lehrt,  dass  die  Function  }i,  falls  sie  üherfill 
<l.iN>elUe  Zeichen  hnt.  gleichniassit:;  für  alle  Punlite  im  Innern 
ji<'r  Fläclie  nach  Null  converjzirt,  sohnid  sie  in  einem  ein/iuen 
Punkte  nnt  ö  beliebig  klein  wird.  Denn  die  Grenzen,  innerhall) 
welcher  £  variiren  kann,  bleiben,  unabhängig  von  d,  stets  nur 
endlich. 

Dasselbe  gilt  auch  für  alle  Ableitungen  der  Function  u. 
Denn  im  Innern  de<%  Kreises  mit  dem  Radius  r  boHtehen  für 
jaden  Punkt  mit  den  Coordinaten  ^,  &  die  Gleichungen: 

*  =  1  —  71  —TT 

=  ^  ^  *  (f )  [t^os  *^  ju  sin  k&ä^  —  sin     J  u eos  k»d&^ 

hd  nun  die  Integrale 

-  fu sin  k^d^  und    -  fueosk^d^ 
ihrem  Betrage  Uüch  nicht  grüsser  sind  als  der  ilelrag  von 


—  71 


weil  U  ttlierall  nur  positiv  oder  nur  negativ  sein  sollte,  so  sind 

auch  die  Beträfe  von  und  an  jeder  Slelle  im  Kreise  gleich 
dem  Prodacte  von  d  mit  endlichen  Grössen.   Sie  convergiren 
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folglich  Überall  im  Innern  von  F  gleicbmassig  nach  Null,  wenn 
B  beliebig  klein  wird.  Kbeoso  verhaiten  sieb  alle  höheren  Ab- 
leituDgen. 

4.  Ist  filr  eine  beliebige,  endliche  Fläche  F  eine  unbe- 
grenste  Reihe  von  harmonischen  Functionen 

gegeben ,  deren  Randwerthe  mit 

y  f    •  •  ■  •  y   •  •  «  • 

bexeiehnet  werden  sollen,  und  convergirt  die  Summe  der  Rand- 

wertlie  l'^  -+-      -+-  L 4-  U,^^+'  •  •  •  liloichiniissij^  nach  einer 

be^liiiiiiileu  i'uuclion  L\  hu         die  uuendliche  lleihe 

fl  B  tl|  +  u,  +  w,  +  •  •  •  •  +      +  •  •  •  • 

eine  Funclion  dar,  welche  iui  Innero  der  Flüche  F  harmo- 
nisch ist. 

Denn  die  Funclion  u  ist  erstiich  iu  der  Flüche  stetig,  weil 
die  unendliche  Reihe  gieichmässig  convergirt.  Da  näiuJtcb  die 
Summe 

zuiuij^e  der  VorausscUuni^  für  allo  U;tn<lpiin k U  /ui:leich,  ledig- 
lich durch  Wahl  von  n  und  unahhiiniziii  \om  m,  ihrem  Betrage 
nach  Itieiuer  als  eine  beliebige  Orüsso  ö  gemacht  werden  kann, 
so  wird  auch  die  Summe 

dem  Betrage  nach  fUr  alle  i'unkto  im  lauem  von  F  kleiner  als  Ö. 
Setzt  man  femer 

tt  =s      4-  r„  ,     Ä„  =  M,  4-       +       H  +  «n  - 1  . 

so  ist  für  jeden  f^unkt  im  innern  eines  innerhalb  F  gelegenen 
Kreises  mit  dem  Radius  r: 

wenn  man  mit  .S„  deti  Werth  der  Summe  s,^  in  den  Punkten 
der  Peripherie  des  Kreises  l)ezei(  linet.  ^iennt  man  lei  ner  U 
und  W„  die  Werthe  von  ?/  und  r,j  auf  der  Peripherie  des  Kreises, 
so  kann  mau  diese  Gleichung  auch  iu  der  Form  schreiben : 
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Da  nuD  und  durch  Wahl  von  n  gleiehmKssig  beliebig  kleiu 
werden,  so  ist 

d.  h.  u  isl  eine  hiiniioiiischo  Function  für  das  ganze  Innere 
vuii  F.  Aus  diesem  und  doiii  1j  ülieren  Salz  (Nr.  3)  folfjl : 

/.vf  /«r  t?//it'  bcliebif/f  vndlidie  Flüche  F  eine  i(/ihf(jren:^lc  lieihe 
von  harmonischen  Funclionen  u^,  .  .  .  M„,  . ..  ycr/eben,  die  alle 
innerhalb  f  einei  ki  Zeichen  haben^  und  convergirl  die  Hunwie 

W|  +  t#j      llj  +  ....  +  t/n  +  • . » • 

an  irffend  einer  Stelle  im  Innern  der  Flüche^  so  converyirt  sie 
fnn/i  fiir  alle  inneren  Punkte  der  Fläche^  und  ist  in  derselben  eine 
fuirmonische  Function.  *) 

I)<<i)n  wenn  die  Reihe  au  einer  Stelle  convergirl,  so  Islsst 
^icU  (ür  dtcöe  Stelle  oio  Werlh  n  angeben,  sodass 

bei  jedem  Werth  von  m  kleiner  hioil)l  als  oinc  vorgeschriebene 
beliebig  kleine  Grösse  «5.  Dann  aber  ist  diese  Summe  im  In- 
nern von  F  allenthalben  gleich  dem  lYoduct  von  d  mit  einer 
eodlicb  bleibenden  Grösse. 

§  2. 

Die  ConstractioA  der  Qreen'schen  f  imction» 

4.  In  der  x^-£l>ene  sei  eine  eififach  zusammenbUngendo, 

?:anz  im  ländlichen  liegende  Flache  F  ohne  Windungspuukte 
fipgeben.  lieber  den  Rand  C  derselben  machen  wir  keine  andere 
Voraussetzung,  als  dass  er  aus  einer  stetigen,  sich  selbst  nicht 
durchschneidenden  Curve  bestehen  soll.  (Die  Curve  kann 
unendlich  viele  Kcken  besit/^'n,  ja  überhaupt  keine  bestiinnilen 
Tangenten  oder  Bogenelemeute  haben.)   Im  Innern  der  Fläcbe 


')  Auch  bei  der  Methode  dr nrilhinetisclicn  Mittels,  sowie  bei  den 
eingangs  erwtthoteo  Combinatioasiuethuden  ist  dieser  Satz  dienlich. 
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werde  ein  l*ur»ki  0  beliebig  angenommen.  Ks  soll  die  Kxislonz 
der  Green 'schüD  Function  bewiesen  werden,  weiche  zum  Punkt 
0  gehört. 

Man  conslniin»  iniuMhan»  der  Curve  C  eine  unendliche 
Reihe  von  Polygonen  :  I\,  P.^,  . .  .  P„  . . .  mil  foliiondcii  Kipon- 
schidlon.  Erstens:  Jedes  Polyi;on  lieiit  i^anz  iniu  i  halb  der  Ciurvp 
C,  dus  heissl  sein  Um  fang  hut  keinen  Punkt  mit  derselben  ge- 
mein. Zweitens:  Jedes  Polygon  liegt  ganz  ausserhalb  des  vor- 
hergehenden. Drittem  t  Das  Polygon  P„  soll  sich  bei  wachsen- 
den Weriben  von  n  der  Curve  C  beliebig  nähern.  Dies  wird 
der  Fall  sein,  wenn  jeder  Punkt  auf  dem  Polygon  P„  so  liegt, 
'  dass  die  untere  Grenze  seiner  Entfernungen  von  den  Punkten 
der  Curve  C  unterhalb  einer  Grosse  d  sich  befindet»  die  mit 
wachsenden  Werthen  von  n  nach  Null  convergirt. 

Zu  jedem  Polygon  Itlsst  sich  die  Green 'sehe  Function, 
welche  zum  Punkt  0  gehtfrt,  oonslruiron.  Bezeichnet  man  die 
fllr  geltende  Function  mit  (J,^.  so  erhalt  man  eine  unendliche 
Folge  von  Functionen : 

4 

^4»  fft>  ffs»  •  ■  •  ^n>  •  ♦  • 

Von  diesen  Functionen  soll  bewiesen  werden,  dass  sie  nach 
einer  ganz  bestimmten  harmonischen  Function  g  convergireo, 
und  dass  diese  Function  9,  welche  durch  die  unendliche  Summe 

^  —  tfi  +  (i/t-  ffi)  +  i^,  -  ^4)     ••••  +  i5fii-^n-4)  +  •••• 

darstellbar  ist,  für  die  von  der  Curve  C  umschlossene  Fläche  F 
diejenige  Green'sche  Function  ist,  welche  zum  Punkt  0  ge- 
hört. *j 

2.  Man  vergleiche  zunächst  zwei  auteiuandcr  fuigciuie  Func- 
tionen, z.  B.  ^1  und  g^^  deren  Randwerthe  mit  l  (— )  und  /  (  M  be- 

zcicbuet  seien.  Weil  die  Green  sehe  Function  im  Innern  eines 


4)  Millel8  des  Vcriahi  eas  ilcr  KinsciiUesüung  einer  Fläche  durch  Poly- 
gODo  bat  Herr  Schwarz  die  Möglichkeit  der  cDafonnen  AbbllduDK  einer 
ebenen  FlVche,  deren  Begrenzung  überall  convex  nach  Aussen  ist,  auf  einen 
Kreis  bewiesen  (Prgr.  der  eid^cn.  poh  t«clin.  Schule  4669/70}  und  dem  Slu* 

dium  dieser  Abhandlung  verdanke  ich  die  Anregung  zu  der  vorliegenden 

rntrrsnchnng.  Im  Uf^hritücn  iintprschci<?rn  <i\r\\  die  Formulirungen,  wolche 
\W\v  S  (•  Ii  w  a  r  z  anj.'M'bl.  nod  hier  n  iil'*'n>.  iHidtoii.  .l»'r)<>  lassen  sich  niclit 
aut  eine  beliebig  beraiideU)  ebeuc  Figui  und  niciU  iur  die  Lösung  des  ana- 
logen Problemes  im  Räume  übertragen. 
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Polygonen  ailenlbalbon  kloincr  ist  als  /  und  weil  das  PoiygoQ 
i\  ganz  im  Inoern  des  PolygoDes     liegt ,  so  siod  die  Werthe, 

welche  auf  dem  Polygon  /*,  hcsit/.i,  kleiner  als  **^*»^ 
kleiner  als  g^*  MilUio  ist  Überall  iui  Inocra  vop 

d.  h.  die  Reiht»  der  Functionen  ry,,  ry„   bildet  eine  Reihe 

von  abnehmenden  Grossen ;  es  ist 

9i>  9t>  99>    "  '  >9n>  9n*i  > 

Diese  UngleicbungeD  gelten  fUf  jeden  Punkt  im  Innern  der  Flache 
F  von  einer  bestimmten  Stelle  üb,  weil  Jeder  Innere  Punkt 
sebliessllch  innerhalb  eines  Polygones  und  aller  darauf  folgenden 
lu  liegen  kommt. 

Da  nun  jede  der  Panetlonen      in  jedem  Punkt  innerhalb 

F  grösser  bleibt  als  der  Werth  / wenn  M  das  Maxinmiu  der 

Entfernung  der  Punkte  dos  Randes  C  vom  Punkte  0  bedeutet, 
so  folgt,  dass  die  Fanctionen  in  jedem  Punkt  innerhalb  F  nach 
einer  bestimmten  Grense  convergiren. 

Beachtet  man  nun  weiter,  dass  die  Differensea 

alle  einerlei  Zeichen  haben^  nämlich  negativ  sind,  so  folgt  nach 
dem  am  Schluss  des  §  I  erhaltenen  Satz,  dass  die  Function : 

y  =  ^4  +  (^t  -  i/i/    (i/i  -  i/i)  +  ^/n  -  i/n-J    * •  • 

eine  im  Innern  von  F  harmonische  Function  ist. 

3.  Es  rouss  nun  gezeigt  werden,  dass  diese  Function  g  bei 
Annäherung  an  den  Rand  gleichmassig  stetig  In  die  Werthe 

Ubergeht. 

Zur  Yereinfachung  der  Discussion  lUhre  ich  an  Stelle  der 
Functionen  g^^  und  g  die  Functionen  und  s  sein^  weiche  durch 
die  Gleichungen 

=  QC^i,      =  Qe^i,  =  Q^^",   '  "  und  ^  =  qe^ 

deßnirt  sind.  Jede  der  Functionen  besitzt  am  Rande  des  zu- 
gehöriton  !V)lygones  /*„  den  constanlcn  Werth  1,  und  im  Punkt 
Oden  Werth  Null.  Ferner  sind  die  Functionen  /(^J  harmonische 
Fancticmen  nach  Ausschluss  des  Punktes  0,  in  weichem  sie  ne-* 
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^liv  oneodlieii  tverden.  Da  die  Reihe  der  Funolioiieii  eioe 

abnehmende  ist,  so  isl  auch  die  Reihe  der  Functionen  eine 
abucbmende,  d.  h.  es  isl  für  jeden  Puukl  iiiuerhalh  dor  Flüche 

«t  >  «1  >        •  •  •  >  *n> > 

Bezeichnet  a  einen  bestimmten  positiven  Werth  kleiner  als  I, 
so  bilden  die  Puniite,  in  denen  den  constanlen  Werth  a  bat, 
eine  einfach  geschlossene  Curve,  welche  den  Punkt  0  umgiebt. 
Sucht  man  also  die  Gurven  auf,  fttr  welehe 

5|  )  •  •  «  •  Sä  •  •  •  • 

isl,  so  folgt  aus  den  eiligen  Ungleichungen,  dassjedo  dieser  Curven 
ausserhalb  der  vorhergehenden  liegt.  Es  wird  also  auch  der 
Ort  aller  dor  Punkte,  in  denen  5  ss  a  ist,  ausserhalb  aller  vor- 
hergehenden Curven  sich  befinden. 

Man  muss  daher  suvorderst  naebweisen,  dass  solche  Punkte 
überhaupt  im  Innern  von  F  vorhanden  sind.  Zu  dem  Zwecke 
denke  man  sich  ein  Polygon  Q  construirt,  dessen  Fläche  die 
FiMche  Fganz  einschliesst,  dessen  Umfang  st>er  elften  oder  mehrere 
Punkte  mit  der  Gurve  C  gemein  hat.  Gonstruirt  man  für  dieses 
Polygon  Q  die  zum  Punkte  0  gehtfrlge  Greeo'sehe  Funetion 
so  ist  der  Werth  von  y  im  Innern  der  Flüche  P  kleiner  als  jede 
der  Functionen  also  auch  nicht  grösser  als  die  Function  g. 
Bezeichnet  man  mit  o  den  Werth  a  =  qc'^,  so  isl  in  den  Punkien 
der  Fläche  F 

s  ^  a. 

Da  nun  die  Curve  (T  =  «  jedcnfiilJs  in  das  innere  der  Hiiehe  F 
einlrelen  uuiss,  weil  sie  die  Punkte  ausschliessl ,  welehe  das 
Polygon  Q  mit  dem  Uaude  C  geuiuiu  hat,  und  in  denen  a  =  1 
ist,  so  sind  auch  im  Innern  von    Punkte  vorhandeD,  in  denen  s 
gleich  oder  crösscr  als  a  isl. 

Der  Ort  aller  der  Punkte,  in  denen  s  =  a  ist,  kann  nicht  eine 
geschlossene  Curve  sein,  falls  sie  nicht  den  Punkt  O  einschliesst  ; 
denn  sonst  wttre  s  allenthalben  in  Fconstant,  was  tufolge  der 
Gleichung  l{s)  =  ^  +       unmöglich  ist. 

Ebensowen it:  können  die  Punkte,  in  denen  s  ss  a  ist,  im 
Innern  von  F  gelegene,  nicht  geschlossene  Gurven  bilden; 
denn  bei  einer  harmonischen  Function  ist  dieses  ttberbaupt  un* 
möglich. 

Sonach  ist  nur  zu  zeigen ,  dass  der  Ort  der  Punkte  t  ^  a 
beliebig  nahe  an  den  Rand  C  heranrttckt,  wenn  er  beliebig  nahe 
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dvi\  Werlh  i  rückt,  d«i8^  aljor  tlie  l'unkto  .v  =  a  den  Kaiid  C 
ttieoiais  orrpichen,  so  lange  a  kleiner  als  !  ist. 

Con.sUuirl  man  das  Polygon  P„  im  Innern  dor  Curve  C, 
welches  derselben  beliebig  nahe  gebraclit  wird  dadurch,  Hass 
mau  n  beliebig  gross  annimmt,  so  hat  auf  di  [iis(  Iben  <l  in  Function 
Sjjdon  \Verlh  4,  und  jede  der  foliienden  FiitRlionen  olucw  \\  crlh, 
der  kleiner  ist  als  1 .  Bestimmt  man  den  jirosstcn  W  crlh,  welchen 
die  Function  s  auf  diesem  Polygon  annimmt,  und  nennt  man 
denselben  a,  so  ist  fUr  alle  Werthe  im  Innern  dieses  Polygones 
der  Werth  von  s  kleiner  als  a;  alle  Punkte,  in  denen  $  >  a  ist, 
liegen  also  iwischeD  dem  Polygon  und  der  Gurve  C,  d.  h,  sie 
kommen  der  leUteren  beliebig  nahe. 

Die  Curve  s  ob  a  kann  dabei  den  Rand  niemals  erreiohon. 
Denn  wird  wie  vorhin  das  Polysoo  Q  eonstruirt)  welobes  min- 
deslens  einen  Punkt  mit  der  Curve  C  gemein  hat,  im  Uebrigen 
aber  gani  ausserhalb  derselben  liegt,  so  ist «  jedenfalls  nieht 
kleiner  als  a.  Demnach  liegt  die  Curve  5  »  «  nicht  ausserhalb 
der  Curve  <r  «s  a.  Die  Curve  <r  »  a  kann  nun  swar  den  Rand 
C  an  mehreren  Stellen  durchschneiden,  sie  muss  aber  alle  die 
Punkte  des  Randes,  welehe  zugleich  auf  dem  Polygon  Q  liegen, 
in  beslinnnler  endliclier  Entfernung  ausschliesscn;  denn  in  diesen 
Punkten  ist  er  =  I.   Mitbin  muss  auch  die  Curve  a  =  a  von 
diesen  Uandpunktcn  eine  endliche  Entfernung  haben.  Da  nun 
jeder  Punkt  des  Uandes  willkürlich  zu  einen  Eckpunkt  von  Q 
gemacht  wi  i  (ien  kann,  so  hat  die  Curve  s  ^  a  von  allen  Mand- 
punkten  eine  ciKiliche  Entfernung,  solange  o  <  ^  ist. 

4.  Mit  der  Existenz  der  zum  Punkt  0  ctchörif^enGrecn 'sehen 
luAction  ist  bekanntlich  nun  auch  der  folgende  Satz  bewiesen: 
Jede  endliche,  einfach  zusammenhangende,  von  einer  be- 
liebigen stetigen  Randcurve  begrenzte,  ebene  Fläche  F  kann 
derart  conform  auf  das  Innere  eines  Kreises  abi^ebildel  werden, 
dass  einem  beliebig  zu  wählenden  Punkte  0  der  Mittelpunkt  des 
Kreises,  und  jedem  anderen  Punkt  im  Innern  von  F  umkehrbar 
eindeutig  ein  Punkt  im  Inneni  des  Kreises  entspricht.  Den 
Ponkten,  welchem  beliebigerNShe desRandes  liegen»  entsprechen 
PUakle,  die  an  die  Kreisperipherie  rücken.  Diese  Abbildung  ist 
bis  auf  eine  Drehung  des  Kreises  um  seinen  Hittelpunkt  fixirt. 

Ob  nun  auch  den  Punkten  des  Randes  eindeutig  bestimmte 
Paakte  der  Kreisperipherie  entsprechen,  hangt  von  den  Werthen 
ab,  welche  die  Ableitung  der  Green  'sehen  Function,  gebildet  nach 
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deo  inneren  Normaloo,  in  den  Punkten  deaLBendesbesiUl.  Diese 
Frage  wird  bei  einer  beliebigen  Randcurve ,  die  keine  Tan- 
genleo  uud  keine  Normalen  lu  beeiUen  brauohl,  wohl  kaum  zu 
entscheiden  sein.  Nur  bei  einem  Rand,  der  aus  einer  analy— 
tischen  Curve,  oder  aus  Stücken  solcher  Curvcn  besteht,  ist  sie 
bisher  uud  zwar  iu  bojahendeui  Siuae  bcaulworlel  wurJun. 

Die  Haaptoigensehaften  der  Qree naschen  Fonctlon. 

Die  Function  g  besitzt  zwei  wesenllichc  Kigenschafteii, 
deren  Beweis  ich  hier  anführen  möchte,  um  keinerlei  Zweifel 
über  die  AllgemeingUllIfzkeil  derselben  bestehen  su  lassen;  denn 
dieselben  werden  im  folgenden  §  benutzt. 

4 .  Ist  in  BesQg  auf  eine  beliebige  ebene  Fische  die  su 
einem  Punkt  o  gehörige  Green 'sehe  Function,  und  ist^Q,  die  eu 
einem  andern  Punkt  o'  gehörige  6  reen'sche  Function,  so  Ist  der 
Werth,  welchen  die  erste  Function  im  Punkte  o'  besitst»  gleich 
dem  Werth,  welchen  die  «weite  Function  im  Punkt  o  hat;  also 
in  Ponneln 

9<:    "'i    =   !/o'  '  • 

Der  Beweis  ist  am  einfarhsicn  n;H  h  dem  Veriahren,  welches  in 
den  \  driesunecn  von  Rio  mann  [Schwwe,  Kloclricilüt  und 
Mai^notisnms,  bearbeitet  von  Hatto  ndorffi  ftlr  dasselbe  Profdeni 
im  Baum  milgetheilt  ist.  Nur  eine  kleine  Modification  scheint 
mir  dabei  nolh wendig  zu  sein. 

Man  umscbliesse  die  innerhalb  F  gelegenen  Punkte  o  und 
o'  nnt  beliebig  kleinen  Kreisen,  deren  Mittelpunkt o  n  und  </  sind, 
und  deren  Radien  ^  und  ^'  heissen  mögen.  Nach  Ausschluss 
dieser  Kreise  soll  die  Flttche  P  mit  F'  beseichnet  werden.  Ftthri 
man  die  Functionen 

«  =  f/o  —  ^(7)»  ^'  =  yc-  ^ (jj) 

ein,  wobei  r  und  r'  die  Entfernungen  der  Punkte  von  F'beittglich 
von  0  und  0'  angeben,  so  sind  u  und  u'  im  Innern  von  f  har- 
monische Functionen.  Nach  beluinnten  SStsen  bestehen  die 
Gleichungen : 

wenn  diese  Integrale  über  sflmrotliche  Randcurven  von  f  er- 
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>lrf'<ki  u erden.  Dabei  sind  die  Al)leiluni;en  nach  den  inneren 
>orinaleo  zubilcicD.  Um  atierkciQeVoruusseUuDgca  einzuführen 

Aber  die  Existenz  und  Integrirbarkeit  der  Ableitungen  und 

^  am  Rande  von  F,  dessen  Bogenelenienie  ttberdies  nicht  inte* 

grirbar  zu  sein  brauchen,  ersetze  ich  die  Randcurve  von  F  durch 

eine  andere  innere  Curve  mit  integrirbarem  Bogcnclemcnt, 
welche  in  beliebiger  .Nahe  der  eiuontliehen  Randeurve  verlauft, 
und  welche  ebenfalls  die  um  o  untl  u  con^jU  uirlen  Kreise  ein- 
sfhliesül.  Als  solch  eine  Curve  wiilile  ich  diejenige,  auf  welcher 
«  den  conslanlen  Werth  et  hat.  Es  ist  dios  eine  analytische 
Curve,  so  dass  eine  Intej^ralion  längs  dieser  Curve  iuiuier  aus- 
geführt werden  kann.')  Wii-d  das  Bügenelemenl  derselben  mit 
äa'  bezeichnet,  so  zerlegt  sich  das  obige  erste  Integral  in  Integrale 
mit  dem  Element  äa'j  und  in  zwei  Integrale,  welche  sich  auf 
die  Kreise  um  o  und  o'  beziehen.  Es  wird  also 

t)as  erste  Integral  ist,  weil     auf  der  neuen  Randcurve  überall 

negativ  ist  (höchstens  gleich  Null  wird),  nach  dem  ersten  Mittcl- 
vverlhsatz  gleich 

^"  da' 


\vcnn  u'  einen  mittleren  Werth  von  u'  bezeichnet;  und  zufolge 
der  Gleichung 

^chestchauf  sümmtliche  Randcurven  bezieht,  wird  das  vorher- 
gehende Integral  gleich 

4)  Auf  den  Nivcaulinieu  im  inncru  einer  auch  mchrCach  zusammen- 
^Sagenden  Flttcbe  kttooen  niemals  Spitzen  vorkoromon,  sondern  nur  viel- 
iMhe  Punkte  (Glelchgewichtspunkte),  in  denen  sich  n  Zweige  unter  Winkeln 

voD  der  Grosse  —  »chueideii.  Für  ein«  eiiitücli  zusammeuluingendü  i- lache 
besitzen  die  Curven  g  ^  i  |y|  «  it  auch  keine  vielfachen  Punkte. 
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Ebenso  isl 

Da  nun  auf  üor  Periplieric  üur  kreise  q  und  die  GleiehuDgen 
l^eUcu: 


so  sind  diese  beiden  integrale  bezüglich  gleich  —  2  rr  [u'J  und 
S^ra,  sie  convergiren  also  nach  Null,  wenn  er  und  folglich  auch 
der  MiilelvMM  ih  von  u  beliebig  klein  gemacht  werden,  dadurch 
dass  man  die  Curve  a  in  beliebiger  Nuhe  der  Raudcurve  a  an- 
nimmt.  Dass  in  der  That  bei  diesem  Processe  auch  der  Mitiei- 
Werth  von  u'  beliebig  klein  wird,  folgt  daraus,  dass  die  G  reen  *sche 
Function  gleichroässig  in  ihre  Randwerthe  Ubergeht,  wie  iui 
vorigen  Paragraphen,  wenigstens  für  einfach  zusammenhängende 
Flachen,  auf  die  es  im  Folgenden  allein  ankommt,  bewiesen 
wurde.  Femer  wird 

^lin./^;;;'  [y,  -  /  (|))  QdO-  «  iy,.{o)  +  l{oo'))  in 

Demnach  ist,  da  die  Summe  dieser  Integrale  beliebig  klein  wird, 

9o^  {0)  =  9o 

2.  Für  das  Problem  in  der  Ebene  kann  man  den  Beweis 
auch  mittels  der  oonformen  Abbildung  durch  den  sehr  einfacben 
Nachweis  des  Satses  erledigen :  Wird  ein  Kreb  conform  auf 
sich  selbst  abgebildet,  so  dass  irgend  ein  Punkt  desselben, 
der  den  Abstand  d  vom  Mittelpunkt  hat,  nunmehr  Hittelpunkt 
wird,  so  entspricht  bei  dieser  Abbildung  dem  Mittelpunkt  eia 
Punkt,  der  wiederum  im  Abstände  d  von  der  Mitte  sich  befindet. 

3.  Auf  Grund  der  angewandten  einfaehen  Prindpien  und 
des  vorigen  Saties  erbSlt  man  auch  den  Beweis  für  die  s weite 
Ligeuschaft  der  Gree naschen  Function:  Rttckt  der  Punkt  o'  auf 
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den  Rand  der  Fläche  F  in  einen  Punki     so  geht  die  zum  unkte 

o'  gehörige  Gree nasche  Funciion  in  die  Function  Uber, 

wohfi  /'  die  Kntfornungcn  der  Punkte  in  der  FlJIche  F  vom 
PunUe  p  bedeutet.  Dieser  Uebergang  erftjli^l,  nach  Ausscliliiss 
d<^^  Punktes  p  durch  ein  ))eHebig  kleines  Gebiei,  gleichmasöig 

Man  betrachte  gleichzeitig  einen  festen  Funkt  o  und  den 
variaheln  Punkt  0'.  Um  den  Punkt  o  construire  man  die  Uurven, 

aufweichen  die  Green *sche  Function     .^Io^ch        -t-  o  oder 

Qq'^I      eonstant  gleich  o  ist,  wobei  a  einen  negativen  Werth 

mit  beh'ebig  kleinem  Betrag  l)cdeutet.  Rückt  der  Punkt  0'  auf 
diese  Curve,  so  hat  die  zu  0'  gehörige  Grecn'sche  Function 

im  Punkte  0  den  Werth  l       h-  a.  Umgiebl  man  den  fiand- 

punkt  p,  in  welchen  0'  hineinrücken  soll,  mit  einem  beliebig 
kleinen  ins  Innere  von  F  eindringenden  Gebiet^  welches  den 
Pnnki  0'  einschYiesst,  und  nennt  man  F  nach  Aussehluss  dieses 

Ueblets      so  ist  g^'^  l      eine  in  F'  Uberali  harmonische 

Fonetton ;  beioichnet  die  variable  Entfernnng  jedes  Punktes 
im  Innern  oder  am  Rande  der  Flttcbe  F  vom  Punkte  o\  Diese 
hamonisefae  Punetion  ist  im  Funkte  o  f  leieh  tt,  am  Bande  von 

F  Oberau  negativ  oder  Null,  und  loigiicU  ist     -*  l     j  Überall 

im  Innern  von  F  gleich  dem  Prodoct  von  a  mit  endlichen 
Grossen.  (§  4 .  Nr.  3.)  Gonvergirt  or  nach  Null,  so  gehl  innei^ 

lialb  F'  gleichmassig  in  den  Werth  /  Uber. 

Man  kann  diasen  Satx  anch  folgendermassen  aussprechen : 
Wird  irgend  eine  Curve  betrachtet,  die  ganz  im  Innern  der 
Flache  F  liegt,  so  convergiren  die  Werthe,  welche  die  Function 
auf  der  Peripherie  und  im  Innern  dieser  Curve  besitit,  gleich* 

müsstg  uach  den  Werthen  /  j-^j  ,  wenn  0'  auf  den  Hand  der 

Flache  F  rückt.  Ebenso  convergiren  auch  die  Ableitungen  der 
Function  g  gleiehmässig  nach  den  Werthen  der  entspre<^enden 

Abieiiungen  von  /(i).  (§.  i.  Nr.  3.) 
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§  *• 

Nachweis  der  EziBtenz  einer  harmonisolien  Function  mit 
beliebigen  stetigen  Eandwerthen. 

I .  Von  der  Randcurve  C,  welche  eine  eimfack  zutammen- 
hängende  Fläche  F  begrenzt,  wird  im  Folgenden  vorausgesetzt^ 
dass  ihr  Bogenelement  da  integrirbar  tsl,  und  dass  sie  nicht 

unendlich  viele  Wendungen  besilst.  Ueberdies  werde  der  Eiu- 
fnelihoit  wegen  iin.uononiiiienj  dass  keine  Eckpunkte  oder  Spitzen 
iiiil  (lern  Uainle  vorh;indeu  sind,  sodass  es  also  in  jedem  Rand- 
punkle  eine  bestiimute,  sich  stetig  ändernde  Taiii^ente  gieht. 
Sind  alsdann  liings  des  Rundes  die  W(Mthe  einer  eindeutigen 
lind  sletlsen  Function  U  gegeben,  so  soll  für  das  lnnei*e  der 
l  l.uhe  /''die  harnionische  Funriion  w  bestimmt  ucrdcn,  \v**T«'he 
gleichinässig  stetig  in  die  Randwerthe  T/ tibergeht,  l  nter  dem 
gleichmUssig  stetigen  Uebergang  in'  die  Randwerthe  verstehe 
ich  folgende  Eigenschaft:  Bei  jeder  vorgeschriebenen,  belieliij^ 
kleinen  Grösse  d  muss  sich  zu  jedem  fiandpunkt  s  ein  Gebiet 
von  endlicher  Ausdehnung  angeben  lassen,  welches  in  das 
Innere  von  P  eintritt,  und  zum  Theil  von  einem  BogenstUck  der 
Randcurve,  in  welchem  s  liegt,  begrenzt  ist,  sodass  die  Werthe 
der  Function  ti,  welche  zu  den  Punkten  dieses  Gebietes  und 
seiner  Grenzlinien  geb<Jren,  unter  einander  um  weniger  als  d 
differiren. 

Es  ist  bekannt,  dass  diese  Function  u,  wenn  Oberhaupt, 
SU  jedenfalls  eindeutig  bestimmt  ist. 

Die  von  Green  (Joum.  t  Math«  Bd.  44)  angegel>ene  Formel 

lautet : 

Dabei  bedeutet  g  die  Entfernung  des  Punktes  a;,  y  von  den 
Punkten  des  Randes,  o  die  zum  Punkt  x,  y  gehörige  Green'sche 

Function,  nnd     die  Ableitung  der  betreffenden  Function,  ge- 
bildet in  den  Punkten  des  Randes  nach  der  inneren  ^ioroiaien. 
b  log  (-i) 

Die  Grttsse  ^  -  ist  gleich  ,  wobei  e  den  Winkel  be- 
zeichnet, den  die  nach  innen  gerichtete  Normale  mit  der  Rich- 
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tnog  ^  {von  da  nach  dem  Ponkte  a;,  y)  einsobliesst.  Die  Grösse 

giebt  den  W  uikel  ao,  unter  weichem  das  Bogeuelement 

ig  Toon  Punkte  x,  y  aus  gesehen  wird,  wobei  jedoch  dieser 
Winkel  positiv  oder  negativ  ist,  je  nach  dem  Voneieben  von 
m€.  Derselbe  wird  von  Herrn  G.  Neu  mann  mit  {äa)g.he- 
Kichnel,  sodass  die  vorstehende  Integralformel  geschrieben 
«üden  kann: 

Hei  DP  nennt  in  seiner  Theorie  der  Kugelfunclionen  (2.  Aufl. 
B(L  S.  93)  diose  Formel  mit  Recht  nur  eine  heuristische: 
»iodeui  niauche  Punkte  in  dvv  AhleiluiiL:  ciiier^  j^enauen  Beweis 
vermissen  lassen.   K<  ist  /.  B.  noch  nirhl        lesen,  dass  c/  sieh 

coDtiüuiriich  ändert,  wenn  der  Pol  bis  in  die  Begreuxuog  tort- 
rftckt.« 

Der  Beweis  dieser  letEteren  Eigenschaft  ist  in  dem  vorigen 
§.  in  voller  Strenge  erbracht,  dagegen  ist  Uber  die  Ableitung 
der  Function  g  nach  der  inneren  Normalen  nichts  })ckanntf  also 
weder  über  ihi*e  Stetigkeit  bei  Annäherung  der  Function  (nicht 
ihres  Poles)  an  den  Rand,  nooh  ttber  ihre  Integritbarkeit  Itfngs 
des  Randes.  Ohne  auf  diese  letzteren  Fragen  nSher  einsugehen, 
kann  man  indessen  die  Galtigkeit  der  obigen  Formel,  sobald 
man  den  eigentlichen  Inhalt  derselben  genauer  prttcisirt,  voll* 
kommen  beweisen. 

%,  Behandelt  man  die  beiden  Integrale  gesondert ,  so  er- 
geben sich  zunUchst  für  das  erste  die  folgenden  Eigenschaften, 
ftlr  deren  Beweis  ich  mich  auf  frühere  Arbeiten  berufen  kann'}. 
Das  Integral 

Stellt  eine  im  Innern  von  F  harmonische  Function  dar,  welche 
Annäherung  an  den  Rand,  d.  h.  wenn  der  Punkt  x,y  iu 
einen  Randpunkt  s  rttckt,  gleichmassig  nach  dem  Werth 

convergirt,  wobei  Ug  den  Werth  der  Function  U  im  i'uukie  s 

i)  Neumann,  Lntersachungen  ubur das  Loguiithmischo  und  New- 
lon'sche  Potential  (Leipzig  4877),  sowie  meine  Mitlbeilaog:  »Zur  Theorie 
«ksCaneby'schen  Integrales«  in  dieeea  Berichten,  Jahrgang  ISS8, 
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bedeutet,  und  die  »ziii^eordaete«  Function  Pg  in  jedem  Punkte  s 
des  Randes  durch  das  Integral 

I»,-  l-/ü(«ia), 

deßnii't  ist. 

3.  Dos  zweite  Integral  bedarf  einer  neuen  Definition.  An 
Stelle  der  Randeurve  C  betrachte  man  eine  andere  innere Curve 
Cy  die  in  beliebiger  Nähe  des  Randes  verlauft.  Auf  dieser  neuen 
Curve  C  vertheüe  man  in  bestimmter  Weise  die  Werthe  der 
stetigen  Function  ü* 

Um  eine  bequeme  Vorstellung  und  eine  einiiche  analytische 
Pormulirung  vor  Augen  su  haben,  nehme  man  C  als  Parallel*^ 
curve  tu  C  an.  Die  Paralleicurve  C  besitzt,  wenn  sie  in  be- 
liebiger Nahe  von  C  verläuft,  keine  Doppelpunkte.  Ecken  oder 
Spitzen,  wenn  C  keine  dcrai  ugcn  singulüren  Punkte  hat.  l)it» 
Punkte  von  C  siad  den  Punkten  von  C  eindeutig  zugeuiduet. 
Rückt  die  Paralleicurve  durch  Verkleinerung  ihres  Ahstandes 
heliehie  nahe  an  die  Curve  C,  so  rücken  auch  die  zueeordiieleii 
Pünkie  oiiiaader  hciit  hig  nahe.  Auf  der  Cui've  C"  vei  iliolle  laan 
die  Fnrw  tioii  frdeiMrt.  dass  in  den  zugeordneten  Punkten  von 
C  und  C  die  Werthe  von  U  abereinslimmen.  Das  Rogenelemeoi 
der  Curve  C  hciase  da'^ 

Man  bilde  die  harmonische  Function  u/,  wekhe  in  jedem 
Punkte  0  der  Fliehe  durch  das  Integral 

definirt  ist.  Dabei  soll  g  die  zum  Punkte  0  gehörige  Green'sche 
Function  für  die  von  der  Curve  C  umschlossene  Flilche  Fsein; 

^  aber  die  Ableitung  dieser  Function,  gebildet  längi  der  Curt^ 

C  nach  der  inneren  Norni.ileii.  libeiiso  erstreckt  sieh  die  In- 
tegratiou  nicht  Über  die  Randeurve  C,  sondern  Uber  die  Curve  C\ 

Es  ist  ^  Idngs  dieser  inneren  Curve  eine  durchaus  regulKre 
Function. 

Nun  ist  zu  untersuchen,  welche  Grenzwerthe  17/  diese 
Function  in  den  Punkten  des  Randes  C  besitzt.  Lässt  man  den 
Punkt  0  in  einen  Randpunkt  —  er  heisse  s  —  rücken,  so  gelit 
die  Green'sche  FuncticUj  sowie  ihre  Ableitung  in  den  Punkten 

der  inneren  Curve  C  gleichmAssig  stetig  in  den  Werth  li] 
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üüd  ^  l  j-^j  Uber,  wobei  q  die  Entfernung  des  Punktes  s 

TW  den  Punkten  der  Gurve  C  bedeutet.  (§  3.  Nr.  3.]  Es 
ist  «Iflo 

für  die  Punkte  des  Randes  C. 

4.  ^V(  nn  die  Parallelcurve  C  immer  niSher  an  den  Hand  C 
TOnslriiirt  wird,  so  Ündern  sich  die  Werthc  der  harmonischen 
KuDction  u,',  sowie  ihre  Rnndwerlhe  U^'.  Es  soll  der  Grenz- 
werth bestimmt  werden,  den  U^'  hei  ch'csem  Processe  erbult. 

Zu  dem  Zwecke  fixire  man  auf  der  Randeurve  C  einen  be- 
liebig kleinen  Bogen  a^,  in  dessen  Innern  der  Randpunkt  s 
liegt.  Auf  diesem  Bogen  ff,  sollen  die  Werthe  der  stetigen 
Function  U  um  weniger  als  eine  beliebig  kleine  Grösse  Ö  von 
einander  diflferiren.  Crrfcbtet  man  in  den  Endpunkten  dieses 
Bogens  die  Normalen,  so  schneiden  dfese  auf  der  Paraneleurve 
(f  einen  Bogen  er/  aus,  dessen  Punkte  den  Punkten  von  ent- 
sprechen. Die  flhrigen  Tbeite  von  C  und  C  seien  mit  <r,  und 
beieiehnct. 

Das  Intefj^ral  t/,'  zerlegt  sich  in  zwei  Theile,  von  denen 
sich  der  eine  auf  a^',  der  andere  aul  a^'  beziehl;  es  ist 

Wenn  nun  die  Gurve  C  immer  mehr  an  die  Gurve  C  heran- 
rflekt,  so  gehen  im  s weifen  Integral  die  Werthe  von  q  gleich- 
Diässig  stetig  in  die  Werthe  Uber,  welche  die  Entfernungen  des 
Punktes  s  von  den  Punkten  des  Bogens     anailraeken;  also  ist 

oder  Mit  Bennttimg  der  oben  definirten  Beseiehnuag 

Dieser  Uebergang  isi  auch  ein  gleichuiässiger  in  Bezug  auf 
alle  Handpunkte  s. 

Ihs  andere  integral  hat  den  Werth 

Xtth.  p)i]rB.  CUsM  1886.  44 
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Bexdiehnel  man  mll  Ug  den  Werfli  yan  Ü  im  Punkte  s,  nnd 
beachtet,  dass  die  Warthe  von  längs  dea  Bogens  tr^,  also  auch 
ir/,  um  weniger  als  d  von  einunder  differiren,  so  Ist  dieses  In- 
tegral gleich 

Es  Ist  aber  f(da^\  gleich  dem  negativen  Winkel,  unter  wel- 
chem das  Bogenelemeni  a^'  vom  Punkte  s  aus  erscheint.  Dieser 
Winkel  werde  mit  a'  bezeichnet;  also  ist  der  vorstehende  Werth 
gleich 

Liissl  iiioii  die  Curve  C  an  die  Curve  C  beliebig  heranrücken, 
SU  gellt  a'  in  den  Winkel  über,  welchen  die  vom  Punkte  ä  an 
die  lindpunkle  (h  s  l^jyens  tr,  s»ezo^('m  ii  Linien  mit  einander 
bilden,  und/uar  in  denjenigen  Seiieilelwinkel,  der  dem  Innern 
der  Flache  zugekehrt  ist.  bezeichnet  mau  diesen  Winkel  mit 
a,  80  ist 

lim  t^,'«  -      11,  ±  (<  d^^  f^h^  (r/a/),)  +  ^Juida^,. 

Indem  man  nun  den  Bogen  er,  beliebig  klein  werden  iMsst,  geht 
er  in  den  Werth  /r  ttber;  femer  convergirt  d  nach  Null,  wahreod 
/abs  (da^)g  ebenfalls  Null  wird,  well  unendlleh  viele  Wendun- 
gen auf  jedem  Bogenstück  ausgeschlossen  waren ;  endlich  wird 

Sonach  erkennt  man,  dass 

=  lim         -^U,  +        U(da),  -     It/,  +  I 

ist.  Der  lleberi^ani^  von  IJ^  in  diesen  Grenzwerth  ist  für  alle 
Randpunkte  s  ein  gleichmlissig  sletii^er;  d.  h.  zu  Jeder  vor- 
geschriebeneu beliebig  kleinen  Zahl  e  l^sst  sich  eine  I^ge  der 
Curve  C  angeben,  sodass  die  Werthe  der  Function  welche 
von  dieser  Curve  geliefert  werden  ^  sich  allenthalben  auf  C 
um  weniger  als  e  von  unterscheiden.  Man  erkennt  dieses, 
indem  man  den  gleichmassig  stetigen  Uebergang  der  Winkel 
a'  in  a,  und  der  Secantenwinkel  ^  in  den  Tangentenwinkel  7t 
beachtet. 
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Hieraus  luigt,  dass  die  Function 

u,  =  liiii  i^fut^,da' 

eine  hai monische  Function  ist,  die  gleichrnUssig  stelig  in  die  Rand- 
werllie  ül>ert'ehl.  !)<  iin  dass  i/,  eine  hai  riionische  Function  ist, 
fultit  aus  dem  ersten  Satz  im  §  1,  Nr.  4;  und  dass  der  Ueher- 
gang  von  in  seine  Handwertbe  ein  gleichmüssiger  ist,  erkennt 
niiiQ  folgendermassen.  Man  construire  eine  Parallelcurve  6'^"^, 
wobei  n  bereits  so  fixin  ist,  dass  die  Handwertbe  auf  C, 
weiche  von  dieser  Curve  geliefert  werden ,  von  jeder  der  fol- 
genden Funetionen  ^C'*'*'''^  and  also  auob  von  den  Werthen 

weniger  differiren,  als  die  Grösse      helr;lgt.   Bestimmt  man 

aisdanu  zu  allen  Hantipunkten  s  die  Bereicliüi  innerhalb  deren 

die  Werthe  von        um  weniger  differiren,  als  die  GrOase  ^ 

betragt,  so  dilFeriren  in  diesen  Bereichen  aiioik  die  Werthe  einer 
jeden  Function  also  auch  die  Werthe  von  u,,  um  we- 

niger als  d. 

^iir  die  Fläche  P  ist  also  eistiich  eine  harmonische  Func- 
lioD     construirt  worden,  mit  den  Randwcrllien  1 1/,  -H  4 
soduDu  eine  harmonische  Function       mit  den  Randwerthen 

^tnp  harfnunische  Function  für  das  ^anze  liinere  von  F,  welche 
glfiehiiiiissig  stetig  in  die  vorgeschriebenen  Randwerthe  U 
übergeht. 

5.  Besteht  die  Begrenzung  aus  einer  analytischen  Curve, 
solässt  sich  die  Green'sche  Function  in  der  Umgebung  jedes 
rr'L'iitiiren  Randpunktes  Uber  den  Rand  hinaus  fortsetzen. 
Haan  ist  auch  das  zweite  Integral  unmittelbar  auf  der  Rand- 
carve  definirbar.  Auch  für  einen  aus  Stttcken  analytischer 
Curven  lusammengesetsten  Rand  ist  dieses  noch  leicht  nach- 
weisbar. 

Man  kann  nun  auch  ohne  Schwierigkeit  erkennen,  dass 
«hirdi  das  Antreten  von  Ecken  oder  Spitxen  in  beliebiger  end- 
licher Antahl  die  Betrachtungen  nnr  wenig  modificirt  werden, 
ndafls  das  Resultat  bestehen  bleibt.  Auch  Iflsst  sich  die  Unter- 
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suchung  für  den  Pall  ausdehnen,  dass  in  der  Bandfundioii  ein- 

zolne  Sprünge  vorkommen ,  oder  dass  dieselbe  ttberbaupt  nur 
eine  endliche  iuleL^i  ii  l>ai  o  Funclion  ist. 

Im  Vorsiehenden  ist,  wie  ich  glaube,  zum  ersleumal  ein 
vollständiger  iii  NviMs  für  Ix'!  i<'l)iii  berandele,  einfach  zusammen- 
hJIntfeiuhi  Flächen  jirizelK  ii;  <lie  liesclialVeiili(  il  der  Handcurve 
isi  nur  insoffi  n  f'ine^esclirilnkt .  als  nicht  unendlich  viele  Wen- 
dungen oder  Spitzen  zugelassen  worden  sind. 

Durch  die  bisherigen  Beweise  wurden  ausser  den  tiberall 
convexen  Flfiohen,  und  den  durch  Combinirungen  aus  denselben 
entstandenen,  nur  diejenigen  erledigl,  welche  von  analytischen 
Gurvenalttekan  begrenzt  sind,  und  zwar  mit  iltilfe  der  Ckmibi- 
nationamethoden.  Dieselben  erfordern  aber  eine  ZersKlckelung 
der  FIScbe  und  die  con forme  Abbildung  eines  jeden  Stückes 
auf  Kreissegmente. 

Diese  Gombinationsmethodan  bleiben  noch  nothwendig^ 
wenn  man  den  Beweis  für  mehrfaeh  zusammanbUngende  Fläeben 
oder  Im!  vorgeschriebenanUnsletigkeitsbfNlingungen  führen  wiU. 
Man  erhält  dann  einen  Existenzbeweis  für  diese  Flüchen,  wobei 
nun  ef>enfalls  die  Handcurven  uiclil  ludu*  analytisch  zu  sein 
I)i  au4  iicii  uiitl  .JUS  den  uliii^en  Knt\vickelunii<*n  foli;t,  dass  die 
niodificirle  (i  re  e  n  sehe  Formel,  vveldje  die  Function  veniattelsl 
ihrer  Kandwerthe  darstellt,  auch  hier  noch  gilt. 

II. 

Die  Probleme  im  Räume. 

Die  für  die  Ebene  angewandten  Methoden  und  Lehrsätze 
sind  absichsichllich  so  formulirl  worden,  dass  sie  sich  insgesamml 

—  selbstverständlich  mit  Ausnahme  der  auf  die  conforme  Abbil- 
dung bezüglichen  Bemerkungen —  iur(li(  iiiali»gen  Proldeme  des 
Newton'schen  Polentiales  im  Uauuje  ausdehnen  lassen.  Ich  tlarf 
daher  eine  explieile  Ausführung,  die  nur  einzelne  F>lau(ei- 
ungen  erfordern,  im  Uebrigen  aber  kcificrl«»!  Schvvin  iiiki  iien 
mehr  bieten  \\  ii  rde,  hier  unterlasseu,  und  mich  auf  folgende  ße- 
merkuugeu  beschrönken. 

I.  Fttr  jedes  von  Ebenen  begrenzte  Polyeder  kann  man 
die  Existenz  einer  harmonischen  Function,  welche  alio  im  Innern 
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des  Myeders  nebst  ihren  AbleiiUDgen  eindeutig  und  stetig  ist, 
daselbst  der  Bedingung 

gt^nUfil,  uinl  an  der  Bcjircnzuüi;  s orgeschriebene  Werihe  ?7 be- 
sitzt, als  bcnvioson  vorausscUeu.  Die  Neuma nn'sche  Methode 
ti'  ^  arillimclisciien  Millols  lipferl  e'meu  Beweis  für  Polyeder, 
die  iiiienill  liings  ihren  knolen  eoiivex  nach  aussen  sind,  und 
durcti  die  Cornhinalionsnietiioden  iüsst  sieb  alsdann  auch  der 
Nadiweis  Ittr  Polyeder  mit  einspringenden  Fldckbenwinkein  er- 
bringen« 

Demnach  wird  auch  die  I'^xistenz  der  zu  einem  l>eliebigen 
Funkt  Olm  Innern  des  Polyeders  gehörigen  Grcen'scben  Func* 
Ikftii  vonmigeeetst,  d.  h.  derjenigen  harmoniMhen  Function, 

w  elche  au  dei  Bei^reiizuDgsflUche  den  Werth     hat,  wobei  q  die 

Eatfemung  der  BegrenxuDf^spuokle  vom  Puokte  ()  bedeutet. 

8.  Eine  im  Innern  des  Baumen  T  barmoniscbe  Funcüon 
kann  nach  Reihen  entwickelt  werden,  deren  Go^fficienten  Kugel- 
fuQctionen  sind.  Beschreibt  man  um  irgend  einen  Punkt  im 
Innern  von  T  als  Mittelpunkt  ein  System  von  concentrisciien 
Kti^ln  mit  dem  Radius  wcAm  q  alle  Werthe  von  Null  bis  zu 
dem  Werthe  R  annehmen  kann»  den  die  kleinste  Entfernung 
des  gewühlten  Mittelpunktes  von  den  Punkten  der  begrensenden 
Fluche  liefert,  so  gilt  fttr  jeden  Punkt  auf  diesen  Kugelflächen 
eine  Gleichung  von  der  Form : 

•  e  0 

ü  bedeutet  die  Werthe  der  Function  ti  auf  der  Kugel  mit  dem 
Badios  R,  da  das  PlttdiOTelenient  dieser  Kugel,  f^'*^(cos  in 
llblicber  Beaeichung  die  Kugelfunction  n^'  Ordnung. 

Desgleichen  gilt  auch  eine  Integraldarstellung  der  Function 
u  für  jeden  Punkt  im  Innern  der  Kugel  R  ;  es  ist 

U  a»  — — ^  I   

oder  in  analoger  Bezeichnung  wie  früher,  so  dass  [^<s)j.  den 
Raumwinkel  angiebi,  unter  welchem  das  Pistchenelement  dir 
von  Punkt     yi  '  aus  erscheint: 
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l  ist  die  EntfeniuDg  des  betraohteten  inoeren  Punktes  von  dem 
Element  da.  Da  der  Werth  der  Function  u  im  Mittelpunkte  der 
Kugel 

wird,  SU  i^danuL  tu, in  auch  hier  ZU  Sat/en,  die  Diii  den  frtlbereD 
(§  ^>  ^1'^^^      v\()i  l!irh  tlhcrciiislirumen. 

3.  Auch  geiicD  uiiveranderl  die  für  dicGrcon*sche  Function 
und  ihre  Ableitungen  Im  §  3  angegebenen  Eigenschaften.  Der 
Beweis  der  crstoren  erfordert,  wenn  man  ihn  in  der  Weise  for- 
muliren  will,  wie  es  dort  (§  3,  Nr.  4)  geschehen  ist,  den  Nach» 
weis,  dass  man  über  jede  Niveauflache  ein  Flachen  integral  er* 
Strecken  kann.  Da  die  Niveauflache  im  Innern  des  Gebietes  eioe 
analytische  Flache  ist,  d.  h.  in  der  Umgebung  jedes  ihrer  Punkte 
durch  eine  nach  Potensen  der  drei  Variabelen  geordnete  Reihe 
definirbar  ist,  so  lasst  sich  dieser  Nachweis  In  der  That  fuhren. 
Man  kann  indessen  den  Beweis  auch  ganz  unabhlngig  davon 
machen,  wenn  man  auf  die  Entstehung  der  betreffenden  Green- 
schen  Integralformel  xurückgeht ;  denn  diese  baslrt  auf  der  In- 
tegration Uber  ein  raumliches  Gebiet,  und  es  lasst  sich  ohne  Be- 
nutzung eines  Uber  eine  Flache  ausgedehnten  Integrales  die 
Glcifhung  beweisen: 

Das  auf  der  linken  Seite  stehende  dreifache  Integral  ist  dal>ei 
als  der  Grenswerth  eines  dreifachen  Integrales  su  definiren, 
das  sunaehst  über  einen  innerhalb  T  gelegenen  Baum  erstreckt 
ist,  und  dessen  Integrationsgebiet  sodann  in  den  gansen  Raum 
T  Übergeht. 

4.  Sonarii  sind,  wie  früher,  die  Beweise  lur  die  folgenden 
Theoreme  zu  führen. 

hysfcns:  Ist  ein  einfach  zusauimcnhängender,  von  (Miier 
beliebigen  Fläche  F  uinsciildsscner,  endlicher  Raum  7' ik  ^jcbeii. 
und  construirl  man  im  Innern  dieses  Haumes  eine  utü)egrenzt 
fortselzbare  Keihe  von  Polyedern,  von  denen  jedes  ausserhalb 
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des  voräergeheadoB  «iob  befiodei|  und  die  sich  der  Fläche  P 
beliebig  nähern,  so  convergirt  die  Reihe  der  auf  dieae  Pblyeder 
iMBOglichen  G  r  e e  o'flolieo  FuneUonaD : 

welche  2u  eiuoni  Punkte  0  im  Innern  des  Raumes  T  geboren, 
oach  einer  boslimnUcn  harmonischen  Function  g.   Diese  Fuoo* 
Uon  isi  die  zum  Punkte  0  gehörige  Greeu'sche  Function  in 
Betog  auf  deo  von  der  Fläche  F  eingesohiessenen  Raum  T, 
Zweilms:  Pas  Integral 

gebildet  Uber  alle  KIcmcnto  tlor  Fhiche  F,  dir  nun  als  Fläche 
mit  inlegrirbaren  Elementen  ohne  Kanten  und  Ecken  angenom- 
men wird  (oder  mit  einzelnen  Kanten  und  Ecken),  stellt  eine 
im  Innern  von  T  harmonische  Function  dar,  die  an  der  Begren- 
luogsfläche  glelchmjteaig  (bis  au£  die  Kanten«  und  Eckpunkte) 
in  den  Werth 

llbergeht.  Gonstruirt  man  im  Innern  von  T  eine  F&rallelflache 

F'  zu  F,  deren  Elemente  mit  da*  bexeiehnet  sind,  und  wird  die 

zu  jedciii  inucrn  Punkt  gehörige  Green'schc  Function  g  des 
RamiH's  T  in  den  l'unkLen  dieser  Parallcliliie he  nach  der  inneren 
Normalen  n'  difTcrontürt;  so  stellt  das  Integral 

eine  harmonische  Function  dar.  Dieselbe  convergirt,  wenn 
mit  F  lusammenrflekt,  nach  einer  barmonisohen  Function  u,, 
deren  Wertiie  bei  Annäherung  an  die  Fljtche  F  gleiohmjlssig  in 
den  Werth 

Ubergehen,  Sonach  ist 

die  harmonische  Kunelion  für  den  Raum  T,  welche  an  der  ße- 
greniung  F  die  vorgeschriebenen  WerLhe  U  besitzt. 
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5.  Wenn  PS  heim  ersten  Ani>liek  iiiihcfripHißcnd  erscheint, 
dass  die  Poleiitialfunction  nicht  i\\ror[  *turcli  rin  hcstiiiiiiites 
Integral,  sondern  als  Gre^zwerth  eines  solchen  deiinirt  ist,  und 
erst  bei  weiteren  Bedingunjj;en,  aus  denen  die  SletiiikfMt  Hf»r 
Ableitung  von  y  auch  beim  IJcbergau^  in  die  Bcgrenzunt;  iuT- 
vorgeht,  durcli  ein  bestimmtes,  auf  die  Grenzfläche  bezügliches 
Integral  darstellbar  wird,  so  ist  daran  zu  erinooni,  dass  die 
Fundamentalsätze  der  Potentialtbeorie  fasi  iasgesammt  einen 
ttbolichen  Charakter  Irageo. 

So  ist  z.  n.  der  Sats,  dass  die  Dichtigkeit  x  der  Flächcnbe- 
legUDg  in  jedem  Punkt  der  Fl^e  durch  Differenliation  der  Po- 
tenltalfiinction  nach  der  inneren  und  der  äusseren  Normalen  n, 
und  II,  erhalten  wird^  und  der  Gleichung 

pentit;t ,  unter  H^r  Annahme,  dass  /.  bloss  eine  inteprirh.-ire 
Function  ist,  selbst  wenn  sie  stetig  ist,  nicht  erwiesen,  sondern 
durch  die  Integralgleichung  zu  ersetzen : 

wobei  (T,  und  Kwei  Fläehensittcke  bezeichnen,  die  zusammen 
einen  beliebigen  Thefl  er  der  belegten  Fläche  umschliessen.  ilf 

bedeutet  alsdann  die  zu  diesem  Theil  gehörige  Masse  der  Be- 
legung, und  die  eins(  hliessenden  Flächen  konneu  der  einge- 
schlossenen beliehij^  nalio  i^ebracht  werden. 

Ebenso  ist  fUr  eine  Massenvertbeilung  in  einem  liaunic  die 
Gleichung 

nicht  bewief^en,  wenn  o!)er  x  niehl  besondere  Annahmen,  sei  es 
Uber  die  DifferentiirlHirkeil  oder,  wie  Herr  llölder  neuerdinga 
bewiesen,  allgemeiner  über  die  Art  der  StetigkeitsconvergenK 
gemacht  werden.  Auch  hier  tritt  mit  ganz  allgemeiner  Geltung 
die  Integralgleichung  ein,  die  den  mittleren  Werth  der  Diehtig* 
keil  innerhalb  jedes  beliebig  kleinen,  aber  endlichen  Rauaa- 
elementes  zu  bestimmen  gestattet,  und  die  man  als  eine  Grenz- 
relation  fttr  zweite  DiSerenzenquotienten  aussprechen  kann: 
nämlich  die  Gauss'sche  Gleichung: 
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L^itares  hal  flohoD  Herr  Kronecker  Id  seiner  ÄbhandluDg: 
tl'eber  Systeme  voq  PuncliooeD  mehrerer  Veriabelen«  (Monats- 
birielite  der  BerL  Akad.  März  4869)  hervorgehoben. 

Im  Ansoblttss  an  diese  Abhandlung  bemerke  ich  noch,  dass 
aun  die  vorsleheDden  UntersuchungeD  auf  beliebig  viele  Va- 
Haliele  ausdehnen  ktfnnte. 
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S.  Dreditol»  C/e6er  dte  Elektrolyse  der  normalen  Capron- 
säure  mit  Wechselstrifmen, 

« 

Vor  etwa  zwei  Jahren  thefite  ich  in  einer  Abhandlung  Uber 
Elektrolysen  und  Elektrosyn diesen  •)  mit,  dass  bei  der  Elektro- 
lyse einer  wiissrigen  Lösung  von  Phenol,  schwefelsaurer  und 
doppeltkohlensaurer  Mai^nesia  mit  Wechselströmen  und  Platin- 
eleklroden  nehon  der  erwarteten  Phenolfithersi  hwi  frisaure  auch 
noch  eine  Anzahl  anderer  Substanzen  entsteht,  nämlich  Ilydro- 
chinon,  Hreuzcatechin,  j'-Diphcuo!  nn<l  eine  Ueilio  (in-  und 
zweihasischer  Siiuren  mit  abnehmendem  Kohlenstotl {^ehalte. 
Ich  sprach  dabei  die  Vermulhung  aus,  duss  alle  diese  Sauren 
aus  einer  einzigen,  aus  dem  Phenol  unmittelbar  entstandenen, 
ein-  oder  zweibasischen  Siiure  mit  6  Atomen  KohlenslofT  im 
Molekttl  (C,^„0,  oder  C^^^^^O,^  durch  stufenweise  Verbren- 
nung hervorgehen  könnten.  War  diese  Annalime  richtig,  so 
stand  SU  erwarten,  dass  durch  £lektrolyse  mit  WeehselstrOmen 
aus  Normalcapronstfure  C^H^^O^  oder  Adipinsäure  C^H^^O^  die- 
selben sauren  hervorgehen  würden,  welche  ich  auch  aus  dem 
Phenol  erhalten  halte,  nSlmlich  Valeriansäure,  Buttersäure,  Bern- 
steinsäure,  MalonsMure,  Oxalsäure;  ich  habe  deshalb  diesen 
Versuch  angestellt  und  bin  dabei  von  der  (normalen)  Gährungs- 
capronsänre  ausgegangen,  einerseits  weil  diese  leiditer  in  gros- 
serer Menge  zu  beschaflen  war  als  Adipinsäure,  und  anderer- 
seits, weil  man  voraussetzen  konnte,  dass  sich  aus  derselben 
aucli  Adipinsäure  bei  dem  Versuche  bilden  werde. 

Die  zu  den  unten  beschriebenen  Versuchen  benutzte  Säure 
vMiidi'  .uis  kauOicher  (lahrungseapronsUure  nach  dem  Verfahren 
von  Lieben  abgeschieden,  indem  die  rohe  Säure  zimächsl  frac- 
lionirl,  und  der  über  170*  übcrgeiiende  Anifail  durch  oftmals 
wiederholtes  AusschUtleio  mit  Wasser  von  Buttersäure  befreit 


i)  Journ.  f.  prakt.  Cb.  (t)  t9,  S.  S39. 
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wurde.  Die  £»e\vascheiie  Siiiire  w ui do  sodann  wiodori mit  Irac- 
tiooirf  umi  di«^  /,\\  ischon  20i  "  uud  siedende  Portion  gcson- 
dcri  aufgefangen.  Zur  Prüfung  aul  ilire  Reinheit  wurde  ein 
Tlicil  fler  Siiure  in  ihm  Kalisalz  verwandelt,  und  dessen  l  ilsung 
in  \ier  traclioiien  mit  Silbcriösung  gefülll,  wobei  in  der  Mutter- 
lauge nur  eine  Spur  organischer  Süure  zurückbiieb;  die  vier 
Silbersalze  zeiglen  ganz  gleiche  Bescbuffenhoit  und  wurden  von 
Uenrn  Dr.  F.  UuodeshageD  eufihreo  Silbergehali uolersucht : 

I.  l.8Gi2  g  Substanz  gaben  0.8978gyl^  (kleiner  Verlust)     =  48.16JJ^ 

II.  !.7ii7  g        •  »     1J225g  Jr/C/  =  0.8iiH08g.l^  =  48.42X% 

III.  1.801*4  g       »  »     M974  g.l(/C/  =  0.90ll8g%   =  48.47g.1^ 

IV.  I.f964g       »         »     0.7738 g^^C/s  0.582372 gvl^s  48.68 j^il^. 

Der  Silbergehall  aller  vier  Fraetionen  ist  demnaeli  tileieh 
und  äliiniiil  niil  demjenigen  des  capronsauren  Silbers  (48.43 
iienügcnd  ühercin.  um  die  Abwesenheit  niederer  Fettsäuren  zu 
beweisen.    Will  man  indessen  das  {geringe  Plus  ])ei  Fraelion  IV 
als  ;Hisserhaib  der  Kehlerizrenzcn  liegend  betraehlen,  so  nflrde 
man  allerdings  daraus  aul  die  Anwesenheit  einer  geringen 
Menge  niederer  FellsäureD  (z.  B.  ca.  i  ^  Valerianaaure  im  Gao* 
'    ten)  aebÜessen  müssen ;  allein  da,  wie  weiter  unten  noch  ge- 
leigl  werden  wird,  ans  der  benuiiten  Gaprons^iure  naeh  dem 
Versuche  nichl  immer  niedere  FeltaMureD  aligeachieden  werden 
kennten,  wahrend  diea  im  Haaptverancbe  leicht  gelang,  ao  halte 
ich  die  Annahme,  dasa  die  su  meinen  Varauchen  benutate 
Capfonsaure  frei  ven  niederen  Homologen  war,  fttr  völlig  go« 
reäitfertigt;  nnd  diea  am  ao  mehr,  als  su  dem  zweiten  Ver- 
suche ^  welcher  am  weitesten  durchgeftlhrt  wurde,  die  vom 
ersten  Versuche  wiedergewoiniene  und  von  den  entstandenen 
Prodiieten  möglichst  befreite  SUure  benutzt  wurde.  Ueberdies 
wirf]  man  sehen,  dass  die  etwaige  Gegenwart  von  Spuren  nic- 
ilorrr  Fettsäuren  ganz  ohne  Uedeutimg  für  das  iiuuptresuitat 
meiner  Versuehe  ist. 

Der  Haupt  versuch,  der  aUein  ausführlieh  beschrieben  wer- 
den soll,  wurde  folgendermaaaen  auagelUhrU  Ais  Stromquelle 
diente  dieselbe  Wechsel strommaacbine  ven  Siemens  d  Ilalske, 
I  Welche  auch  bei  den  firftheren  Untersuchungen  benutzt  worden 
war;  als  Elektroden  wurden  aber  nicht)  wie  früher,  6  tu  je 
dreien  gehoppelte  grease  Platinbleche  angewandt^  sondern  nur 
%  weil  sich  berauageatellt  halte,  daaa  unter  dieaen  Umatttnden 
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gerade  eine  schwache  Gasen iwicklung  durch  die  Ströme  hervor- 
gebracht wurde.  Die  elcktroJysirlc  l.ösuni;  enthioK  in  3  I  200  g 
CaproTisilure  als  .Mai^uesiasalz  und  war  ;nisi*»erdeni  mit  dop|»olt- 
kohli  iisaiirrr  Magnesia  so  ziemlich  fit  s  itiiut :  sie  wurde  iü  vier 
Forlionen  gelhcill,  deren  jede  ra.  SO  Stunden  lanc  clektrolysirt 
wurde.  Anfangs  enlsland  eine  ziemlich  lebhafte  Gasentwick- 
lung, die  aber  allmählich  schwächer  wurde  und  sp»lor  nur 
daon  noch  bemerk  lieh  war,  wenn  die  Fldssigkeit  sich  In  Folge 
niangelbaCter  Kühlung  stark  erwärmte.  Das  Gas  enthielt  nur 
Kohlensaure  und  Wasserstoff,  aber  weder  Sauerstoff  noch  Koh- 
lenwasserstoffe, auch  konnte  wahrend  der  ganzen  Dauer  der 
Elektrolyse  weder  die  Entstehung  aliger,  noch  riechender  Sub- 
stanzen beobachtet  werden;  diese  Thatsache  ist  uro  so  bemer- 
kenswerther,  als  bei  der  gewöhnlichen  Elektrolyse  einer  IjOsuog 
von  caproiisaurer  und  doppeltkohlensaurer  Magnesia  sofon  ein 
stark  riechendes  Oel  in  belrdchtlicher  Menge  sich  ausscheidet. 
Die  Temperatur  der  Lösung  betrug  etwa  30  —  40",  und  stieg 
nur  sehen  bis  auf  etwa  50  —  60"  an.  Nach  Beendigung  der 
Elekti  otyse  wurde  die  erhaltene  Losnng  von  einer  sehr  geringen 
Menge  Platininoln  .ihliltrirl,  und  im  Scheidelriohter  vorsichtig 
mit  verdünnter  Sciiwofclsäure  versetzt,  bis  keine TrUl mihi.;  mehr 
entstand;  die  abgeschiedene  («apronsüure  wurde  zweimal  mit 
Wasser  tüchtig  durchgeschüttelt,  und  sodann  die  Wasohwttsser 
mit  der  Mutterlauge  vereinigt.  In  dieser  Flttflsigkeit  nnisst^n 
alle  durch  die  Elektrolyse  gebildeten  flüchtigen  und  nicht  fluch- 
tigen Sauren  nebst  Capronsäure  (welche  in  Wasser  durehaus 
nicht  ganz  unlUslich  Ist)  enthalten  sein;  um  die  ersleren  absu* 
trennen,  wurde  xunttehst  das  Ganze  im  Wasaerdampfstrome 
destillirt,  bis  das  Destillat  nicht  mehr  sauer  reaghrte. 

A)  Untersuchung  des  Desiäiaies  auf  flüchtige  Säurm.  Das* 
selbe  wurde  zunaehst  mit  Soda  alkafiseh  gemadit  und  ein- 
gedampft ;  der  Rückstand  wurde  sodann  in  wenig  Wasser  ge- 
lost. uiiL  verdünnter  SehvvefelsMure  zersetzt,  die  ahfioschiedene 
Capronsiiure  einmal  tüchtig  nn't  Wasser  ausgeschüttelt,  das 
Waschwasser  mit  der  MnlUrlauge  vereinigt  und  auf-}  abdestil- 
Ifrt.  Das  Destilhrt  wurde  Jiierauf  fnit  Barvtwasser  neutralisirt, 
mit  Kohlensäure  behandelt,  tiekocht ,  filtrirt  und  iractionirt  mit 
Silberlösung  gefallt.  Die  I.  Fraction  wurde  sehr  geringfügig  ge- 
macht, da  sich  dieselbe  in  der  Hitze  schnell  schwärzte  (Ameisen' 
saure  f) ;  die  folgenden  Niederschlage  zeigten  diesea  Verhalten 
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ikhl.  Dieselben  waren  kryaUlHnbch»  wurden  aorgfilllig  aus- 
gtwiselie»  und  naeb  dem  Trocknen  auf  ihren  SUbergehali 

Fr  actum  11.  0.2252  g  wurden  nach  dem  Erhitzen  auf 
(iö — (wobei  oberflifchlich©  liiauium-  l  iiitralj  iiiil  etwas 
Aikdjol  und  Wasser  befeuchtet,  dann  duidi  verdWuule  Sak- 
v^urp  zersetzt,  auf  dem  Wasserhade  'mv  Troi  kne  tiebraeht,  Uück- 
4<in(l  nochmals  mit  etwas  kuuigswasser  erhitzt,  oeknet  und 
g^hiuolKen;  erhallen  wurden :  0.4453  g  ^^C^«»  0.10^^4309 
a  48.59  f 

Fractioti  III.  0.33 9G  g  hinierliessen  bei  vorsichtigem  Glühen 
a.4T<5gyly  =  50.50«. 

FradimJV.  0.3350g  binterUessen  0.4755 g  yl^ a=  52.39 j^. 

EracUan  V.  0,2640  g  hinterlieuen  0.4405 g     «  53.83 

FracUm  Vi.  O.S045g  hinleriiefisen  0.4405g  ilp 54.84f . 

Aus  der  Mutterlauge  konnte  keine  snr  Analyse  ausreichende 
lUoge  Silbersais  mehr  erhalten  werden;  die  in  Freiheit  gesetzte 
Sisre  reeh  nach  BuUersMure,  war  in  Wasser  lOslich  und  kennte 
m&  dieser  Lösung  durch  Ca  Cl^  nicht  abgeschieden  werden.  Aus 
<len  olwn  initi^etheilten  Silberbestiniinungen  ergiebt  sich,  dass 
auistM-  i.aju-onsaure  noch  Valcriansäure  und  liuUersäure  vor- 
bnilen  waren,  deren  biibersalze  51.67  bez.  55.38  Ay  ent- 
baJteo. 

B)  Untersuchung  des  Ruckst a?ules  auf  mit  Wasst  )  dämpfen 
ntchi  lliichtige  Süuren.  Die  von  den  Fclfsiluren  l)efi  (Mte  Lösung 
^iirde  zunächst  auf  etwa  das  hali)e  Voium  abdestiUirt,  der 
KOckstand  nach  dem  Erkalten  8  Mal  mit  Aether  ausgeschtttlelt, 
lüe  jltherisoben  Auszüge  vereinigt  und  der  Aether  abdestillirt. 
D«r  wassrige  Rückstand  wurde  weiter  auf  dem  Wasserbade 
gedampft,  wobei  schliessliofa  ein  Syrup  surUckblieb,  weicher 
uir  theilweise  nacb  und  nach  krystallisirte  und  sich  in  Wasser 
Dut  Hinterlassung  eines  Oeles  lOste.  Dieses  Verhallen  deutete 
dmof  hin,  dass  in  der  Flüssigkeit  uisprünglloh  eine  Oxysüure 
lorluiDden  war,  welche  sich  heim  Erhitzen  auf  dem  Wasserbade 
iii  ihr  Lacton  verwandelte.  Für  diese  Auffassung  sprach  auch 
Doch  der  Umstand,  dass  tias  erwähnte  Oel  sicli  beim  Kochen  mit 
viel  Wasser  am  RUckflusskühler  fast  völlig  lüste  und  l>ei  nach- 
folgender Destillation  unter  Zustttz  eines  Stückchens  Marmor 
mii  ik-n  WasserdUnipten  in  ücringei"  Mentic  Ilüehlig  war;  die 
bcU^nde  Lösung  wurde  vuu  etwas  Harz  abüitrirty  kochend  mit 
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Barytwasser  schwaeb  alkaliseh  gemaebt,  mit  RofaleDsaure  neu- 
iralisirt,  wieder  gckoeht  und  von  dem  Niederschlage  abfillrirt. 

a)  Der  Niedet'schlag  wurde  ausgewnschen,  längere  Zeit  mit 
einer  I.ösuiit;  von  Kupferchlorid  gekoi  lil  (um  Kalk-  und  Haryl- 
oxalalzu  zersetzen),  scniniin  wieder aiisc;ewa8chen,  in  verdünnter 
Salzsäure  gelöst,  die  Losung  mit  Schwefelwasserstoff  entkiipferi, 
fillrirt,  eingedampft ;  auf  Zusatz  von  essigsaurem  Ammon  und  Ca  0/, 
zu  der  kochenden  Losung  entstand  ein  krystalünischer,  in  Essig- 
säure unlöslicher  Niederscbiag,  der  sich  leicht  in  warmer  ver- 
dünnter Salzsäure  ioste,  mithin  aus  oxalsaurem  k'alk  besland. 

b)  Die  Llisunff  wurde  auf  dem  Wasserbade  eingedampft; 
dabei  schied  sich  ein  krystallinisobes  Salz  unlüslicb  aus,  wüh* 
rend  etn  amorphes  Sals  in  der  syrupdicken  Mutterlauge  geUist 
blieb.  Das  Gemenge  wurde  tunfichst  mit  kaltem  Waaser  be- 
handelt, wobei  sieb  das  amorphe  und  auch  ein  Theil  des  krystal- 
Hnisehen  Salles  leicht  toste. 

4)  X^TvnllS9ikhe  TAeil  wurde  mit  kaltem  und  beissem  Was- 
ser ausgewaschen,  dann  in  verdünnter  Salzsäure  gelöst,  mit 
verdünnter  Schwefelsäure  genau  ausgefallt  und  das  Filtral  auf 
dem  Wasserbade  zur  Trockne  verdampft.  Die  rückständige 
gelbliciie  Ki  yslaihnasse  wurde  in  Wasser  gelöst,  lieiss  durch 
einen  Tropfen  ( Iii lor  hnryum  von  einer  Spur  Schwefelsäure  be- 
freit, lillrirt,  mil  Amnioniak  neutralisirl  und  dann  mit  Chlor- 
baryumlösung  auf  dem  Wasserbade  eingedampft.  Dabei  schied 
sich  ein  sehr  schwer  lösliches  Barytsalz  krystailinisch  ab,  wel- 
ches mit  kaltem  Wasser  so  lange  gewasehen  wurde,  bis  die  ab- 
laufende Flüssigkeit  mit  Silberlösung  nur  noch  einen  geringen, 
in  Salpetersaure  völlig  Itfslichen  Niederschlag  gab,  dessen  Menge 
beim  weiteren  Auswaschen  sich  nicht  mehr  verringerte.  Da 
der  bemsteinsaure  Baryt  in  Wasser  nicht  völlig  unlöslieh  ist 
und  die  Menge  des  Salzes  nur  noch  sehr  gering  war,  wurde  das 
Auswaschen  unterbrochen  und  das  Salz  auf  seinen  Barytgehalt 
untersucht.  0.3S53g  bei*440 — 445^  getrodtnet  hinteritessen 
beim   vorsichtigen  Glühen   0.2563  g   ÄaCO,  =  0.478239  g 

Bernsteinsaurer  Haryt  enthält  ^i.l'ijf  Ha,  das  untersuchte 
Salz  war  demnach  no<  !i  nu  Iii  völlig  rein  gewesen,  hatte  viel- 
mehr noch  etwas  a<li(imsiiiji es  Salz  fs.  w.  \  enthalten. 

2)  Die  von  1>  I)  ahliitrirlen  Lösungen  wurden  eingedampll, 
wobei  sich  nach  einiger  Zeit  wieder  ein  kryskUlinisches  Salz  (a) 
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in  belHIcbtlicber  Meoge  abschied,  welches  n«ch  dem  Erkalten 
abgesiiu^,  mit  wenig  k;iltem  Wasser  gewaschen,  al)i»e])ressl 
und  ;mi  der  Luft  getro<  kiua  wurde.  Die  Gesammtmonge  des- 
3*fli>en  belruc  1.5350  g,  und  verlor  hei  120"  0.0985  g  an  Gc- 
wifhl  (=  G. 4  i;  :  dor  Hllokstand  wurde  in  Was<ier  tzelost,  mit 
iN^as  Salzsäure  angesäuert  nnd  mit  Schwefelsäure  gefjlllt, 
woliei  4.4596  g  BaSO^  =  0.684825  g  Ba  s  47.46  J  Ba  (für 
Ipocknes  Sah)  erhalten  wurden.  Das  Filtrat  vom  BaSO^  wurde 
rar  Kryslailisation  verdampft,  die  Krystalie  in  kaltem  Aetheir 
jwifisi,  die  fttherfisohe  LUemig  verdunstot,  d«r  Rttckstand  in 
Wwaer  getost,  mit  Barytwasser  neutrallsirt  und  die  LUsoog  auf 
dem  Wasserbade  eingedampft.  Dabei  schied  sieh  das  Barytsall 
wwderani  krysCalliniseh  aus ;  es  wurde  dann  durch  Zusati  von 
lihm  Wasser  geltfst,  filtrirt  und  mit  absolutem  Alkohol  geföllt; 
ier  anfangs  amorphe  Niederschlag  wurde  bald  krystallinisch, 
vvrde  dann  abfiltrirt,  mit  Alkohol  gewaschen  und  an  der  Luft 
zelrocknet.  Kr  wog  4.0030  g,  verlor  aber  beifn  luhilzen  auf 
iift^ur  0.04  30  g  =  4,29  »  an  (iewichl;  der  Rili  ksland  in  kal- 

Wiissev  uelöst  und  heiss  wie  oben  mit  SchvvefelsHure  ge- 
fällt, lieferte  0.8053  g  Ba  SO^  ==  0.4735  g  ff a  =  47,83  «  Ha  ffilr 
trorkne  Substanz).  Oa  auch  dieses  Salz  otVcnbar  noch  nicht 
vein  |.:e\ves(»n  war,  so  wurde  die  vom  BaSO^  abhltrirte  Utsung 
<\mdi  Krwiirmen  mit  etwas  Ul>erseliiassiger  Silberldsung  vom 
Chlor  befreit,  und  das  Kiltrat  mit  Ammoniak  fast  ganz  neutra- 
lirirt;  dabei  entstand  ein  krystalliaisoher  Niederschlag  (4),  aus 
dessen  Mutterlauge  durdi  Zusats  von  mehr  Silberltfsung  em  gans 
itoltdier  Niederschlag  (8)  gefüllt  wurde ;  aus  dem  Filtrat  wurde 
Mdieine  geringe  Menge  eines  ebensolchen  Niederschlags  erhal-' 
teD.  Die  SilberbeatiMnungen  fährten  su  folgenden  Resultaten : 

(4)  0.4956  g  verloren  bei  419 — 480^  unter  schwacher  Gelb* 
Mong  nur  0.0029  g  (0.58{)  an  Gewicht;  der  Rückstand  mit 
wdünnter  Salzs  iure  /.ersetzt  lieferte  0.3H30  g  AgCl  und 
«.00<9g  .|r/.  in  Summa  also  0.290352  g  %  =  58.93  J  (für 
Trockensubstanz). 

(t)O.niOg  verloren  hei  1 4 0  —  420 nur  0.0005  g  an  Ge- 
wicht, und  lieferten,  wie  (4)  behandelt,  0.3655g  AffCl  und 
^  WiiiAg,   in  Summa  also  0.27767  g  59.02  (für 

frockensubstani) . 

Beide  Salze  sind  demnach  als  identisch  zu  betrachten.  Die 
FUtrate  von  den  Ghlorsilberniederschlttgen  wurden  nun  auf 
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dem  Watfserbada  völlig  tod  SaUsVure  bßfreil»  der  krystalKniMdie 
RQekstand  vorsiahtig  io  einem  Probirrtdirchen  geschmolseD  und 
nach  dem  Erkalten  mit  kaltem  Aethar  extrahirt,  wobei  eine 
Spur  einer  braunen  Sdimlere  ungeltfat  blieb.  Die  AelherlOsuDg 
htnierliesa  beim  Verdunaten  eine  aebtfn  in  BlMtem  krysUlU- 
sireutle  Saure,  welche  mit  etwas  Aether  gewaschen  und  dann 
bei  120"  golrocknet  wurde;  dieselbe  Wiir  last  ^.uiz  reiu  weiss. 
Sie  schiuoi/  hei  148 — 149"  und  erstarrte  wieder  bei  ca.  145**; 
die  Analyse  ergab  folgende  Werlhe: 

0.4005  12  im  SchilU  lien  verbrannt  iielerteu:  0.0623  u 
H^O=:^0.0m^n,Ji^6Mi,  und  0.4866g  CO, «>0.0508dOd« 
C«  50.64 

Die  Eigenschaften  der  freien  Saure  und  iJurea  BaryUaicea 
stimmen  mit  denjenigen  der  Adipinsäure  ttberein,  welche  bei 
448 — 449**  schmilst  und  deren  fiarytsalz  naeh  Dieterle  und 
UelM)  in  heiaaem  Waaaer  schwerer  Itfalioh  iai,  als  in  kaltem; 
dagegen  weichen  die  von  mir  erhaltenem  analytischen  Daten 
von  den  fttr  Adipinaiure  und  deren  Sehe  bereohnaten  etwas  ab« 
Diese  Stture  enthalt  49.34  {  C  und  6,85  {  H;  das  Barytaala  ent- 
halt 48.75  f  üa,  und  das  8llbersals  j  Ag,  Da  meine  Ana- 
lysen  zu  wenig  Ba  und  Ag,  aber  zuviel  C  ergeben  haben,  so 
scheint  es,  als  oh  meiner  Süure  eine  kl<  iutj  Meuj^e  einer  kohlen- 
slollVeicheren  Säure  hoigemeii^l  gewehen  sei,  welche  durch  die 
ReiniaunE^sversiiche  nicht  abgeschieden  werden  konnte.  Troti- 
dem  kafiii  rs  wohl  keinem  ZwtMfol  untci  liegen,  üass  die  voo 
mir  erhaltene  Säure  wirklich  Adipinsilure  w  ar. 

ß)  Die  von  a)  ahfiUrirte  Lösung  wurde  mit  den  Wascb- 
nussigkeiien  ausamroen  abgedampft,  wobei  sich  noch  etwas 
ndipinsaurer  Baryt  ausschied,  von  diesem  abttitrirt  und  zur 
Troekne  gebracht.  Dieser  Rückstand  wurde  fein  aerrieben  und 
swefmal  mit  absolutem  Alkohol  ausgekocht;  da  dieser  aber  nur 
sehr  wenig  aufnahm,  so  wurde  das  Sala  in  40  ocm  Waaaer  gelifat, 
mii90Gcm  absolutem  Alkohol  verseist,  gekocht,  Bltrirt  und  diese 
Procedur  wiederholt,  bis  der  Alkohol  fast  nichts  mehr  aufnahm. 

Die  alkoholischen  Losungen  hinterHessen  beim  Eindampfen 
auf  dem  Wasserbade  einen  amorphen,  glasigen  Rückstand, 
welcher  sich  leicht  in  absolutem  Alkohol  löste  und  aus  dieser 
Losung  durch  Aether  harzartig  geläill  wurde.    Da  ein  Vor* 
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vecsDoh  gexel§t  hatte  ^  dass  das  entapraohende'  Silberaali  in 
IwiaBeni  Waaser  laieht  laslieh  war,  so  wnrde  die  Gesammtmaiige 
das  Barytsalses  in  haiasem  Waaaer  geiaal  wd  ndt  SUbemitrat- 
MauDg  Tatsetit;  leider  filrbte  siah  der  NiaderaeUag  alsbald 
braim  ond  laale  siob  nicht  mehr  vdiUg  in  verdttnater  Salpeter- 
säure auf.  Das  Fiitrat  wurde  mit  Ammoniak  fast  ganz  neutra- 
üsirt  und  setzte  beim  Erkalten  ein  schmutz igweisses  krystülii- 
nisches  Salz  ab,  welches  abtillrirt  und  daim  aus  wenig  kochen- 
dem Wasser  iiinkiy^t;il]isirt  wurde.  So  s;ereinigt  war  dieses 
Silbersaiz  weiss,  kryslallinisch,  uori  n-Mch  dem  Trocknen  im 
E^sicoator  durch  Wasser  nur  sehr  schwer  benetzbar.  Eine 
Siil)t'rl)(>5?t!ommng  ergab : 

0.  iö88g  im  Exsiccator  bis  zu  constantem  Gewicht  getrock- 
oetes  Sala  wurden  auf  dem  Wasserbade  mit  verdtinnter  Salz- 
stture  zersetzt  und  lieferten:  0.0^09  g  AgCl  und  0.00354  g 
Ag  t=z  0.07497 %A^^ 

Fttr  exyeapronsanres  Silber  berechoei  sieb  der  Silber*- 
9sbak  m  45.49^;  da  der  gefundene  Silbergehalt  mit  diesem 
«ahr  gvt  ttbereinatimmi,  so  ist  die  Annahme,  dasa  die  Sttura 
doa  analysirten  Silbersalaes  eine  OxycaprwMäiure  (und  swar 
varomtbliefa  a*OxycapronsllQre)  gewesen,  wohl  vallig  gerecht«* 
ftrtigt.  Die  Mutterlauge  des 'soeben  tieadiriabenen  Silbersalsea 
enthielt  noch  organische  Säuren,  doch  konnten  dieselben ,  ihrer 
geringen  Menge  wegen,  nicht  mehr  isolirt  werden.  Aas  den  letz- 
ten alkoholischen  Auszügen  des  Gemenges  der  Barylsalze  wurde 
eine  kleine  Menge  (O.Uü 40  gj  eines  Silbersalzes  erhalten,  dessen 
S»ure  kr\s!a!lisirte  und  welches  0.0345  g  ÄgCl  ^  0.025965  g 
/<9Ä=4b.0b^  lieferte;  dieser  Silbergehnll  stimmt  izenuu  mit 
dem  fUr  oxyvalenansanres  Silber  berechneten  [48.00  f  A(f) 
tiherein,  doch  darf  man  diesem  Befunde  wegen  der  so  geringen 
Menge  der  analysirten  Substanz  keine  alizugroase  Bedeutung 
beimessen. 

;f)  Der  nach  der  Behandlung  mii  Alkohol  verbliebene  Aücät- 
tteiuf  laste  sich  sehr  leiclil  in  Wasser;  die  Lösung  schied  lieim 
firhtlian  noch  siemlidie  Mengen  von  a  ab,  behula  dereh  Ent- 
fenuag  dieselbe  zunSchat  mit  Waaser  verdünnt  und  dann  so 
Inge  mit  kleinen  Mengen  absoluten  Alkebels  versetii  .  wnrde, 
alt  dar  an  der  Oberfläche  entstehende  dicke  klebrige  Niedeis 
ariiiag  sicbiMimUmachmteln  noch  laste  und  bis  die  geachütleltÄ 
Flüssigkeit  plötzlich  fast  klar  erschien;  hierzu  war  ca.  ^  Vol^ 

liAlk.-phyi.  Clause  12 
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Alkohol  erfordarUob  gewesen.  Die  klare  Lttsong  hinleiiiess 
beim  Eindampfen  einen  llieUs  kryettlHnlscIien,  tlieils  amorphen, 
guaimiariigen  Rttekstand;  derselbe  wurde  in  Wasser  gelöst, 
die  LttsuDg  koehend  mit  einem  möglichst  geringen  Ueberschusse 

von  schwefelsaurem  Zinkoxyd  gefällt,  filtrirt  und  emi;edampft. 
Dabei  schied  sich  eine  ziemliche  Menge  eines  krystnlÜDiscben, 
schwer  löslichen  Zinksalzes  aus:  dasselbe  war  wasserfrei  and 
gab  bei  der  Verbrennung  foltiende  Resultate : 

0.1345  g  wurden  im  offenen  Rohre  im  Schiffchen  sehr 
langsam  verkohlt,  dann  im  Sauerstotfstrora  verbrannt,  und  lie- 
ferten: 0.0448  g  /f,0  =  0.0049778  g  //  =  3.70  0  ;  0.4  545  g 
CO,' 0.0421364g  Cs34.33{(,  und  0.0&30 g  ZnO» 0.04S634  g 
Zfi«34.62f 

Aus  diesen  Zahlen  Itfsst  sich  keine  einfache  Formel  berech- 
nen, sie  deuten  aber  (unter  derVoraussetiung,  dass  etwas  Zink 
verloren  gegangen)  auf  ein  Gemenge  von  adiptnsanrem  (I  Th.) 
und  ghitarsaurem  (5.57  Th.)  Zinkoxyd  hin,  welches  8l.36f 
3«20  %  If  und  3i.d7  ^  2n  enthalten  würde.  Das  noch  vorhandeoe 
Zinksals  wurde  daher  wieder  ins  Barytsais  verwandelt,  die  mit 
SalssHure  angesäuerte  Lösung  desselben  im  Sohwarze'scben 
Apparate  mit  Aether  extrahirt  und  die  Aetherlösung  verdunstet. 
Die  rückständige  Söure  krystallisirte,  aber  das  aus  dersell>en 
dargestellte  Barytsaiz  trocknete  wieder  nur  zum  Gummi  ein, 
in  welchem  sich  erst  nach  längerem  Stehen  einige  Krystall- 
würzchen  zeigten.  Dnsselbe  wurde  wieder  in  Wasser  gelost 
und  m  zwei  Fractionen  mit  Silberlosung  geballt;  der  I.  Nieder- 
schlag Hess  unter  dem  Mikroskope  Wärzchen,  grössere  Nadeln 
und  runde  Täfelcben  erkennen  und  wurde  nicht  weiter  unter- 
sucht, der  zweite  Niederschlag  bildete  ebenfalls  Nadeln  und 
hatte  ein  homogenes  Aussehen.  Die  Analyse  des  im  Exsiooaler 
getrockneten  Salles  ergab  folgende  Zahlen: 

0.1389  g  Salz  im  Schiffchen  verbrannt  gaben:  0.0953  g 
Ca^  s  0.015994  g  C  «  43.74^;  0.0245  g  H^O  »  0.00979ig 
ira.4.96^,  und  0.0838  g  .4^»60.S3{(. 

Diese  Zahlen  stimmen  fast  ganz  genau  auf  ebi  Gemenge 
gleicher  Molekttle  adipinsauren  und  glnlarsauren  Silbers,  fttr 
welches  sich  berechnet:  18.69^  C,  4.98^  //  und  64.49^  Ag. 
Diese  Uebereinstimmung  ist  jedenfalls  gontjgend  gross,  uiu  die 
Anwesenheit  der  Glutarsäure  in  dem  analysirleu  Salze  als 
nachgewiesen  betrachten  zu  können. 
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Die  MaUerlaiigv  des  bMObriabmii  ZinkMlies  sdkM  beim 
imlereo  Eindampfen  noch  efne  kleine  Menge  desselben  ab;  das 
Fiitrat  von  demselben  wurde  nni  Alkohol  vcrsclzt,  wodurch  ein 
Niederschlag  enisland.  Dieser  Iu^Lü  sich  nicht  mehr  vöüig  in 
Wasser;  die  tiltrirle  Lösung  hinterliess  beim  Eindampfen  einen 
lt»ii  htliishchen  Syrup  und  ein  in  Wasser  sehr  schwer  lösliches,  in 
'rfisM'itii:en  Täfelchen  krv8tallisii*endes  Salz  (glutai*saure8  Zink?), 
daneben  auch  noch  NadeJchen.  Die  alkoholische  Lösung  dagegen 
kinteriiess  einen  kleinen,  krystallinischenliUekstand,  inwelobem 
9uä  imler  dem  Mikroskope  Körner  und  rhombische  Blttiter  eiw 
kMoen  liesseo*  Die  Menge  aller  dieser  RUckstiiide  war  für  eine 
weilere  UnlerMiohaiig  viel  zu  gering^  wie  .denn  überhaupt  die 
CemamtiDenge  aller  bei  dem  Veranohe  gewonnenen  SHoren 
■or  ein  |>aar  Gramm  beiragen  halte.  Dieser  Umstand  im  Vereine 
mit  dem  anderen,  dass  scliarle  Trennungsmethoden  fttr  die  ge- 
filodenen  Sauren  Überhaupt  noch  nicht  bekannt  sind,  erklart 
•odi,  warum  bei  den  angestellten  Analysen  keine  besser  stim- 
nenden  Resultate  erhalten  werden  konnten. 

Wendel  man  zur  Elekli  ol}  se  nicht  eine  Lösung  des  Magnesia- 
siUes,  sondern  eine  solche  des  Kalisalzes  an,  so  scheinen  die  be- 
schriebenen Süuren  in  noch  viel  geringerer  Menge  zu  entstehen ; 
Herr  Dr.  F.  Ilundeshagen  konnte  wenigstens  in  einem  der- 
artigen Versuche  (50  g  ('ripronslkire  als  kalisak  in  ca.  700  com 
^^  <is>t'r  gelöst  und  60^*  lang  zwischen  6  Plalinplatten  elektrolysirl) 
gar  keine  niederen  Fettstturea*]  und  nur  Spuren  nicht  fluchtiger 
SjUirtu  nachweisen. 

Aus  den  im  Vorstehenden  mit et  heilten  Thatsachen  ergiebt 
sich  also,  daas,  ebenso  wie  in  meinen  irttheran  Versuchen ,  auch 
bei  der  Elektrolyse  der  oapronsauren  Magnesia  mit  Wediset- 
Muten  nicht  dieselben  Producte  entstehen,  wie  bei  der  Elek- 
^yse  mit  gleichgerichteten  SlrOmen;  an  deren  Stelle  treten 
^Maehr  I)  niedere  Fettsäuren  (Valeriansaure,  Buttersaure), 
%  Oiyfettsauren  (Oxycapronsaure),  und  3)  zweibasische  Sauren 
(Adipinsäure,  Glutarstture,  Bernsteinsaure ,  Oxalsäure)  auf. 
Aasserden  genannten  sind  sicher  auch  noch  andere  Säuren  vor- 
^düD,  weiche  aber  wegen  ihrer  geringen  Menge  und  des  Mangels 


1)  Die  letefen  SlIborflnetloBeii,  welche  di6  niedere  Pett«tfuren  httttea 
c^'^lten  müssen,  zeigten  einen  Silbergebelt  von  48.4t f  and  4S.S4 1;  Oft- 
prooMores  dilher  enthalt  48.4a  %  Äg, 

Ii» 


tM 


an  güteiiTrenniiDgsiiietliodtn  nicht  milSicherbeit  erkannt  werden 
kctanleo ;  immerhin  durfte  die  Annahme  nieht  zu  gewagt  aiin, 
dtaedieeelbenden  ntfmliohen  Reihen  angehören,  and  «war  deren 
kohlenstoffarmete  Glieder  sind..  . 

Die  Frage,  wie  diese  SünineD  aus  derCapronsäure  *)  enisielien, 

ist  leicht  zu  beantworten:  schwieriger  die  aodere.  warum  die 
Elektrolyse  mit  \\  OL-hselbiruiuen  so  ganz  anders  wirkt,  als  die 
gewöhnliche  ElekiKilyse.  Die  BilduDL;  der  oben  genaDDieD 
Sauren  mis  (^iipioDsaure  erfolgt  einlach  auf  dem  Wege  der  fort- 
schreite] ideit  Oxydation,  ein  Vorgao}^,  der.sioh  durch  ioi|^eiide 
Gleichungen  veraoschauiicheu  lässt : 

Aus  der  einbasischen  Fettsöiire  entsteht  zunächst  die  entsprech- 
ende OxysäurCj  und  aus  dieser  die  zvvpil)asische  Säure  mit  der- 
selben Anzahl  M»n  KohleustofTalomen.  Wird  diese  weiter  oxydirt, 
so  zerfllllt  sie  in  KohlonsJlure  und  eine  Oxysüure,  weiche  ein 
Atom  Kohlenstoff  weniger  enthält: 

3)  CO,  Oü.{CB^U.  CO .     -f-  0  »  C0,+ CH^{OÜ) .  (CifJ^.  CO-  OA 

Durch  iDehrmalige  Wiederholung  desselben  Vorgangs  ent- 
stehen kohlenstoff^rmere  Säuren: 

4 )  r (0  w) .  (c^,), .  CO  .on-i-o^=co.oH.{  cff. ) , ,  Co .  0//-+-  //,  o 

0 )  CO .  on  CH:)^,C0  OH 0 ^  CO^-^ CH^ {ÜIJ) . (CH^)^ .CO,  OH 

6)  cn,.{OH).{cn:)^,co.OH-¥O^^CO.OH.(CH^]^.  rn  nn-^H^o 

7)  Co'.  OH .  (C7// , .  CO .  OH^Omm  CO^  +  CH^  [OH) .  Clf,  CO.  OH 
%)CH^[OH].CH^.CO.OH'^O^tsCO.OHXU^.CO.OH  •¥  HJO 
9)  CO.OH.CH^.CO.OH  -f-  O  »  CO,  4-  CB^[OB)XO.OH 

hO)CH^lOB)XO.OB     0,     »  CO,0a,CO.OH  ^  ff^O 
^i)CO.OH,CO.OH'^0        «  S  00,  ff^O. 

Nur  die  Bildung  der  niederen  Fettsäuren  wird  als  eine  Re- 
duction  der  Ovysauren  aufzufassen  sein: 

js)Ctf«(o/^)<.(Ci^^^co.o^H-i^t«cir,.(Ci/,),.co.oi/-i-AfgOu,&w., 

und  die  so  entstandenen  Beuren  werden  dann  jedenfalls  aneh 
wieder  naoh  Analegie  der  Capronstture  aersetzt.  Im  Grossen  und 

i)  Die  Bildun^s-  und  Zt'i>f^*t7iini:<i!l(^ichuiipen  sind  im  Folgenden  dor 
j^russeren  Einfuchheil  und  liebersichUicbkeU  halber  für  CapüToosaurehydrat 
statt  für  capiuiisaure  Maguesia  gegeben. 
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(ianzen  handelt  es  sicli  iilso  liier  um  eine  fortschreitende  Oxv- 
fbtion,  und  diese  ist  deshäll>  von  besonderem  Interesse,  als  sie 
ganz  dllniaiilich  und  stufenweise  erfolgt  —  ein  Kohlensiddatoin 
Dach  dem  nndereo  wird  aiis  der  ursprtlD gliche u  Substanz:  hii- 
ausseDoniineu  und  zu  ikohieosattre  verbraDUt,  und  ebeosa  der 
WasserstotT  zu  Wasser. 

Bei  Beantwortung  der  zweiten  Frage :  warum  Bttmlich  die 
Elektrolyse  der  Gaproasfiure  mit  Wechselströmen  ganz  andere 
Froducte  liefert  als  die  gewöhnliche  Elektrolyse,  zeigen  sicheinfge 
Schwi€ar!$kei(eQ.  Einerseiis  muss  man  jedeDfalls  annehmen, 
dassder  galvanische  Strom  auf  den  Elektrolyten  stets  i'd  derselben 
Art  und  Welse  einwirkt gleichgfiltig  in  wele&er  Rfchtnng  er 
diesen  durchfHesst ;  aber  anderseits  stefienidie  dureh  Wechsei- 
Btrttme  erzengten  Pröduete  in  keiner  Beriehnng  tu  den  Prodncten 
der  gewöhnlichen  Elektrolyse,  sie  lassen  sich  ans  letzteren  nicht 
onmittefbar  ableiten,  nnd  mflssen  besonderen  Vorgängen  ent> 
springen.  Um  zu  einer  annehmbaren  Vorstellung  über  die  Natur 
dieser  Vorgänge  zu  gelangen  geniii^i  es,  gewisse  Voraussetzungen 
ZQ  machen,  welche  auch  schon  irüher  gemacht  worden  sind,  niim- 
Hch  der.  dass  die  durch  den  Strom  erzeufjten  .Ionen  nicht  sofort 
weiter  /.»M'falii^n,  sondern  erst  nacli  Ablauf  einer  gewissen  Zeit, 
ferner  dass  die  Jonen  Polarität  besitzen  und  infolge  dessen  durch 
deo  Strom  gerichtet  werden,  ahnlich  wie  ein  Magnet,  und  endlich, 
dass  diese  Richtung  durch  den  Strom  nicht  momentan  erfolgt, 
sondern  eine  gewisse,  wenn  auch  kleine  Zeit  beansprucht.  Unter 
diesen  Voraussetzungen  konnni  man  zu  folgenden  Vorstellungen : 
Zunächst  erfolgt  die  Zersetzung  der  Capronsaure  (bez.  ihres 
■agnesiesalses)  ganz  wie  gew<f fanlieh  in  die  Jonen  H  (biec*  Mg) 
und  0*CO*[CH^)^.Cff^;  letzteres  ist  negativ  polar,  und  zwar 
ist  die  Atomgruppe  O^CO  der  Sitz  des  Boles.  LBsst  man  nun 
die  allgemein  llbiiciie  Annahme,  dasa  die  einzelnen  Atome  im 
Holekttlder  normalen  Fettsäuren  eine  kettenförmige  Anordnung, 
die  Volekttie  selbst  also  eine  längliche  Gestalt  besitzen,  gelten, 
so  werden  sich  unter  dem  Eindusse  des  Stromes  alle  diese  Jonen 
mit  deoi  O.Cü- Lude  senkrecht  auf  die  1  laciie  der  Anode  stellen: 


0,CÜ,  CU^i  4 .  C7/3    //    O.CO,  C //,  , .  a/3 
Behalt  der  Strom  seine  Richtung  bei,  so  kommen  alle  Jonen 
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in  dieser  Stellung  an,  und  nacb  Ablauf  einer  gewissen  Zeit  zer- 
setzen sich  je  zwei  nach  der  Gleichung  :  2  0 .CO.{CU^  ^.  CH^  « 
2 CO,  -h  C,^  //j,,  man  erhiiit  also  die  Producte  der  gewöhn licheo 
Elektrolyse.  Kehrt  aber  derShoni,  })evor  diese  Zarseliuog  ein- 
tritt, seine  Richtung  um  (und  irh  will  hier  darauf  hinweisen,  dass 
in  meinem  Versuche  der  Polwec  hsel  cn.  70  Mal  in  einer  Secunde 
erfolgte),  so  erfahren  die  Jonen  eine  Drehung  um  4S0%  und  die 
Wirktuig  das  erstem  StroiBes  winl  aiifg6lM>b«i: 


memacti  wäre  also  das  UesuJtat  der  Einwirkung  eines 
VVechselstrompaares  ss  0  ,  und  damit  stimnU  die  fiaobaohiiui^ 
aberein,  dass  der  allergrttasle  Theil  der  Gapronsttiire  nach.  Be- 
endigung des  Yersucba  unverändert  vorgeloDden  wurde.  Mao 
siehl  leiciift  ein,  dass  an  diesem  Ergebnisse  aueh  nichts  gettndert 
werden  kann,  wenn  gleichzeitig  Wasser  durch  den  Strom  ser- 
seist  wird«  Die  Sachlage  ändert  sich  jedoch  ganx  weseniUcht 
wenn  einmal  ein  Jen  €£^3.(01/2) 4. 00.0  infol^  irgendweleher 
Behinderung  die  Drehung  um  4  80  *  nicht  schnell  genug  ausfahren 
k^kiinte,  während  gleichseitig  Wasser  zersetzt  wird;  dann  wttrde 
sich  nämlich  im  unmittelbaren  Anschlüsse  an  das  letzte  Schema 
das  folgende  ergeben: 


d.  h.  ein  Atom  O  wttrde  sieh  in  mnnittelbarer  Ntfhe  des  Jfa%ir 
imJon  Clf,  .(Cirj  4.  CO.  0  befinden,  und  mit  demselben  sieh  luMe- 
Ihexyl  CH^  (00)  vereinigen,  wodurch  die  Umwandlung  der  Gafproor 
sSure  in  a-Oxvcapronsflure  bewirlLt  wttre;  selbstversttiMlKch 
misste  dabei  an  der  Kathode  eine  dem  verbrauchten  Sauerstoff 
äquivaleiite  Menge  Wasserstoff  frei  werden.  Auf  ganz  ähnliche 
Art  und  Weise  würde  dann  die  Oxydation  der  Oxycapronsüure  zu 
Adipinsäure  etc.  nach  den  oben  angeführten  Gleichuntren  weiter^ 
schreiten.  Das.s  mau  als  o\\direndes  Agens  anstatt  O  auch  OH 
oder  ein  Jon  ü.CO,H'  annehmen  kann,  bedarf  keiner  besonderen 
Erläuterung. 

Man  könnte  gegen  die  soeben  entwickelte  Hypothese  viel- 
leicht einwenden,  dass  dieselbe  au  compiicirt  sei,  allein  ohne 
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ilieteibe  isl  TMlIiifig  nicht  aiiunisdMn,  waraoi  diebeabaefateten 

Oxydationen  nur  unter  dem  Einflüsse  von  Wechselströmen  er- 
folgen.  Herr  Dr.  F.  Hundeshagen  hat  auf  meine  Veranlassung 
Cap[  <nisiiure  als  Magnesiasalz  in  einer  Lösuni;  von  doppelt^ 
kohlensaurer  Magnesia  sjelöstdergewöhnlichen  Elektrolyse  unter- 
worfen; dabei  schied  sich  sofort  eine  obige  durclulringeud  lie- 
diende  Fltjs,sigkeit  'üiann  !?'  und  (besonders  auf  den  Elektroden  ■ 
kohlensaure  Magnesia  ab,  aber  in  der  Flüssigkeit  konnten  weder 
niedere  Fettsäuren  noch  xweibasische  Säuren  aufgefunden  wer- 
dtm^  eioe  Oxydation  der  Gapronsäure  zu  Adiptnatture  atc.  hatte 
demnach  niohl  stattgehinden.  Diese  Beobachtung  beweist  zu- 
gleich, dass  die  häufig  gemachte  Annahme,  die  bei  der  gewöhn^ 
liekieD  BlelLtmlyae  aaftralenden  imti  O.CO.A'  aarMtiten  sieh 
nmlehst  nrit  W«aer  SiHrdhydrat  und  SmeratolTy  welch' 
kiilerer  dami  die  Bäm  wftedar  tm  Kohlenaliure,  Wasser  und 
KeUenwassersteff  osydire : 

nicht  richtig  sein  luann;  denn  wäre  dem  so,  so  mUsste  man  er- 
warten ,  dass  diese  Art  der  Zersetsung  und  Oxydation  auch  bei 
der  Elektrolyse  mit  Wechselströmen  auftrete ,  was  eben-  nicht 
der  Fall  ist«  Daher  bleibt  nur  die  andere  Annahme  bestehen, 
nach  welcher  die  fraglichen  Jonen  sich  unmittelbar,  ohne  Da- 
swischenkunft  des  Wassers,  nach  einiger  Zeit  in  folgender  Weise 
sersetxen : 

O.CO. fr  1 

}  a  a  CO.  4> 

O.CO.R'  J  •  Ii' 

Dass  bei  dieser  Art  der  Zersetzung  keine  Golegenlieit  sur 
Entstehung  von  OzysHuren  und  sweibasischan  Sauren  gegeben 
ist,  leuchtet  unmUteibar  ein. 

Die  oben  beschriebenen  Versuche  seigen  ebenso,  wie  meine 
frttheren,  dass  bei  der  Blelstroiyse  mit  Wechselströmen  gans 
andere  Prodnde  erhalten  werden,  als  mit  gleichgerichteten 
Strömen.  Hat  diese  Thatsache  schon  an  und  für  sich  Interesse, 
so  gewinnt  sie  doch  noch  viel  mehr,  wenn  wir  dieselbe  mit  gewis- 
sen physiologischen  Tliatsachen  zusammen  halten.  Ohne  schon 
j*»t7i  ri, liier  auf  diesen  Punkt  eiuzui^ehen,  will  icli  luii-  darauf 
hinweisen,  dass  geradeso  wie  im  vorlietiendem  Falle  auch  Im 
Thierkörper  j)li\ hioioss'ischt'  \  «  i  l)rennuDg  ganz  allmählich  und 
stufenweise  erfolgt;  angesichts  solcher  Tbatsacben,  wie  z.  B. 
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des  VorküHBttiebs  von  GlykuronaHurä  im  Harn,  sitid  wir  za  dieser 
AnnabiiM  berechtigt,  Irottdem,  daes  wir  oacb  nicht  im  SlancU 
sind,  alle  müglichen  ZwiaebeDprodacte  der  fortaehreiteiiden  ¥er* 
brennung  im  Organismus  und  setoeo  Secreten  naclimweimii. 

Mit  der  Zeit  wird  dies  indessen  gelingen,  ebenflb  wie  es  his* 
sichillich  der  Glykuronsüure  schon  gelungen  ist,  und  die  An- 
nahme ersclieinl  daher  nicht  zu  küim,  dass  im  Thierkfirper  die 
Verbrennung  der  Auhrunr^s-  und  Getoebsbeslandtheile  in  derselben 
Art  und  Wei\sc.  nach  äemeiben  iresetzen  erfolgt  wie  in  dem  vor- 
liegenden Versuche»  Ob  dabei  im  Ori^nTiisnins  auch  NVochselst  roiue 
wirksnni  sind,  Uisst  sich  vorderiiaiid  niibt  enlscheuleii,  ;iher 
gerade  in  Bezug  hierauf  hat  die  Frage  ein  besonderes  Interesse, 
ob  nicht  unter  gewissen  Bedingungen  gleichgerichtete  Ströme  die- 
selben Zersetzungen  hervorrufen  könnten ,  wie  Wechselströme» 
Und  dies  scheint  in  der  Thal  nicht  ausserhalb  des  Bereiofaes 
der  Möglichkeit  zu  liegen.  Denkt  man  steh  nHmticli  die  beiden 
Pole  in  möglichst  geringem  Abstand  von  einanderi  so  gewlaiti 
es  den  Anschein,  als  ob  die  Bedingungen  dann  auch  bei  glßich7 
.gerichteten  Strömen  denen  bei  Wechselströmen  Sfanlich  sein 
mOssten,  und  noch  mehr,  wenn  eine  sehr  grosse  Ansahl  Pole 
auf  einen  möglichst  kleinen  Raum  zusammengedrängt  w^ren« 
Die  technischen  Schwierigkeiten,  welche  sich  der  Ausführung 
eines  der;irlii:en  Versuclies  enlgegenslellen,  sind  ohne  Zweifel 
nicht  unbedeutend;  dass  sie  aber  nicht  un(il)or\^Mndlirh  sind, 
dürfte  aus  folgendem  Versiuho  her\orgehon.   Kit  ktiul\.^iit  ni.ui 
nämlich  genügend  verdünnte  Schwefelsäure  mii  Lilcichgerirli- 
teton  StrOmen  und  bringt  zwischen  die  Platinelektroden.  nhev 
isoiirl,  ein  Stück  Messinadrahtnelz.  so  wird  dieses  sehn»  II  r  oth, 
indem  das  Zink  daraus  auff^olöst  wird.    Das  Drahtnetz  nimmt 
also  an  der  Elektrolyse  Theii,  trotzdem,  dass  es  mit  den  Polen 
nicht  direct  verbunden  ist,  und  muss  daher  selbst  beide  Pole 
besitzen;  ich  gedenke  diese  Versuche  demnächst  weiter  fortzu- 
setzen, namentlich  unter  Anwendung  von  MetaUpulver.  Hier 
.würden  dann  die  Pole  in  grösster  Ansahl  und  Nähe  gegel>en  sein 
—  al>er  auch  der  Organismus  verfugt  Uber  Apparate,  deren 
Tbeile  in  unmessbar  kleinen  Abständen  von  einimder  gelagert 
sind  und  ebenso  über  galvanische  Ströme,  sodass  hier  alle  Be- 
dingungen erfollt  SU  sein  scheinen,  welche  soeben  fttr  das  Ge- 
iini^cn  des  Versuches  als  nothwendig  erachtet  wurden. 

.  Schliesslich  möchte  ich  auf  noch  einen  Punkt  hinweisen, 
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demn  nifhere  Untersuchung  interessante  Resultate  verapriobt. 
Ist  namlic'b  die  Voraussetzung,  dass  l)ei  conslanter  wie  bei 
alternirender  Stromrichtung  die  primäre  Zersetzung  gleich  isl, 
wie  nicht  zu  bezweifeln,  richtig,  so  müssen  bei  einer  bestimui- 
len  Geschwindigkeit  des  Stromwechsels  (und  zwar  einer  ge- 
ringeren als  in  meinen  Versuchen)  dieselben  Producte,  also 
Kohlensäure  und  kohlenwassersloff,  «iiis  den  Fettsäuren  erhal- 
len werden,  wie  bei  Auwendung  gleichgerichteter  Ströme.  Ist 
diese  Geschwindigkeit  aber  bekannt,  so  ergiebt  sich  unmittelbar 
daraus  die  Zeit,  welche  bis  zur  freiwilligen  Zersetzung  der 
Jmn  verfliesst,  otkeri  milrUuteea  Wwted«  'dM^Zeit,  wttkrend 
iveMier  di»  JoQ^ii  iliuseMlit  bMeheii  kdiiiidti« 

UMn  JH!«  JP*  Bupd^tfbaf  emslig«  kh  ittr  die  werllivoUa 
attlle,  di0  er  ndv  bai  Aoalallung  dar  toitgathaiilBii  VaiinicslM 
niUadb  galeistat  baliimaiiiaii  bMao  Dank.  % 


J.  Thomae,  WeiUre  ünterwchungtn  über  den  tia$liscäen 
Kreäcylindcr, 

In  einer  Miubeiiung)  welche  ich  am  24.  November 
der  KtfDigl.  Gesellschaft  gemacht  habe,  die  in  den  Berichten 
dee  vergangen  Jahres  abgedniokt  Ist,  beseiittftige  iefa  mich 
mH  ehiem  Sdtm^M  elastitcheD  honogenen  Kreiaef  linder,  da»» 
seD  Endflächen  geawimgeii  eiAd,  eben  in  bleiben.  Dnrch  toetee 
Bemtlhungen,  die  ebere  Endfläche  von  der  Bedingung  der  Eben- 
heit lu  befreien,  gelangte  ich  zu  einer  neuen  Sehaar  ven  In- 
tegralen der  partiellen  Diff(Brentialgleiehttng,  von  welcher  das 
Pfoblem  abhangt,  und  es  sind  diese  Integrale  mit  den  froher 
gefundenen  allgemein  genug,  jene  Befreiuiii:  ini  Princip  als 
möglich  erscheinen  zu  lassen.  Für  die  Besliinniung  der  Coo- 
stanten,  welche  zur  völligen  Lösung  nöthig  sind,  fehlt  mir 
jedoch  noch  eine  expedite  Methode.  Es  mag  jher  bemerkt 
werden,  dass  für  den  Fall,  in  welcheni  (][(>  UiAio  des  Gyünders 
seinen  Durchmesser  erhebiicli  überiridt,  fdr  dvn  Fall,  dass 
jener  Grad  von  Genaui^^keit  genügt,  welcher  beim  Venaut- 
scheo  Problem  tiblich  ist,  die  Lösung  unserer  Aufgabe  schon  in 
jener  Mittheilung  gegeben  ist.  im  Yen  an  tischen  Problem 
werden  gewisse  Zustände  im  Innern  einer  elastischen  Säule 
angenommen  und  es  wird  gefragt,  welehe  Kräfte  an  den  Enden 
derselben  angebracht  werden  mttssen,  damit  jene  Zustünde 
eintreten.  Alsdann  glaubt  man  eine  hinreichende  Annäherung 
an  wirkliche  Zustande  gefunden  su  haben,  wenn  man  an  den 
Endflachen  statt  der  Kräfte^  wie  sie  in  bestimmter  Vertheilung 
das  Venant'sche  Problem  fordert,  andere  anbringt,  welche 
jene  am  starren  Körper  ersetzen  könnten.  Nun  wurde  aber  der 
Gesammtdruck  auf  die  obere  l^ndfliiclie  eines  nur  der  Schwere 
als  wirkender  Kraft  ausgesetzten,  auf  fesler  Grundlage  ruhenden 
Cy linders  gleich  Null  gefunden.  Ist  demnach  die  Höhe  des 
Cylinders  eine  solche,  dass  die  Voraussetzungen  des  Venant- 
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sehen  Problemes  «Is  zulässig  erscheinen,  so  ist  die  Annahme, 
(Jass  die  Endflachen  eben  bleiben,  annähernd  voa  .selbst  erfüllt, 
und  es  Ist  die  Geslaltsveränderung,  sowie  der  Zustand 

Uki  Innern  des  Körpers  in  meiner  früheren  Mitlheilnng  in  dem 
eben  besprochenen  Grade  der  AnnUhenmg  bereits  gefunden. 

7ai  jener  iMiltbeilung  will  ich  nun  hier  fortsetzend  Kinii^es 
kinzufugeo,  deshalb  die  dort  gebrauchte  Bezeichnung  im  All- 
gemeinen beibehalten  uud  in  der  Numeriruag  der  Artikel 
(oieki  «ber  der  Formel a)  die  jelzi^Q  Bemerkuiigeii  den  Irtthe- 
nm  uDOttttellNir  anschliessen. 

Wk  seh«Ni  eheo  bemarM  wurde,  giebt  es  ausser  den 
Mber  getedenen  Loniigea  der  Glejeligewichl8«'DifiereiitUl* 
gleMiDQgeB  einet  eleetiseben  Gylindarsi  in  welebem  alle  Ver^  . 
adiiebtingen  vom  Azimutb  unabhängig  sind,  noch  eine  zweite 
Klasae  von  Integralan«  Ein  Individuum  dieser  Klaase  enthalt 
Mir  ganse  raiienaie  Functionen  der  uaabhttngigen  Yadabeln, 
und  wird  im  Art.  V.  gefunden  und  discutirt.  Es  entspricht 
dieser  Losung  ein  ziemlicli  einfacher  Zustand  dt3S  schweren 
elastischen  Cylinders,  oaiulich  der  Zustand,  in  welchem  der 
Cylinder  sich  behiidet,  wenn  er  in  ein  gewisses,  nur  von  den 
Elasticitatscoi'nicienten  und  der  Dichte  abhiJngendes  Hotations- 
paraboloid  tipstellt  wird,  und  wenn  sonst  ausser  der  Schwere 
keine  Kräfte  auf  ihn  wirken.  Alle  ursprünglich  horizontalen 
Ebenen  geben  in  ahnliche  Paraboloide  Uber,  und  der  Mantel 
dea  GyHnders  verwandelt  sich  in  den  Mantel  eines  abgestumpf- 
ten geraden  Kegels.  Da  das  in  Rede  stehende  Paraboloid  sehr 
flach  ist,  so  unterseheidet  sich,  namentlich  wenn  der  Radius 
des  Gylinders  nicht  betrachtlich  ist,  der  Zustand  eines  auf  fester 
Gnmdebene  stehenden  nur  wenig  von  dem  besprochenen, 
daas  dieser  nahemngawelse  den  Znsland  jenes  angiebt. 

Im  Art.  Yf  wird  sodann  eine  neue  Schaar  ganier  transeen^ 
denter  Lösungen  der  elastischen  Bifferentialgletchungen  den 
früher  i:efundenen  hinzugefügt.  Dieselbe  enthält  ihren  Para- 
meter in  t lanscendenter  Form;  da  sich  aber  für  ein  und  den- 
selben Werlh  des  I\n',in)eters  vier  verschiedene  Lösiitiuea  vor- 
finden, so  können  wir  als  eine  parliculare  L()suni4  eine  solche 
ansehen,  welche  einem  bestimmlen  \\  erthe  des  trnnscendenl 
vorkommenden  Parameters  erUspriciit,  nber  ausserdem  \  iei  will- 
kürliche Constanten  linear  enthalt.  Sodann  wird  untersucht, 
welehe  Oberflachenbedingungen  sich  durch  passende  Wahl  der 
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V^drbaltttfsfli»  dUsset  Ganstanten'  erfÜHeo  lassen,  sodass  immer 

noch  ein  willktlHicher  Pactor  bleibt.    '  '  • 

Die  Bediu^iiMg,  dnss  auf  die  Mantelfläclie  nur  normale 
ICrtfle  wirken  sollen,  Insst  siöh  durch  passeude  Wahl  des  trans- 
cendenf^n  IVii  aineters  auf  unontilicli  viele  verschiedene  Weisen 
erlüiien,  derselbe  uiuss  iiiejv.u  liie  Wurzel  einri  (ranscendenten 
Gleichunp  sein,  vou  fier  es  bekannt  ist,  dass  sie  unesdltoh  viele 
Lösungen  zulässt. 

Es  liegt  BUD  nahe,  durch  Zusamtnenfogung  dieser  particu- 
Ifilren  Lösungen  zu  einer  allgemeiD^rea  2U  gelangen,  nnd  diese 
noch  mit  den  im  Art.  IV  pefatideneo  tu  verbinden.  Dies  habe 
Ich  auch  wirkileh  gethan,  ieh  uotardiHek^  aber  cur  Zeit  dles# 
Uatersnebaiigeti ,  weil  die  erbaHcnneii  Formeln  wenig  dtiroh» 
sichtig  siiikd. 

Brachten  Wir,  dass  den  panicttttfren  Inlagralen  «ucb  ilaiHi 
reelle  Werthe  sukommen,  wenn  sftan  dem  PaffamMer  einen  rei« 
imaginSren  Wereh  suerlhdiH,  so  wM  dadttroh-  die  Menge  der 

Lösungen  so  vermehrt  ,  dass  dfesetbeti  wohl  als  die  allgemeio^ 
sten  angesehen  \\t  i<i(  ii  düi  flen,  es  wird  desholh  am  Schlüsse 
eine  Znsfiinnjenslelliinu  aller  erlangleu  LOsungeu  ohne  liück- 
sichl  tiut  Aebenbedingungeu  gegeben*). 

■t^^-t  r         *  -II 

♦ 

i)  Einige  Drack- oder  Schreibfehler,  welche  ich  in  meiner  Mitthei- 
lung in  den  Berichten  von  1885  bemerkt  habe,  inögeD  hier  corrigirt  werden. 

Auf  Seite  40«,  ZeUe  i  von  uiUen  iies  /o  j-j^  s^»"  fi  y\^' 
'   r  1 

GleichoDg  (7)  lies  / statt  J*.  Seile  4  0^^  Zeile  \i  vou  ob&VL  li^  Ji*  —  Jii  statt 

,   .    .  0  0 

.a*-  %l.  In  Gleichung  (40».)  lies  ^  &taU  i*  Auf  Seite  415  ist  in  (28.j  vor 

dem  Zeichen  £  der  Factor  g  aasabrin^on.  In  (S8ft.)  lies  zweimal  n  statt  u 
irn  Index.  Soiia  416,  Zeüe  S  von  unlen  ist  der  Divisor  l  vor  dem  Zeiclicn  - 
Uli /Ali)  ringen.  Seite  4i8,  Zeile  4  Ues  C'x  statt  Ca'*  Die  Gleichung  für  s 
ebendort  ist 

*-  i(y  A  k^%9      XQgil  -  z) 

f^r;  ♦  r)       8  Sl^a  -4.  i'^  * 

und  sie  bedeutet,  dass  wenn  k^  :  l-  veriiaeiiiäfisi^t  weiden  darf,  der  Cylindej 
In  einen  geraden  abgestumpflen  Kegel  Übergeht,  dessen  obere  EodflScbe 
Ihre  Grösse  nicht  goHndert  hdit,  wahrend  der  BadittS  k  der  unteren  End- 
. flache  um  kX^gl :  ^r(X  +  y)  gewachsen  ist.  ~  In  der  Gleichung  für  w 

ebendort  lies  X  +  iy  «-tatl  ).  +  r,  und  vor  dem  Zeichen  I  im  Zahler  lies 
statt  ; .  Auf  Seite  440  ist  in  der  Gleichung  fUr  r„  vor  f.  der  Factor  f*  xu 
streichen. 
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Art.'  V.  Qiaie  ratloiuil«  Iiösangen  der  Differentialgleichangeii 

der  Elaflticitat. 

■  ■  ■ 

Die  Achse  des  Gylinders  falle  wie  früher  mit  der  ji-Achse 
rasamineiKy  für  seine  untere  Endflaohe  sei  i  »  0,  für  seine  obere 
%ssL  Die  Entfernung  von  der  Achse  sei  r  und  für  den  Mantel 

sei  ras w  sei  die  verlicale  und  rij&e  radiale  Verschiebung , 

^  die  Dichte  und  zur  AbkUrzuog 

so  sind  die  elastischen  Differeotialgleichungen  fürs  Gleich- 
gewicht (vergl.  F.  Neu  mann,  Vorlesungen  ttber  die  Theorie 
der  Blasticitat  Seite  337.  Gl.  (2)) , 

oiier,  wcDn  die  Schwere  ausser  Spiel  bleibt: 

( ?  TiTf  +      * ")  r,^  +     "M*  R  +  siw? j   • : 

Durch  Elimination  folgt  aus  (<}  und  (2)  oder  auch  aus  (I)  und  (2*) : 

Die  Bedin^iungen  an  den  EndÜachen,  vveuu  dort  nur  normale 
Kräfte  wirken  sollen,  sind 

(♦)  .    fe-^prS^-O.  .... 

■ 

worin  das  negative  Zeichen  fttr  das  positive  für  js  ar  | 

statt  hat,  und  t  eine  Function  von  r  altein  sein  muss,  wenn 

die  Unterdrückung  des  Azimuths  gerechtfertigt  sein  soll.  Für 
die  Mantelfläche  r  =  k  aber,  wenn  dui  i  ebenfalls  nur  iioi male 
und  nur  von  abhaugende  lu'Ufte  wirken  sollen,  geilen  die 
Bedia^UDgen: 

■ 
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Die  DifferenUalgloioliaiig  (3)  kann  nach  dttr  Eanrier 'sehen 
Metbode  integrirt  werden,  und  es  wurden  auf  diesem  Wege 
bereite  die  Integrale  t  oos  «r,  (  sin  €r  gefunden,  worin 

=  • 

XU  setzen  ist«  Auch  der  Fall  c  s  0  wurde  untersucht«  Ich  habe 
jedoch  weiter  gefunden,  dass  man  (3)  auch  durch  die  Annahme 
f  as  jsle^'  befriedigen  kann,  wenn  t  nur  von  r  abhangt,  woraus 
sich,  da  €  willkürlich  ist,  eine  neue  Schaar  von  Integralen  ergiebt. 
In  diesem  Art.  will  ich  jedoch  zunächst  den  Fall  e^O  unter- 
suchen, oder  ich  will,  etwas  allgemeiner,  s  =  i  (a-höa)  voraus- 
setzen. Die  DiflerentialgleichuDg  (3)  iieferl  danu  für  l  die  Be- 
dingung 

woraus  folgt,  wenn  man  nur  die  für  r 0  nicki  smgßääre  Lö- 
sung der  Differentiaiglelclmng  in  Betracht  aieht,  i  «•  6V, 
sodass  nun  $  die  Gestalt  erhalt: 

worin  Übrigens  die  Conslanten  alle  vier  willkürlich  sind.  Zur 
Bestimmung  von  w  erhalt  man  aus  (I) : 

und  es  sind  C/j  und  insoweit  williiUrliche  Functionen,  als  sie 
iHclit  durcli  die  Gleichungen  (2)  beschränkt  werden.  Selzen 
wir  die  geluudeneo  Ausdrücke  in  (2)  ein,  so  erhalten  wir: 

-k-  [X      "iv]  ^      ^[l     v)  iß  -¥  2dr»J  =  qq  . 

Mithin  kann  <1^»  wenn  diese  Function  im  Punkte  Null  nicht  sin- 
gulttr  sein  soll,  nur  vom  vierten  Grade  sein  und  nur  gerade 
Potenten  von  r  enthalten,  und  ^  kann  ebenfalls  nur  vom  vier^ 

ten  Grade  sein,  sodass  wir  setzen  können: 
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Dies  in  (2)  eiogeseUt ,  liefert  die  BeziebuDgeo : 

eg-«(A-t-y)^-i(;t-Hy)c 

and  es  ergiebt  sich  für  [i]  und  (S)  die  Lösung 
(6)  <  «  a  -1-^      «!•  yr*  4-  d^r», 

1  +  r  "*"t(A+>^  4 ♦ 

Sollen  auf  die  Endflächen  nur  normale  Kräfte  wirken,  so  wenit  n 
die  CoDslaoten  durch  die  BedmguQgen  (4}  beschränkt,  und  es 
jQuss  {{Xr  z  —  0  und  i  s  / 

win.  Setxt  man  den  Factor  von  r*  gleidi  Null ,  so  folgt  4  «  0, 
imdsasd  gi^t  ^^  =  2^/y+2(A  +  2y)  c,  und  giebt  j^sbO, 
und  (6)  und  (7)  redueiren  sieh  auf 

(6-)  »=a  +  (t»,     in  w -     +  ^InrW 

worin  a  fortgelassen  ist,  damit  der  Coordinaienanfang  keine 
Verschiebung  erleide.  Der  Bedingimg  (5»)  gentigt  dieser  Aus- 
dnick  von  selbst.  Die  normalen  Kiüfte,  welche  an  der  unteren 
EodUäche  anzubringen  waren,  damit  Gleiobgewiohi  hergeatelii 
werde,  sind: 

-  ika  -     4-  2i/)(, 

uwl  an  der  oberen : 

An  der  Mantelfläche  aber  mUssten  die  Kräfte  angebracht  werden : 

Die  leuteren  können  zum  Verschwinden  gebracht  werden, 
wenn 
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gemacht  wird.  Es  ist  alsdann 

QgXs 


a  — 


worin  nur  noch  a  willkürlich  ist.  Sollen  auf  die  obere  End- 
fläche keine  Krflfte  wirken,  so  nrnss  jtoeb  -  • 

sein,  und  es  wirkt  unter  dieser  Voraussetzung  auf  die  untere 


EndflaiOie  die  Kraft 


d.  h.  nur  die  Schwere  der  ttber  einem  £leme&t  siehenden  Faser 
des  Gylinders.  —  Soli  also  der  Mantel  des  Cylinders  blos  durch 
die  Schwere  desselben  in  einen  Kegelmantel  abeigefkihrt  wer- 
den, so  miiss  derselbe  in  ein  Rotationsparaboloid,  dessen  Glei- 
chung 

ist,  und  welches  daher  nur  schwach  gekrümmt  i&l,  gestellt 
werden,  sodass  die  Mitte  der  Cylindergrundtlüche  ia  den  Schei- 
tel des  Paraboloids  fällt.  Alle  £benen  des  Cylinders,  welche 
ursprünglich  horizontal  waren,  werden  in  Paraboloide  verwan- 
delt, welche  den  obigen  parallel  sind.  Für  s  und  lo»  eiigiebt  sieb 

In  der  oberen  Endfläche  ist  demnach  die  radiale  Ausdehnung 
Null,  der  Radius  der  unteren  EndÜäche  ist 


k  4-  sk  =  Ä  -l- 


Sy^U-l-y) 

Ist  der  Radius  des  Gylinders  klein,  so  kann  das  Paraboloid  in 
dem  kleinen  in  Betracht  kommenden  TheiJe  als  eben  angesehen 

werden,  und  die  ohiizen  Formeln  stellen  den  Zustand  annähernd 
auch  dann  dar,  wenu  der  Cy linder  auf  eine  fe^e  Ebeüc  gestellt 
wird. 
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Art.  YI.  Smo  116116  Schaar  transcendmiter  putieiilarer 

Int6gral6. 

Zu  neuen  purliculäreo  lutegralen  der  Diü'erentialgleichuug 

(3.)  gelangen  wir,  wenn  wir,  s     zte^^^  seUen^  wodarch  jene 

Gleicbnng  nach  Unterdrückung  des  Faktors  e^**  die  Form  ge* 
winnt: 

IKese  Gleichung  wird  befriedigt,  wenn  F  +  «  0  wird,  oder 
wenn 

wird,  welcYie  Differentialgleichung  das  im  Punkte  Null  nicht 
singuläre  integral  besitzt 

m  =  00 

Die  BeseicbnuDg  h  ^  [x)  für  f  ^  [ix] ,  welche  Function  im  Art.  t 
definin  ist,  soll  hier  in  Anwendung  gebracht  werden,  damit 

nicht  anscheinend  imaginäre  Formen  auftreten,  wo  Alles  reell 

isl.  Mit  den  Bessel'schen  Functionen,  wie  dieselben  lueiül  be- 
leichnet  werden,  hängt  h  durch  die  Gleichung  ^usauunen 

Beachten  wir,  dass  nach  den  Untersuchungen  der  frtlheren 

Artikelauch  die  Annahme  i  ^e^^'  dieGleichung  (3.)  befriedigt, 
wenn  /  =  [er)  ist,  so  erhalten  wir  ein  particulürcs  Integral, 
welches  neben  dem  Parameter  e  noch  vier  willkürliche  Gonstan- 
tea  enthttlt,  n«mlich 

s  ^  h^  {er)  S  (eA*,  z) , 

Hieraus  folgt 

i  =  —       (es)  5  (ek,3)f 
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und  ilurch  Integrutiou 

W{ak,z)^~  ^  

Die  Functionen  W  und  'Fsind  noch  durch  die  Gleichung  (2)  oder 
zu  beschraiiken.  Sollen  die  Gleichungen  (1)  und  (2  durch 
eino  Summe  von  particuliiren  Intocrnlen  befriedigt  werden, 
so  mUsson,  wenn  ein  Glied  dt  r  Sunune  (1)  und  f?;  befriedigt, 
die  lll>ri|4t'ii  1]  und  [i'^]  ht'li  ii'dli^en  ,  wir  wollen  deshalb  die 
FuDCtionen  0  und  W  durch  ^^""z  näher  bestimmen.  Setzen  wir  die 
ftlr  s  und  w  gefundeoen  Ausdrücke  in  (2*)  ein,  so  erhalten  wir 
die  Gleichung 

welche  von  e  unabhängig  ist.  Wir  brauchen  daher,  ohne  dass 
wir  der  Allgemeinheit  Eintrag  ihnn,  den  Funetionen  O  und  W 
nur  für  ein  specielles  etwa  für  a  «  0,  welcher  Fall  im  vorigen 
Artikel  behandelt  wurde,  von  Null  verschiedene  Werthe  zu  geben, 
im  Allgemeinen  aber  (jfür  andere  Werthe  von  b]  dürfen  wir 
0  83  0,  *F  s  0  annehmen,  so  dass  wir  die  neue  Losung  von  (I) 
und  (2*)  schreiben  kdnnen 

Wir  fragen  nun,  welche  Oberflflohenbedingungen  wir  mit  einem 
solchen  pariiculMren  Integrale  erfüllen  kUnnen.  Setten  wir 

Ä  SB  —     und  B'  =       so  ist  w  =  0  und      =  0  fUr  5  =  0. 

die  untere  Endfläche  bleibt  eben,  und  die  Spannungen  sind 
normal.  Führen  wir  die  auch  sonst  üblichen  Abkürzungen  ein 

%  coi  X  ^     H-  e"^,  2  mi  ic  s=     —  e^* , 

und  setzen  [  A ,  l  A'  für  A,  A\  so  gewinnt  unsere  Losung  die 
Form 

(8)     s  «     («r)  S (ek,  z),   «?  —  -       («r)  W(Bk,  z)  , 
<$  («A:,  z]  =  zA  Ün  sz     A'  co9  sz  , 

Die  Derivirlen von  Sund  ITnach  z  und ruiuhinalionf  n  derselbeu, 
welche  mehrfach  vorkommen,  haben  folgende  Werthe 
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(9)    5'(«it,  3)  =5  Ä  öin  €Ä  4-     i4'  co^         Ä'e  öin  f  z  , 
ir  (eA,  5)  «  j il  »in      -1-  Ä'  CO«««  -  ^  ££oi_ß£, 

—  2y      gm  «J5     i4  cod  £3  — j-^-j;-  — - — j  , 

8i^(i4s  «in  «  +  ii'co«  en  +  ^  -  JÜ^j . 

Die  CoDstaDten  A  und  ii'  des  particuläreo  Integrales  lassen  sidi 
weiter  so  einrichten,  dass  auch  am  oberen  Ende  des  Gyltnders 
nur  normale  Krflfte  wirlien,  dass  also  dort  für  jedes  r 

ist.  Hienu  muss 

a/  A  CO«    -I-      «in  el  —        «in  c/  0 

sein.  Die  normalen  Kräfte  aber,  welche  zur  Herstellung  des 
Oieichgewiehts  an  der  obern  Kndfli&cbe  angei>raoht  werden 
müssen,  sind  in  der  Form  entiiuilen 

=  -  4yA,(6r;  ^Al  «in  £/  +  A'  co«     -  ^^-^')  , 

und  wenn  wir  dies  gleieh  —  ki^Jh^  [e  r]  setzen,  so  erhalten  wir 
für  A  und  A'  die  Werthe 

Ist  also  J  eine  gegebene  Grösse,  su  ^ind  yl  und  A'  durch  sie  be- 
slimoit.  Der  Druck  auf  die  Unterlage  ist 

Dieser  Druck  ist  sehr  klein,  %v(  nn  £  sehr  gross  und  i  von  massiiier 
Grüsse  ist,  und  er  wechselt  um  so  öfter  ein  Zeichen,  je  izrösser 
c  ist.  £s  würde  für  diesen  Fall  nicht  ausreteben,  den  Cylinder 
auf  eine  feste  Unterlage  lu  «teilen,  sondein  ea  mttssten  am  un- 
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teren  Ende  desCylinders  Iheils  Zug-,  tbeüs  Druckkräfte  ztirEp- 

laDguD!:  des  Gleichgewichts  angebracht  werden.  L'm  den  Ge- 
sammtiiiu-  k  /u  erhalten,  nmltipliciren  wir  [M]  mit  r* dl^rd^j 
integrireu  Uber  die  Kreisflache  uud  erhalten 

) 

Dieser  Atudroek  veracbwiDdei,  wecn  'ßk]  Null  wird.  Dies 
findet  dann  statt,  wenn  aoch  an  der  Hantelflache  nur  normale 

Kräfte  wirken  sollen.  Es  muss  dann  dort 

und  mithin  für  jedes  % 

{€k)  (S'  {ek,  s]  +  t'  Wiek,  sy^  =0, 
und  somit  endlidi 

sein.  Die  Gleichung  h  =  0  hat  nnendiicb  viele  reelle  Wurzeln, 
von  denen  nur  die  positiven  ,  e„  . . .  inBe(rarli(  kmn  riif^n. 

Ist  e  eine  unter  ihnen,  so  sind  jetzt  unsere  particuiüren  Integrale 

,  =  A,  j-^)  S  {e,  »).    «;  »  -  2A,         W{e,  »), 

d.  h.  es  i>L  in  den  Formeln  f8),  ^9)  und  (10  fllr  t  zu  schreiben. 
Die  Kräfte  I  die  an  der  Mantelfläche  anzubringen  sind,  damit 
Gleichgewicht  bestehe,  sind 

Die  Grösse  fr„^  ist  für  ungerade  n  negativ,  für  cerade  n  positiv, 
und  es  kann  für  h,^  [c]  auch  —  1«*^^  (^)  geschrieben  werden 
wegen  der  Relation  (?j  —  (r)  »  —  ^r*A,  (r).  Für  *  ä  0 
ist  JI  s  0,  für  X  8  /  ist 

Der  Cylindermanii^l  imdert  seine  Gestalt  nicht,  d.  h.  der  Radius 
bleibt  Uberali  ungeandert|  weil  s  (A)  =  0  ist. 
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Durch  Addition  der  hier  gefundenen  Losungen  für  alle 
BOgUchen  Werllie  von  e  iai  man  im  Stande,  den  Gleiofagewiehto- 
nutand  lo  bestimnien,  wenn  die  normalen  KrSfte  an  der  oberen 
BndflSehe  eine  beliebig  tiesebene  Function  von  r  sind,  und  für 

den  Fall  eines  sehr  nieilriiien  Cyüüders  {einer  Scheibe),  bei 
welchem  von  der  Schwere  abzusehen  sein  würde,  und  der 
Druck  iiuf  die  Mantelfläche  als  constanl  angesehen  werden  dürfte, 
lässl  sich  durch  die  in  den  Artikeln  V  und  VI  gelundeneu 
Lösuiiu«'!!  der  Zustand  vollständig  darstellen,  wenn  auf  die 
beiden  Endflächen  gleiche  und  entgegengesetzte  Kräfte  w  irken, 
die  nur  Funotionen  von  r  sind.  Ich  unterdrücke  aber  für  jetzt 
meine  Resultate,  weil  es  mir  nicht  gelungen  ist,  die  complicir- 
len  Formeln  physikalisch  einfach  zu  interpretiren.  Hingegen 
scheint  es  nicht  unwichtig,  alle  reellen  Integrale  der  DifTeren- 
iialgleichungen,  welche  wir  gefunden  haben,  zusammenzustel- 
len, ohne  Rttcksichl  auf  Nebenbedingungen,  weil  dieselben 
principiell  allgemein  genug  zu  sein  scheinen,  alle  auf  den  VoU- 
eylinder  bezüglichen  Aufgaben  zu  lösen,  in  denen  die  Verschie- 
bungen vom  Azimuth  unabhängig  sind.  FOr  den  Hohlcylinder 
mUssten  auch  noch  die  im  Punkte  r  ss  0  singuIUren  Lösun- 
gen (die  Besse l'scheu  i  uuctiuneu  zweiter  Art)  herangezo^eu 
NN  erden. 

Die  Dinerenlialgleichungen  (4)  und  (2)  des  Art.  Y  werden 
durch  folgenden  Ausdruck  fttr  s  befriedigt: 

«»o-Kj!^s-l-/r*-Kdj^r*-l-2i  oos€is    {« r) -i- :?S( COSeisA« {er) 
-h  :iB  sin  esf^{€r]  -h        Sin  izh^[€r) 
2C  cos  ez    [er)  4-        COä  e%  [er] 
2Ds  cos  ezf^  [er)  -f-  C03  ezh^{£r) 

2E  Sinex  f^{er)  +  J(g  8in  (sr) 
4-  SG9  sin  e%  /«(er)  +  2^»  ifyi  exh^  {er) , 

aus  welchem     sich  durch  die  Gleichung 

ergiebl,  wenn  noch  die  willkürlichen  additiven  Functionen  0{r) 
und  ^{z),  welche  die  Integration  mit  sich  bringt,  durch  die 
Gleichung  (2)  des  Art.  V  beschrankt  werden.  Die  Zeichen  2f 
bedeuten,  dass  dem  i^aranieter  e  beliebige  Werlhe  gegeben,  die 
CoDstanten     Sl, . . .  G,    für  jeden  Parameter  beliebig  gewühlt. 
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und  aus  diesen  Grössen  (unabhängig  von  einander)  SumoieQ 
gebildel  werden  sollen«  Ninnit  man  die  Aniahi  der  Glieder 
dieser  Summen  nneodlioh  gross,  sodass  entweder  unenditehe 
Reihen  oder  Integrale  entstehen,  so  müssen  nalürliob  die  Gon- 
stanten  ($  so  bestimmt  werden,  dass die  Rethen  bez.  In- 
tegrale einen  Sinn  haben. 
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8lnil#»  ü^r  Verallgemeinerungen  des  Graves' sehen  Theo- 
rem m  der  amlytüehm  Meekomüc,  Voiigelegt  von  Neummn. '] 

§«. 

Allgemeine  Gesichtspunkte  zur  Weiterfuhrimg  des  (j^raves^flchen 

Theorems. 

Die  vorliegeBde  Mittbellung  knliplt  an  die  Sittse  Uber  die 
FadeooMstruelion  der  Ellipse  ans  einer  eonfoealen  Ellipse^) 
und  des  EJIipsotdes  aus  zwei* confeoaien  Flllehen  8^  Grades')' 
an  und  will  darauf  hinweisen,  dass  jene  SMUe  nnrdie  einfach- 
Sien  Repräsenlanlen  einer  Gruppe  von  Sätzen  sind,  die  ihrem 
analyti:>chcn  Ausdrucke  und  ihrer  geometrisch -mechanischen 
Deutung  nach  eni;  zusammengehören.  Die  Gesichtspunkte  zur 
Weiierftlhruni^  der  Sätze  über  die  Fadenconßtruction  lassen  sichi 

in  weiiiii  \^  nrU  n  l^ezeicbnen. 

«_• 

Dem  Ttieorem  von  Grnves  lit  i^i  die  Vorstellung  der  Gleich- 
gewiebtsHgur  eines  biegsamen  und  unausdehnbareo  geschlosse- 
nen Fadens  von  Uberall  glei- 
chem Querschnitt  und  glei- 
cher Dichtigkeit  zu  Grunde, 
welcher  in  der  Ebene  nm 
eine  Ellipse  geschlungen 
(vgK  Fig.  \)  und  durch  einen 
Ptonkt  ?  gespannt,  übrigens 
aber  von  keinerlei  Kräften 
beeivflusst  wird.  Auch  bei 
der  beabsichtigten  Verallge- 
meinerung des  genannten 
Theorems  handelt  es  sich  um  Fig.  {, 

4}  Zam  Omck  llbergeben  in  der  Sitzaeg  vom  S8.  Mai  4S8S, 
S)  Theorem  von  Graves,  vgl.  Salmon-Fi edler.  Anal.  Georo.  d. 
Kmelscbnitte,  4.  Aufl.,  Art. 266;  Hess«,  ABal.Oaom« des RanmeSy  Vorl. S1. 
»)  Vgl.  diese  Berichte,  Jahrg.  4SSS,  S.  5. 
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die  Gleichgewichtsfigur  eines  geschlossenen  Fadens,  der  um  die 
Ellipse     geschlungen  und  von  einem  Punkte  P  gespannt  wirdy 

der  aber  in  näher  zu  bestimmender  Weise  der  Einwirkung  von 
Krüften  ausgesetzt  und  von  ungleichformiizer  Dichtigkeit  genom- 
men werden  soll.  Wie  nun  in  dem  eint  iclien  i  dUe  des  Gra  v  e  s- 
schen  Theorems  die  Länge  der  gesciilossenen  Gleichgewichts- 
figur  des  Fadens  erhiiltcii  hleüjl.  wenn  mau  den  spaiineiicieu 
Punkt  P  an  verschiedene  SteMen  einer  und  derselben  zu  der 
Ellipse  confocaien  Ellipse  /^vgl.  l'ig.  1)  verlegt,  so  bleiben 
auch  in  den  allgemeineren  Fällen  bei  derselben  Verleguoß 
des  Punl&tes  P  gewisse  metrische  Elemente  der  Fadeneurve 
erhalten. 

Um  hierauf  naher  einzugehen,  ist  es  vortheilhafi,  die  von 
Möbius^)  ausgeführten  Analogien  xwiscfaen  der  Gleichgewichts- 
figur  eines  Fadens  und  der  Bahn  eines  bewegten  Punktes  xu 
benutzen  und  die  in  Rede  stehenden  Theoreme  zuntfchst  auf  die 
Bewegung  eines  materiellen  Punktes  zu  beziehen. 

* 

§  2- 

Beutong  des  Graves' scheu  Theorems  an  der  Bewegung  einM 

materiellen  Punktes. 

So  ist  schon  die  in  Fig.  i  dargestellte  GleichgewichtsGgur 
eines  geschlossenen  Fadens  die  Bahn  der  Trägheitsbewegung 

eines  materiellen  Punktes,  der,  zuerst  iu  der  Ebene  frei  beweg- 
lich, die  Riehluiig  von  P  gegen  Q^  hin  verfolgt,  der  dann  von 
Q^  bis  gezwungen  wird,  auf  der  Ellipse  E„  zu  bleiben,  im 
Punkte  aber  wieder  von  diesenj  Zwange  befreit  wird  und 
nach  seinem  Ausgangspunkte  P  zurückkehrt.  Da  der  Punkt  hei 
der  Triigheitshewegung  seine  Geschwindigkeit  in  unveränderter 
Grösse  beibehält,  so  Utsst  sieh  der  obige  Satz  Uber  die  Bogen- 
länge der  Gurve  PQ^  Q^P  auch  mit  Bezug  auf  die  vorliegende 
Verbindung  der  freien  und  gezwungenen  Tragheitsbewegung 
in  folgender  Weise  aussprechen: 

I.  Man  nehme  zwei  confocale  Ellipsen     und  E  und  Ittsse 

von  einer  Stelle  P  der  äusseren  Ellipse  E  einen  materiellen  Punkt 


1 )  Möbius,  Lehrbuch  der  SttÜk,  }f  «00— S«4,  Gee.  Werke,  Bd.  Ui 
(Leipzig  4880),  S.  4S5— 4S7. 
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m  m  deräiekktng  emir  der  hMm  geradlinigen  Tangenienj  die 
vom  der  SieUe  P  an  die  ESUpu  gesogen  werden  khnnenf  mit 
beeUmmier  Geeduoindi^seü  c  anugdien.  ScbM  der  Punkt  m,  der 
sich  ohne  Einwirkung  von  Kräften  bewegen  sollj  die  Ellipse  E^ 
erreicht,  zwinge  man  ihn  in  seiner  weiteren  Bewegung  auf  die- 
ser Curve  siu  verbleiben,  au  lange,  bis  seine  Bewegungsrichtung 
i/i  die  zweite  der  obigen  geradlinigen  Tangenten  eintritt  und  er, 
von  dem  Zwange  befreit,  nach  seinem  Au.syn/ir^s punkte  zutuck- 
kehrt:  Die  Zeitdauer  der  geschlossenen  Bewegung  des  Punktes  m 
ist  immer  die  nämliche,  wie  auch  die  Ausgangsstelle  auf  der 
EiUfse  E  gewählt  wird. 

Dieser  Satz  behttit  mm  mit  entsprecbenden  ModificatioDen 
seine  Galligkeit)  wenn  der  materielle  Punkt  m  sowohl  während 
aeliier  freien  Bewegaog  in  der  Ebene  als  auch  während  seiner 
Sebandenen  Bewegung  auf  der  Ellipse    der  Wirkung  gewisser 
Klüfte  «Qsgesetst  wird,  sodass  seine  freie  Bewegung  aufhört, 
geradlinig  so  sein,  und  die  Geschwindigkeit  seiner  freien  und 
gebundenen  Beweguni^  veränderlich  wird.  Als  einfachstes  Bei- 
s^k\  hierfnr  sei  im  Folgenden  der  Fall  besprochen,  wo  die  den 
Punkt  m  beschleunigende  Kraft  eine  vom  Mittelpunkte  0  der 
Ellipse     ausgebende  Anziebungskraft  ist.  Sie  soll  in  die  Rich- 
tung des  radius  vector  des  Punktes  m  fallen  und  ihre^r  Starke 
nach  der  Entfernunc  r  des  Punktes  m  von  0  proportional  sein 
(as  g^    unter  g  eine  Constaate  verstanden) . 

§  3. 

Das  Onives'sclie  Theorem  ftr  die  Centralhewegiing  {g*  r). 

Unter  Einwirkung  der  Kraft  (g^r)  beschreibt  ein  in  der 
Ebene  frei  beweglicher  Punkt  m  bekanntlich  eine  Ellipse  mit 
dem  Mittelpunkte  O,  deren  Lage  und  Gestalt  durch  die  Aus- 
gangsfllelle,  die  Anftngsrichtung  und  Anfangsgeschwindigkeit 
das  Punktes  m  bestimmt  ist.  Aber  auch  mit  Bezug  auf  das 
System  confecäler  Kegelschnitte,  weichen  die  Ellipsen  J^o 
Eder  Fig.  i  angeboren,  lässt  sich  die  Lage  und  Gestalt  jener 
elliptischen  Bahn  einfach  bezeichnen.  Dieselbe  berührt  nämlich 
zwei  Kegelschnitte  des  confocalen  Systems  je  in  zwei  dunnetral 
gelegenen  Punkten,  und  zwar  entweder  zwei  Ellipsen  des 
Systems,  wenn  sie  die  Brennpunkte  desselben  einscbliesst,  oder 
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eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel,  wenn  sie  die  BreBapunkte  aus- 
sohliesst.  Man  beaobrtfnkd  sich  der  fiinfaohheit  wegen  auf  die 
Betraehtung  des  enteren  Falles  and  gehe  vpn  twei  beliebigem 
Ellipsen  des  eonfoealen  Systems,  einer  inneren  und  eiaer 
äusseren  E^  aus.  Durdi  jeden  Ponkt  P  des  ringförmigeQ  Ge* 
bieles  zwischen  den  Ellipsen  und  £|  lassen  sich  dann  xwei 
mit  ihnen  ooncentrisolie  Ellipsen  legen,  weldie  die  Elüpseo 


Ellipsen  E^  und  E^  bertthren.  Die  beid«i  berührenden  ElUpeen 
mOgen  kum  die  elliptischen  Tangenten  der  Ellipsen  E^  und  E^ 
durch  den  Punkt  P  beissen,  und  iwar  mag  durch  die  Voraus- 

Stellung  der  Ellipse      angedeutet  sein,  dass  sie  von  P  aus 

zunächst  gegen  ihren  Berührungspunkt  mit  E^  hin  verfolgt 
werden  sollen. 

Die  freie  Bewegung  des  Punktes  m  unter  Einfluss  der 
Centraikraft  'fj^r]  verbinde  man  nun  mit  dm  auf  die  Ellipse 
gezwungenen  HeweLiuug  unter  Eintluss  derselben  Kraft.  FU'ide 
Beweyunyen  werden  sich  an  einer  Stelle  (),  Fii;.  ^  nhe- 
rühren«  y  wenn  bei  der  Berührung  ihrer  Baliiicurven  auch  ihre 
Geschwindigkeiten  in  gleicher  Grösse  zusammentreflen.  Bei 
einer  solchen  Berührung  ist  ein  continuirlicher  Uebergang  der 
einen  Bewegung  in  die  andere  denkbar.  Mit  Bezug  auf  diese 
Vorstellung  kann  nun  unmittelbar  der  folgende  Sats  mitgetheiit 
werden,  der  sich  neben  deu  Satx  §  2, 1.  stellt: 

IL  Man  fieAms  drei  amfocßle  ElUpsen  Ef  md  lußse 
von  einer  Stelle  P  der  mUtieren  ElUpte  E  einen  nmlmieUen  Punkt 
minder  Richiung  einer  der  beiden  ellipHsohen  Tangentenf  dieven 
der  Stelle  P  an  die  EUip$en  E^  und  E^  gezogen  werden  ktfnnen^  mit 


Fig.  2. 


und  E^  je  doppelt  berühren 
(vgl.  Fig.  2).  Bei  einer  be- 
stimmten, dem  Punkte  P  mit 
Beznt:  auf  die  beiden  KHipbeu 
E^  uiiii  (MgeulhUmliclie  Au- 
fangsriciitung  und  Anfaniis- 
Geschwindigkeit  wird  nun 
ein  von  P  ausgehender  frei 
beweglicher  Punkt  m  unter 
Einfluss  der  Gentraikraft  (g^r) 
die  eine  oder  aadere  der  bei- 
den Ellipsen  besehreiben, 
die  durch  P  gehen  und  die 
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derder  Stelle  PmBemig  auf  die  kUisrm  mUpret^endm  Gesekwmr' 
digkeii  ttus^hen.  Sobald  der  Punkt     der  Mi  fortwährend  unter 

Emwt'rkung  der  Cmtralkraft  (g^r)  bewegen  so//,  die  Ellipse  E^^ 
erreicht,  zwinge  man  Jm  in  aeiner  weiteren  Bewegung,  auf  dieser 
Cur  re  zu  verhieiben^  so  lange,  bis  seine  Bewegnngsrichlung  in  die 
zweite  der  ohiijen  elliptischen  Tangenten  eintnU  und  er,  von  dem 
Zwange  freit,  nach  seinem  Ausi)'<ingspunkle  zurückkehrt :  Die 
/ettdaner  der  geschlossenen  Bewegung  des  Punkten  m  ist  immer 
die  nümltche,  wie  auch  die 
Ausg€mgsstelle  auf  der£üip$e 
E  getrühlt  wird. 

ia  Fig.  3  ist  die  ge^ 
sehlossene  Bahn  des  Punktes 
m  und  die  Ellipse  ausge- 
logen,  wahrend  die  drei  El* 
lipsen,  denen  die  Babn- 
slüeke  des  Pnnktes  angehö- 
ren, in  ihren  unbeDutxten 
Theilen  punktirt,  die  Ellipse 
E  aber  nicht  be^ouders  be- 
zeichnet ist. 

Die  Ellipse  E  kann  man  im  Besonderen  mit  der  Ellipse  E^ 
zusaoiinenfnllen  lassen,  wodurch  die  Ecke,  welche  die  ge- 
schlossene Bahiicurve  im  Allgemeinen  an  der  Stelle  i'auiweist^ 
in  Wegfall  kommt. 

Nimmt  die  Gentraikraft  {g*r)  mit  der  Constanten  g*  onhe- 
greDxt  ab,  so  dehnt  die  Ellipse  E^  des  confocalen  Systems  sich 
anbegrenzt  aus  und  gehen  die  elliptischen  Bahneurven  der 
Gentraibewegung  in  Paare  von  Paralleltangenten  der  Ellipse 
ober;  der  vorsteheade  Snts  II  kommt  dann  anf  den  Sats  §  2»  1 
lurack. 

§4. 

Die  enUprechende  Clieichgewichtsfigar  eines  geschioBflenen 

fadans. 

Im  Allgemeinen  ist  nacli  dem  Satze  §  3,  II  die  Zeitdauer  der 
Bewegung  längs  der  geschlossenen  Ciirve  PQ^Q^P  dasjenige 
metrische  Element,  welches  von  dpr  Lage  des  rmiktes  Paul  der 
Ellipse  E  unabhängig  ist.  Wegen  der  constaoleu  Geschwindigkeit 
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derTr^heitsbeweguiig  kann  dafür  in  dem  speciellen  Satae  §  3»  I 
die  Bogenlünge  derCorve  eintreten.  Dem  entspreohend  kommt 
bei  der  Deutung  der  geaehlosaenen  Bahneurve  des  Salaea  §  3,  II 
als  Gleiohgewichtaßgur  eines  gesdilossenen  Fadens  niebt  die 
Lange  des  Fadens ,  sondern  die  Gesammtmasse  desselben  als 
das  von  der  Verlegung  des  Punktes  P  auf  der  Ellipse  E  unab- 
h.ir]ij;ii;e  Element  in  Betracht.  Der  betreffende  Satz  sei  hier  nur 
kurz  angegeben  : 

III.  Die  geschlossene  Bahncurve  des  Punktes  m  in  Satz  II  ist 
dieGleichgetvichtsfigur  eines  biegsame fi  undunausdehnbaren  Fadens, 
der  r/m  die  Ellipse  geschlungen  und  vom  Punkte  P  gespannt  wird 
und  dessen  emsteine  Massentheüe  der  beschleunigenden  Centralkraft 
(— ^*r)  *)  auiges^  smd,  voraitsgesetzt  dass  man  bei  constantem 
QuerschniU  des  Fadens  die  Du^igkeit  desselben  an  jeder  Stelle  der 
Fadencurve  gleich  dem  reciproken  Wer^e  der  Gesdtwindi^ett  des 
Punktes  m  an  derselben  Stelle  der  Bahncurve  und  die  Spannung 
im  Punkte  P  gleich  der  Anfangs-  {und  der  damü  Reichen  End-) 
Geschwindigkeit  des  Purüctes  m  nimmt  {es  ist  dann  die  Spanmmg 
an  jeder  Stelle  gleich  der  Geschwindiffkctt  des  Punkfes  m  an  der- 
selben Stelle) :  Bei  dieser  Anordnuny  sind  die  GescmtitUmassen  der 
geschlossenen  Füden^  die  verschiedenen  Lagen  des  Punktes  P  auf 
der  Ellipse  E  entsprechen^  untereinander  gleich. 

beim  l'eberiianu;  von  diesem  Satze  zum  Graves'schen 
Theorem  kann  wecen  der  consl.inten  Dichtigkeit  des  Fadens 
statt  der  Gesammtmasse  wieder  die  Länge  des  Fadens  als  bleiben- 
des Element  bei  der  Verlegung  des  Punktes  Pauf  der  £liipse  £ 
betrachtet  werden« 

§  5. 

Analoger  Sali  Iftr  den  Kaum. 

Neben  die  Fadenconstruction  der  Ellipse  aus  einer  confocalen 
Ellipse  (vgl.  §  \)  stellt  sich  die  Fadenconstruction  des  Kllipsoides 
aus  zwei  confocalen  Flächen  2.  Grades.  Wie  dort  die  Fadenligur 
sich  aus  geradlinigen  und  elliptischen  Stücken  zusammensetzt 
(vgl.  Fig.  \  )f  besteht  hier  die  entsprechende  Fadenfigur  aus  drei 
Arten  von  Linien,  geraden  Linien  im  Räume,  geodätischen  Linien 
und  Xrümmungscurven  auf  dem  £Uipsoid. 

r  rntof  r  ist,  wie  früher,  der  Abstand  des  Massentheils  von  dem 
Mitlütpunkte  0  der  Eilipse  £o  verstanden. 
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Belraebtel  mm  nm  dieselbe  Ceniralbewegung  {g^r)  eines 
materiellen  Punktes  w,  wie  sie  iai  §  3  für  die  Ebene  vorliesil, 
im  H  tiiint'  im!  Bezug  auf  ein  System  confocaler  Flächen  i.  Ür.ides, 
so  erliail  tiuiii  einen  dvm  Satze  §  3,  II  analosen  Salz.  Derselbe 
bezieht  sich,  wie  jener,  auf  den  Isocin onisinus  gewisser  ge- 
scbiossener  bahneiirven,  die  sich  ihrer  tieo  in  einsehen  Nalur  nach, 
wie  dort  aus  zivei,  liier  aus  drei  Arten  von  Curven  zusammen- 
setzen. Die  Curven  der  4 .  Art  entsprechen  der  freien  Central- 
he'wegiin^  {g*r)  imRaume;  es  sind  mit  den  Flächen  des  confocalen 
Systems  coDceotriflche  Ellipsen,  welche  je  drei  Flächen  des  conCo- 
ealen  Systems,  etwa  iwei  I^IIipsoide  £^f     und  ein  einscbaliges 
Hyperboloid  H^,  je  doppelt  berUbren.  Die  Curven  der  S.  Art 
entsprechen  der  auf  das  EUipsoid      gezwungenen  Gentraibe- 
wegung; es  sind  transcendente  von  jenen  Ellipsen  umhüllte 
Curven  auf  dem  Bilipsoidi  welche  ganz  analog  den  geodtftischen 
Linien  durch  hyperelliptische  Punctütnm  I .  Ordnung  dargestellt 
werden  können.  Die  Curven  der  3.  Art  entsprechen  der  auf 
die  Durchdringungscurve  des  Ellipsoides       und  einschaligen 
Hyperboloides //(,  beschrankten  Gentraibewegung  {g*r] ;  sie  sind 
mit  dieser  Durchdrinuungscurve  identisch  und  werden  von  den 
vorher  erw<ih[Ui  ii  tr  iiii»cendenten  Curven  umhüllt. 

Der  hieniiii  niLifMleutete  Satz  kann  wieder  ähnlich  wie  §  4,  ill 
an  der  Gieichgewiciitsügur  eines  geschlossenen  Fadens  gedeutet 
werden. 

§  6. 

Weitere  VeraUgemeinemng  der  vorstehenden  Sätze. 

Der  Beweis  der  vorstehenden  Sfltze  gründet  sich  auf  die 
Form*!  der  9.  Integralgleichungen  der  Differentialgleichungen 

der  Bewci^ungj  welche  sich  nach  Ja  cobiaus  derHamil  tonischen 
|t.iiiiellen  Differentialgleichung  in  elliptischen  Cuordinaten  her- 
leilen lassen,  wenn  der  analytische  Ausdruck  der  beschleunigen- 
den Kräfte  einen  bestimmten  Typus  aufweist*].    Man  erhält 

1'  Jncobi,  Vorlesungen  Uber  Dynamik,  hrsg.  von  G leb sch,  SS. 
SU,  iU,  234. 

S)  Bbend.  S.  S<9.  Vgl.  auch  C.  Neumann,  De  problemate  qoodam 
mechaoico,  qnod  ad  primam  iDtegrallom  ultraellipticaram  eltssem  revo- 
ettnr,  Regiomopti,  I8SS.  D'Arcais,  Del  moto  sopra  an  elilssoide  dl  aa 
pnoto  sollecilato  da  forze  che  basoo  aoa  oerta  fuDsione  Potenziale,  Ana. 
dellaScoola  norm,  di  Pisa,  4869. 
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dmoit  glefehieitig  einen  UeberMIck  ttber  SÜ9  Gruppe  analoger 

Stttze,  bei  denen  die  oben  benutzte  Centraikraft  {g*r]  durch 
andere  Kr<lfte  von  weniger  elDfachem  Gharnkter  ersetxl  ist. 

Unter  den  bezüglichen  Sätzen  darf  besondere  eine  Gruppe 
deshalb  einiges  Interesse  bennspruclien,  weildiedabei  auftreten- 
den Ir  <  ien  Bewegungen  des  niaterleüen  Punktes  m  auf  den  voll- 
stHTidiiren  fJi»cobi -Tl  osen  hain'schen)  Ansatz  der  Umkeiir- 
problenie  für  die  4.,  'i.  und  3.  Gattung  der  elliptischen  Integrale 
und  der  hyperelliptiscben  Integrale  1.  und  ^.  Ordnung  führen, 
wenn  es  sich  darum  handelt,  die  Coordinaten  des  Punktes  al5 
FuociioneD  der  Zeit  zu  bestimmen,  DieausfUhrlichere  Darstellung 
dieser  Resullate  spare  ich  einer  anderen  GelegenbeK  auf. 
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I  SITZUNG  AM  3.  JULI  1880. 

Hr.  Srwiii  Toil,  Die  SdUag9<Al  des  Herxens  in  ihrer  Älh- 
hOngi^eä  von  der  Reizung  des  Nervus  aceelerans,  (Aus  dem 
physiologischen  Institut  zu  Leipzig.)  Hit  7  Tafeln. 

Einleitung. 

Wir  kennen  eine  Menge  von  Thatsachen  Uber  den  Zu* 
sammenhang  twisclien  der  Reizung  und  der  entspredienden 
Wirkung.  Diese  Vorgänge  sind  aber  zumeist  nur  in  qualitatiTer 
and  höchst  selten  auch  in  quantitativer  Beziehung  näher  unter- 
sucht worden,  ob^Ieit•h  nur  dann  das  üeselz,  nach  welchem  ein 
r    Vorgang  verläuft,  aufgestellt  werden  kann,  wenn  die  Abhängig- 
!   kelt  zwischen  Reiz  und  Wirkung  in  quantitativer  Beziehung 
.    bekannt  ist. 

D.iss  sich  bis  jetzt  so  Wenige  mit  diesei  Frage  über  den 
qtiantitativen  Zusammenhang  zwischen  dem  Reiz  und  dessen 
Wirkung  beschäftigt  haben,  liegt  wohl  an  dem  Maugel  von  ge- 
.    eigaeten  Apparaten  in  dieser  Richtung. 
I        Die  Wirkung  einer  Reizung  hängt,  ausser  von  der  Natur 
I    des  nervösen  Apparates  selbst,  ab: 
I)  von  der  Stürke  des  Reizes, 
I        2)  von  der  Anzahl  der  Reize, 

[  3)  von  dem  Reizintervalie,  d.  b.  der  Zeit,  virelehe  zwischen 
I   zwei  auf  einander  folgenden  Reizen  verstreicht. 

Um  die  StSrke  des  Reizes  in  willkürlicher  Weise  zu  varii» 
ren,  giebi  es  verschiedene  Vorrichtungen.  Dagegen  waren  wir 
Iiis  vor  Kurzem  ausser  Stande,  die  Zahl  der  Reize  und  das  Reiz- 
Intervall  nach  Belieben  wechseln  zu  können.  Erst  in  neuerer 
Zeit  hat  Professor  Ludwig  einen  geeigneten  Apparat  dafür  an- 
•  gegeben. 

Wahrend  meines  Aufenthaltes  am  Leipziger  physiologischen 
lüstitule  in  den  Wintersemestern  1879  und  1880/81  hat  mich 
iVofessor  Ludwig  veranlasst,  vermittelst  dieses  Apparates  spe- 
eieii  am  Nervus  aceelerans  cordis  die  Abhängigkeit  der  Wir- 

aatk.>fkia.  CiMM  188S.  U 
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kttog  von  der  Reizung  lu  ermitteln.  Ich  hoffe  mit  Hilfe  der 
gewonnenen  Resultate  Ober  die  Besiehung  swlschen  Reiz  und 
Wirkung  überhaupt  Einiges  mittheilen  zu  können.  Es  sei  mir 
gestattet,  Herrn  Professor  Ludwig  für  die  liebenswürdige  Untere 
Stützung  bei  der  Ausführung  meiner  Arbeit  sowie  für  das  Ent- 
gegenkommen während  meines  Aufenthalts  im  Leipziger  Inslitui 
meinen  wärmsten  Dank  zu  sagen. 

W  eon  ich  erst  jetzt  dazu  koninie,  meine  Resultate  zu  ver- 
öffentlichen, so  liegt  dieses  theilweise  in  iK  r  Arbeit  selbst,  theils 
auch  an  der  ganz  heterogenen  Natur  meiner  s^iii leren  Unter- 
suchungen ,  die  mich  von  der  Ausarbeitung  meines  Themas 
immer  wieder  abhielten. 

Ehe  ich  jedoch  auf  meine  Versuche  specieU  eingehe,  mochte 
ich  noch  im  Allgemeinen  den  Zusammenhang  swiscbeo  Reis  und 
Wirkung  besprechen,  wie  er  sich  auf  Grund  von  Snmmations* 
vorgüngen  am  leichtesten  erklaren  lOsst. 

L  Ueber  Sommationsvorgänge  im  Allgemeinen. 

Jeder  Reiz,  welcher  einen  nervOsen  Apparat  trtffly  muss 
in  diesem  eine  chemische  Veränderung  hervorrufen.  Da  aber 

dieselbe  nicht  momentan  entstehen  und  plötzlich  wieder  vei^ 
scb\s  inden  kann,  sondern  eine  bestimmte  Zeil  zu  iiirer  voM- 
standigen  Ausbildung  und  zu  ihrem  Zurückgehen  bedarf,  so 
können  wir  diese  Zustaudsauderung  uns  in  Form  einer  Curve 
dargestellt  denken,  deren  Abscisse  die  Zeit,  deren  Ordinate 
den  Grad  der  VerHnderune  bezeichnet.  H^nd  in  Hand  mit 
dem  Verlauf  dieser  chemischen  Aenderung  der  Substanz  muss 
der  sichtbare  Erfolg  der  Reizung  gehen.  Und  lUinnen  wir  letz- 
teren wahrheitsgetreu  aulschreiben  lassen,  so  werden  wir  da- 
durch ebenfalls  eine  Gurve  bekommen,  die  wenigstens  in  den 
meisten  F^len  eine  der  chemischen  Aenderung  analoge  Gestalt 
halten  wird. 

Eine  solche  Gurve,  welche  den  Erfolg  eines  Reises  dar- 
stellt, werde  idi  in  Folge  als  Gurve  des  Einseireises  oder  kurs- 
weg  als  Einzelcurve  beseichnen. 

Selbstverständlich  wird  die  Einselcurve  abhängen  von  der 
Natur  des  nervösen  Apparates,  dem  Zustande,  in  dem  sich  der- 
selbe gerade  bclindet.  und  der  Stärke  des  Reizes.  Wenn  nuo 
mehrere  Reize  nach  einander  den  nervösen  Apparat  trellen, 
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wird  fehr  walmchainiiofa  w^en  des  Yeranderten  Zustandes  In 
Folge  des  yorhergehenden  Reizes  der  xweite  Reis  eine  andere 
Etneleunre  bedingen.  Dieee]l>e  wird  aber,  da  ja  lieine  Zustande- 
Indefiiiig  momeDtan,  sondern  mir  allmälic^  in  gesetsnassiger 
Weise  vor  sich  gebt,  eine  der  ersteren  abniicbe  Form  besitzen. 

Ich  nehme  daher  zuerst  den  einfachsten  Fall  an ,  dass  bei 
ein  und  demselben  nervösen  Apparate  durch  auf  einander  fol- 
zende  Reize  von  gleich  bleibender  Stärke  die  gleichen  Einzel- 
curven  hervorgerufen  werden. 

Es  seien     r,  r„  . . .      die  Reize,  welche  in  gleichem 

üitervalle  t  einander  folgen,  und  : 

a,  0,1  die  Ordinalen  der  Einzeicurve  in  Intervallen 

TOD  t  errichtet,  d.  h.  für  die  Abscissen  »,  ^  . . . .  i^. 

Wenn  also  in  t|  ein  Reis  den  nervOsen  Apparat  trifft,  er- 
halten wir  die  Einselcnrve : 

«t   ^  • 

Kommt  in  ^  ein  iweiter  Reis  hinxu,  welcher  den  gleichen  Er- 
folg, d.  h.  die  gleiche  Einselcurve  hervormft,  so  entsteht  foU 
geade  Sonunationseurve : 

«t  «1  «1  <h 

Uiid  l.ibsen  wir  auf  den  nervösen  Apparat  u  Reize  in  gleichen 
Zwischenräumen  =  /  einwirken,  wovon  jedem  die  nämliche 
Eiiueicurve  zukommt,  so  ist  die  Summationscurve,  ausgedrückt 
durch  ihre  Ordiuaten ; 

 On 

0,  a„.^  ün 

 ^n-t  On-i  «n 

•  «  •  •  •  « 

«  •  •  •  •  • 


Oj       <»4       Ö5  "n 

Of   ^*n-4 

Die  senkrechten  Reiben  bexeicfanen  die  Ordinaten  der  Summa- 
(ioDaciirve  fUr  die  Abscissen  1^  \  f, . . .  •  ^,  nnd  sind  xusammen- 
(eaetst  ans  den  entsprechenden  Ordinaten  der  Einselcnrven. 
Ich  habe  mit  Absicht  die  Summationscurve  in  dieser  Weise. 


I 


210 


£tWlN  YoiT, 


dargestellt,  um  zu  gleicher  ZeU  ein  Bild  über  das  Zustande* 
kommen  der  Summation  selbst  zu  geben. 

Besteht  die  Reisung  aus  n^x  Reitea  wieder  im  nSmliahen 
Intervalle  t,  und  bei  den  gleichen  Voraussetiungen  wie  oben, 
dann  ergiebt  sieh  als  Summationscurve : 


r 

o,  a,  a,  .  .  .  a„ 
«i  '^t  •  •  •  "n-i 


a 


»  •  •  •  "n 

a.  ,  .  .  0 


a, 


n 


Drücken  wir  also  die  Einzeleurven  in  Ordinaten  aus,  die 
in  Zwischenräumen  des  Reizintervalles  errichtet  sind,  so  kön- 
nen wir  aus  den  Einzelcurren  leicht  die  Summationscurve  er- 
halten, indem  wir  sie  oder  vielmehr  ihre  Ordinaten  in  der  Weise 

addiren,  wie  die  den  Einzeicurven  entsprechenden  Reize  der 
Zeit  nach  auf  einander  folgen.  Mine  sok  lie  SumiüdLioajiCiirve 
muss  den  Erfolg  der  ganzen  Reizuug  darätellen. 

Aus  dieser  Siimmationsanschauung  lassen  sich  sofort  fol- 
gende Schiussfolgerungen  ziehen: 

\]  Die  Suuimalionscurve  ist  abb.inuig  von  der  Zahl  der 
Reize.  Sie  muss  mit  letzterer  ansteigen  solange,  bis  ein  neuer 
Reiz  mit  dem  Ende  der  ersten  Einzelcurve  zusammenfällt.  Jede 
weitere  Vermehrung  der  Reizanzahl  erhöht  die  Gurve  nicht 
mehr.  Sie  bleibt  immer  gleich  der  Summe  der  zu  den  Abscissen 

ff   i'n  gehörigen  Ordinaten  der  Einzelcurve.  Diese  Höbe 

mag  deshalb  Maximalhohe  der  Summationscurve  heissen.  Die 
Form  der  Gurve  ist  in  ihrem  aufsteigenden  Theile  eine  andere, 
wie  in  dem  absteigenden,  ausser  wenn  Anstieg  und  Abfoll  der 
Einzelcurve  selbst  gleich  sind,  und  ihre  Lttnge  muss  mit  jedem 
Reise  um  das  betreffende  Reizintervall  t  sich  tergrössem. 
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2)  Die  Suramailonscurve  ist  ablUIngig  von  der  Grösse  des 
Inlervalles,  in  welchem  die  Reize  aufeinander  folgen.  Sie  steigt 
um  so  rascher  und  höher  an,  je  kleiner  das  lnter\ail  ist,  fällt 
aber  auch  \vie<ier  um  so  rascher. 

Die  Maximalbühe  der  Gurve  hilngt  also  direct  von  dem 
Intervalle  ab.  Dageiirn  ist  der  Punkt,  an  welchem  die  Curve 
diese  Maximalböhe  erreicht,  allein  abhängig  von  der  Länge  der 
Einzelcurve. 

3)  Die  Gestnlt  der  Summationsourve  ändert  sieb  mit  der 
Form  der  Einzelcurve. 

Wenn  die  Summationsourve  ihre  Maximalhöhe  erreicht  bat, 
giebt  QDS  die  Geschwindigkeit  ihres  Anstiegs  und  AbfoUa  ein 
getreues  Bild  der  Einzelcurve.  Beide  sind  idenlisoh,  und  zwar 
dann,  wenn  man  den  Anfang  des  Anstiegs  und  AbfallSi  und  das 
Ende  beider  zusammenlegt.  Je  schneller  also  eine  Summations- 
cunre  ansteigt,  desto  schneller  muss  sie  anfangs  fallen,  und  je 
langsamer  sie  in  ihre  Maximalhöhe  tibergeht,  desto  langsamer 
nahen  sich  die  Curve  wieder  der  Abscisse. 

4)  Der  Totaleffect  der  Reizung  ist  unabhängig  vom  Inter- 
vall, direct  proportional  der  Zahl  der  Reize  bei  gegebener  Einzel- 
curve. 

Diese  Satze  mtlssen  zutreffen,  wenn  wirklieh  jeder  folgende 
Reiz  unabhängig  vom  vorhergehenden  die  nHinliche  Einzelcurve 
hervorruft.  Vollständig  wird  das  nicht  zutreffen,  da  ja  jeder 
wirksame  Reiz  eine  Veränderung  im  chemischen  Zustande  des 
nervösen  Apparates  nothwendig  mit  sich  bringt,  weshalb  dem 
nachfolgenden  Reize  auch  nicht  die  gleiche  Wirkung  zukommen 
kann.  Die  Betrachtung  der  Summationsourven  von  Seite  der 
Einaelcurven  aus  wird  aber  doch  ihr  Gutes  haben,  indem  wir 
dadurch  die  Einzelcurven  der  verschiedenen  nervUsen  Apparate 
ODd  deren  gesetzmSssige  Aenderung  durch  auf  einander  fol- 
S^nde  Reize  kennen  lernen.  Es  wird  sich  daraus,  glaube  ich,  ein 
Sehluss  machen  lassen  auf  die  Natur  der  Vorgänge,  und  wird 
sich  unterscheiden  lassen,  welche  von  ihnen  einander  näher 
sieben  und  welche  von  einander  zu  trennen  sind. 

Es  bleibt  mir  nur  noch  übrig  zu  zeigen,  wie  aus  einer 
liuK  ii  (iab  Experiment  i^evvonnenenSummationscurvedie  Einzel- 
curve iiefunden  werden  kann. 

Liegen  silmintliche  Siimm?«fionscurven  vom  ersten  bis  zuni 

Reize,  oder  vielmehr  deren  in  dem  Reizintervalle  er- 
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riebtelen  Ordinaten  var,  so  iSsst  sieb  daraus  durah  eiufaislieSDb- 
traotioD  der  Summationseurveu  von  r  und  (r  h-  4)  Reisen  die 
dem  (r  -4-  4)^  Reise  sugehOrige  Einselcurve  gewinnen. 
Stellen  z.  B. 

.  •  •  •  Oll' 

die  in  gleichen  Zwischenräumen  errichteten  Ordinaten  der 
Einzelourve  eines  Reizes  dar,  und 

die  Ordinaten  der  Summationscurve  aus  zwei  in  demselben 
Zwischenräume  sich  folgenden  Reizen,  so  lassen  sich  daraus 
die  Ordinalen  der  dem  zweiten  Reize  zugehörigen  Einzelounre 
direct  darstellen : 

(^i  -  »/)  [\  -  O  [K-  O  K^i^ 

wobei  das  erste  Glied  'h^  —  a/)  ~0  ist,  dn  der  zweite  Reiz  erst 
im  Punkte  der  Absci^so,  weleher  der  Ordinate  dj  entspriciU, 
den  nervösen  Apparat  in  Erregung  versetzt. 

Bezeichnen  wir  (6,  —  a,')  mit  a," . . , ,  d,^,  mit  so 
erhalten  wir  als  Ausdruck  der  Einzeicurve  des  zweiten  Reises 
die  Ordinaten: 

„  "  ^  t»  ^  ft  ^  n 

«i   

In  den  meisten  Fallen  wird  es  nicht  meglieh  sein,  die  Summa- 
tionscurven  für  jede  Anzahl  der  Reize,  d.  h.  für  4,  H  oder  r  Reise 

zu  bestimmen,  sondern  nur  für  eine  gewisse  Summe  derselben, 
z.  B.  von  i  zu  Sf.  lo  lelztereii  Falle  ist  es  nicht  uiüglicb,  die 
jedem  Reize  zukommende  Einzeicurve  zu  ermitteln.  Aber  doch 
lässt  sich  aus  dem  jeweiligen  Zuwachse  eine  mittlere  Gurve 
construiren,  unter  der  Anuahme,  dass  fttr  die  ihm  angehörige 
Anzahl  von  Reizen  die  Einzelcurven  identisch  seien. 

Es  liege  eine  Summationscurve  aus  fünf  im  iiitervall  ?' sich 
folgenden  Reizen  vor,  von  denen  jeder  die  gleiche  Einzeicurve 
giebt,  deren  Ordinaten: 

o,  a,      (i^  o, 

den  Abscissen  t\  i,  t ,  .  .  . .  t\  entsprechen. 
Lüsen  wir  die  Summationscurve; 

6«     6,  6f  6,  6, 

in  die  einzelnen  Ordinaten  im  Intervalle  von  i  auf;  so  erhalten 
wir: 
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0,  a,  a,  0, 

a,  ff,  a,  0^ 

a,  a,  a, 

ff,  o,  o,     a,  ff«  ff,  ffg 
a^  a,  o,  ff,  ff,.. 

Wie  leicht  ersichtlich^  lassen  sich  die  ersten  Ordinalen  der 
Emzelcarve  leicht  dadurch  sewinnen,  dass  man  die  eine  Sum- 
inä(ion5^>rdinote  immer  von  der  loigeoden  abzieht.  Wir  erhalten 
auf  diese  Weise: 

a^  . 

Yoo  der  dem  letzten  Reize  folgenden  Ordinate  an  erhalten  wir 
durch  Subtraetion  der  Summationsordinaten  6«  —  niehl 
mehr  die  Ordinate  der  Einzeleorve  a«,  sondern  (a^  —  a^)  •  Um 
die  Ordinale  ff«  zu  bekommen ,  mtlssen  wir  also  5«  um 
vennebren,  ebenso  d,  um  b^  und  von  der  so  vergrtfsserten  Or- 
dinate die  vorhergebende  ebenfalls  sehen  corrigirte  abziehen. 

Vermehren  wir  demnach  die  dem  letzten  Reize  folgenden 
Summationsordinaten  6,  um  je  eine  Üidinciir»  von  Anfang  der 
Summationscurve  an  gezählt,  so  geht  die  Sumaiationscurve  in 
folgende  Reibe  über : 

0|     Oy  a«  ff«  ff«  fff  ffg 

a^  ffg  ff« 

o,  ff,     o,  a,  o,  Og 

ff,  o,  a, 

1l         ^4  ^5  Qfl  ^1  % 

«3  "4 

a,  ff, 

ffi  ff|  ff,  ff, 


Aus  dieser  Reihe  lässt  sich  nun  durch  Subtraetion  der  einen 
Ordinate  von  der  ihr  folgenden  die  Ordinate  der  £inzelcurve: 

Of  o« 

eAaltan. 

yermehrl  man  also  die  dem  Sehluss  der  Reizung  nachfol- 
genden Ordinalen  der  Summationscurve  in  obiger  Weise  um  je 
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eine  vorhergehende  von  Anfaiig  der  Sumnialionscurve  an  gezähll, 
so  lässt  sich  aus  der  neu  prhHltinoii  Reihe  Hie  Kinzeleurve  durch 
ihre  Ordinalen  (iiirslcllen,  indoiii  man  jede  Ordiüatie  dieser  Reiiie 
von  der  ihr  nachroigenden  abzieht. 

leh  habe,  erwähn  l,  experimentell  den  ZiuammenhaDg 
«wischen  Beis  und  Wirkung  an  dem  Einflösse  verfolgt,  den  die 
Rdbnng  des  Nervus  aeeelerans  cordis  auf  die  Pulsmenge  ausübt, 
die  erhaltene  Wirkung  als  Summationsvorgang  aufgelasst,  und 
in  eben  erwähnter  Weise  der  Analyse  untei*worfen. 

Der  Nervus  aeeelerans  ist  insofern  daftlr  ein  ungtlnstiges 
Object,  als  die  Vermehrung  der  Pulszahl  durch  seine  Reizung 
dasHesultat  sehr  complicirter  Vorglinge  ist.  Kr  outschädigi  i^her 
dadureh,  dass  die  Wirkung,  welche  er  austlbt,  ziemlich  bedeu- 
tend ist,  und  längere  Zeit  anhält. 

n.  Yersnchsanordnung. 

Um  die  Reizwirkung  rein  zu  erhalten,  war  es  ntftbig,  alle 
Factoren,  welche  auf  die  SchJagzahl  des  Herzens  vonEiDfluss 
sind  wenn  auch  nicht  auszuschliessen,  so  doch  unter  gleiche 
Bedingungen  xu  setzen.  Es  wurde  deshalb  das  Thier  mit  Curare 
vergiftet,  und  durch  kleine  Nacbinjeelionen  Rdrperbewegangen 
ausgeschlossen,  daneben  durch  kunstlicfae  Ventilation  eine  voll- 
ständig gleichmHssige  Lüftung  der  Lunge  herbeigeführt.  Das 
Curare  erwies  sich  auf  die  Reiswirkung  der  Aecelerantes  nicht 
ganz  ohne  Einfluss.    Doch  ist  derselbe  nur  unbedeutend  und 
rasch  vorübergehend,  wenn  nur  immer  kleine  Mengen  injicirt 
werden.  l:lin  weiteres  Krforderniss  ist,  die  Eigentemperatur  des 
Thieres  möglichst  tileich  zu  halten.    Dasselbe  wurde  deshali) 
mit  Decken  eingehüllt,  und  so  die  Innenlemperatur  nach  einem 
im  Atter  slecki  ndeii  Theriiionjeter  regulirt.  Desgleichen  wurden 
die  Nervi  vagi  beiderseits  ilurchschnitten. 

Die  Versuche  sind  s«immtlich  an  Hunden  ausgeführt. 

1.  Pr&paration  des  Kervus  aeeelerans. 

Unter  dem  Namen  N.  aeeelerans  fasst  man  die  Nervenüste 
zusammen,  w  elche  vom  Ganglion  stellatum  zum  Ganglion  cervic. 
inf.  gehen.  £s  sind  gewöhnlich  swei  Aeste,  welche  die  Arteria 
subclavia  zwischen  sich  nehmen. 
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Bei  der  Prttparaiioa,  die  an  dem  Tiiiere  nach  vorbergegan- 
{mer  Curareyergiftnng  ausgeführt  wurde,  sind  mit  Rücksicht 
40f  4m  Zweck  der  Untersochang  Unterbindungen  von  Blutge- 
fiBsen  mOgUobst  zu  vermeiden.  Dieselbe  ist  bequemer  auf 
der  rechten  Seite  des  Tbl  eres  anssufilhren,  und  zwar  an  mittel- 
grosien  mageren  Hunden. 

Nachdem  am  Halse  dnreh  einen  ungefähr  7cm  langen  Schnitt 
«twas  über  der  Glavicula  beginnend  die  Haut  seitlich  von  der 
Mittellinie  gespalten  ist,  trennt  man,  mit  der  Pincette  weiter 
arbeitend,  das  Bindegewebe  und  die  Muskelpartien,  bis  luün 
die  äussere  Seite  der  Vena  jugularis  inlei na  erreicht.  Dabei  ist 
meistenlheils  eine  kleine  Anastomose  der  beiden  Jugularvenen 
zu  unterbinden.  VorsiLhlisj  längs  des  äusseren  Randes  der 
Vene  wt'it«  r  flehend,  triÜt  man  riuf  die  Arterin  subclavia ;  halt 
mau  sieh  nun  an  deren  Lauf,  iudem  man  zutileich  auch  in  die 
Tiefe  arbeitet,  so  wird  die  Arteria  vertebralis  sichtbar,  hinter 
deren  Ursprung  aus  der  Subclavia  das  Ganglion  stellatuoi  ge- 
wöhnlich liegt.  Man  ist  deshalb  httufig  genöthigt,  diese  Arterie 
SB  unterbinden  und  durchzuschneiden»  Dann  aber  ist  ee  stets 
rnttgUeh,  die  Art.  subclavia  so  frei  su  prilpariren,  dass  der  eine 
Ast  des  N.  aeeelerana  deutlich  erkennbar  wird,  and  diesem  fol- 
gend das  Ganglion  selbst  isolirt  werden  kann. 

Wahrend  der  ganzen  Operation  ist  also  hdohstens  die  venUse 
Anastameae  und  die  Art.  vertebralis  zn  unterbinden.  Ein 
Haopterfordemiss  bei  der  Oparation  ist  auch,  jede  Blutung 
ängstlich  zu  vermeiden,  und  das  Operationsfeld  möglichst  rein 
zu  halten,  da  sonst  dus  Gaugliou  nur  schwer  von  dem  umgeben- 
den Fettgewebe  zu  unterscheiden  ist.  Nachdem  so  das  Ganglion 
von  dem  mniiegeudcn  Fpttgowebe  isolirt  ist,  wird  es  mit  einer 
Pincette  gefasst  und  die  Vei  bindungsäste  mit  den  Hais-  und 
Broslnerven  durchschuilten,  was  am  leichtesten  durch  eine 
lange  Scheere  mit  kurzen  schmalen  Brauchen  ausgeführt  werden 
kann. 

Zur  Beizung  verwendet  man  am  besten  die  Ludwig'scben 
Hartgummi -Electrodeu,  die  man  naoh  Einlegung  der  Nerven 
durch  Zwisehenschieben  von  Guttapercha  vollstHndig  von  dem 
umliegenden  Gewebe  isolirt.  Ist  dies  geschehen,  so  naht  man  die 
Wunde,  um  die  Vertrocknung  zu  vermeiden,  wieder  zu,  und  be- 
festigt daran  mit  einigen  Stichen  die  Electroden,  damit  dieselben 
wihrend  des  Versuches  sich  nicht  verschieben. 
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8.  Di»  AitaiehBiuig  dir  PolieiirTe. 

Um  die  Pulscurve  itt  erhalten,  verband  ich  die  Caraotis  mit 
dem  Fick*8ehen  Sphygmographen  vermitleUt  einer  mit  gesauig- 
ter  Sodaltf sttDg  gefttUten  BleirOhre.  Derselbe  achrieb  aeine  Gurve 
auf  ein  Ludwig* sofaes  Kymographton  mit  endloaem  Papier. 
Die  Bleirtfhre  war  fest  mit  dem  Apparate  verbunden,  um  bei 
cuftilliger  Yersohiebung  des  Thierea  jede  Aendemng  in  der  Fe^ 
derstellung  des  Sphygmographen  lu  vermeiden. 

8.  Die  EeifvoRielitimg« 

Die  Summationen  hängen,  wie  schon  früher  besprochen 
wurde,  von  der  Intensität  des  Reizes,  von  der  Zahl  der  Reize, 
und  von  dem  Intervalle  zwischen  zwei  auleinander  (olgeDden 
Reizen  ab. 

Zur  Regulirung  der  Reizstärke  benutze  icli  bei  zwei  Gro- 
T  e '  sehen  Elementen  den  Inductionatrom  eines  D  u  b  o  i  s '  sehen 
Schlittens  mit  Ausaohluss  des  Hammers,  dessen  Scale  nach  dem 
Kroneoker 'sehen  Verfahren  graduirt  war. 

Zur  Yariirung  der  Zahl  der  Reise  und  des  Intervallea 
diente  mir  der  von  Ludwig  angegebene  Apparat.  Derselbe  ist 
nach  dem  nflmlichen  Principe,  wie  der  von  Bohr*)  schon  be» 
sohriebene  gebaut.  Dennoch  muas  ich  etwas  naher  darauf  ein- 
gehen) da  der  von  Bohr  i>enutzte  sclion  eine  vollendetere  Form 
angenommen  hatte. 

Auch  mein  Apparat  musste  zw^ei  Anforderungen  genügen, 
er  musste  Reize  von  gleicher  Intensität  und  von  gleichem  Ver- 
laufe in  beliebiger  Anzahl  liefern  und  eine  Variation  des  inter- 
valles  zwischen  zwei  Heizen  in  verschiedener  Weise  gest<Titen. 

Diese  Forderungen  werden  durch  folgende  Vornchtung 
erfüllt : 

Ein  Uhrwerk,  welches  durch  ein  fallendes  Gewicht  in  Be- 
wegung erhalten  wird,  setzt  vermittelst  eines  Schnurlaufes 
eine  Frictionsscboibe  in  Mitbewegung  und  damit  auch  die  Axe 
C,  welche  die  Scheibe     trttgt.  Auf  dem  Rande  dieser  Scheibe 


Christian  Bohr,  t'eber  den  Einfluss  der  lelanisirenden  Irrila- 
mente  auf  Form  und  Grosse  der  Tetanuscurve.  Archiv  für  Physiologie  von 
Da  Boift-ReyinoBd  ISSS. 
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wM  Tier  kleine  Settel  angebrachi  mit  gegen  die  Scheibe 
bin  abgeschrtlgten  Enden.  An  dem  Hebel  c  befindet  sieh  auf 

der  ein  CD  Seite  die  Rolle  6,  welche  auf  dem  Rande  der  Scheibe 
a  schleift,  auf  der  andern  Seile  die  aus  Platin  verfertij^te  Gabel  ti. 
Die  Zinken  dieser  Gabel  tauchen  nach  Art  des  Kronecker- 
jsciieu  Capillarcontacfes  in  mit  Quecksilber  gefüllte  Glasröhr- 
chen c,  so  dass  die  eine  Zinke  bestUndie;  mit  deni  Quecksilber 
in  BertibruDg  bleib!,  während  die  andere  kürzere  nur  bei  tief- 
ster llebelstellung  eintaucht. 

Die  Platinspitze  wird  gesenkt  oder  gehoben,  je  nachdem 
die  Rolle  welche  an  dem  andern  Ende  des  Hebels  c  sich  be- 
findet, auf  den  kleinen  Sätteln  f,  eder  auf  dem  Rande  der 
Seheibe  selbst  schleift;  und  sehliesst  oder  öffnet  dadurch  den 
Stromkreta  der  primären  Rolle  eines  Du  bei  a 'seilen  Seblittens« 
Es  ilasi  sicii  also  das  Beizintervall  d.  h.  die  Gesohwindigkeit, 
wü  weidier  die  einselnen  Stromnnterbrechnngen  auf  einander 
le^en,  variiren,  durch  die  Stellung  der  Axe  C  anf  der  Frietions^ 
seheibe  A  oder  dnrdi  die  Ansakl  der  Sättel,  welche  dem  Rande 
der  Scheibe  a  aufsitzen. 

Um  die  gestellte  Aufgabe  vollständig  zu  lösen,  gehört  aber 
Doch  dazu,  entweder  den  Oeffnungs-  oder  Schliessungs-lnduc- 
tionsstrom  abblenden  zu  können,  da  beide  Ströme  ungleiche 
Bii  htuTiL:  ui)d  ungleichen  Verlauf  besitzen,  somit  auch  einen 
ungleichen  Heiz  darstellen.  Zu  diesem  Zwecke  steiil  die  secun- 
däre  Hoile  nicht  allein  mit  dem  Nerven,  sondern  auch  mit  einem 
zweiten  Böhrchenpaare  in  Verbindung,  das  auf  dieselbe 
Wene  wie  das  erste  Paar  durch  die  Senkung  des  Hebels  c,  in 
leitende  Verbindung  gebracht  werden  kann.  Da  die  Scheibe 
Ol,  auf  welcher  die  der  Rolle  b^  analoge  Bolle  6,  schleift,  auf 
derselben  Axe  C  sieh  befindet,  so  bewegen  steh  beide  Bebel 
and  Ci  mit  gleicher  Geschwindigkeit.  Die  beiden  Vorrichtungen 
Dttterscheiden  sich  nur  darin,  dass  die  Sllitel  f  auf  den  Schei- 
ben a  nicht  mit  einander  correspondiren,  sondern  gegen  einan- 
der etwas  yersdioben  sind,  so  dass  also  der  Hebel  früher  ge- 
hoben wird,  und  früher  wieder  in  seine  Ruhelage  zurücksinkt, 
als  der  Hebel  c,.  Wenn  also  durch  die  Senkung  des  Hebels  c, 
die  Schliessung  des  primären  Stromes  erfolgt,  geht  der  Schlies- 
sungsinductionsschlag  durch  den  Nerven,  da  zu  der  Zeit  die 
Rolle  6,  noch  nicht  auf  dem  Sattel,  sondern  auf  dem  Rantie  der 
Hoile  schleift,  d.  h.  die  Gabel     die  leitende  Verbindung  zwi- 
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sobeeii  dem  Bohnohenpaare  noch  nicht  bergestalH  hat.  Der 
Oelfirong8incltio(ioii88ohlag  dagegen  wird  vom  Nerven  abge* 
blendet,  da  wegen  der  spateren  Erhebung  des  Hebels  die 

gute  Nebenschliessung  noch  besteht,  weüü  durch  Hebung  des 
Hebels  c^  der  primaie  Strüm  sich  ulfnet. 

Wenn  man  die  Verbintiungen  der  primären  und  secun- 
diireu  Rolle  mit  den  Röhrchenpaaren  e^  und  e,  wechsellj  kann 
auch  der  Schliessungsinductiorisstrom  vom  Nerven  Abgeblendet 
werden,  und  der  Oeflfnungsstrom  dls  Jieiz  dienen. 

Um  die  Eigenschwingungen  der  Hebel  c  zu  hindern,  und 
die  dadurch  bedingten  unregelmässigen  Schliessungen  und 
OeiTnungen  ra  vermeiden,  sind  aus  Kork  bestehende  Hemm- 
Vorrichtungen  angebracht ,  welche  durch  Schrauben  versleHbar 
sind^  und  ebenso  die  Federn,  welche  die  Hebel  constani  nii 
den  Rand  der  Scheiben  a  anpressen.  Endlich  sind  noch  die 
Röhrehenpaare  durch  Sehrauben  veratellbar  zur  genauen  Ein- 
stellung der  Spitsen  der  Gabeln  e^  und  e^.  Durch  eine  Schraube 
lasst  sich  die  Axe  gegen  die  Frictionsscheibe  verschieben,  wo- 
durch die  Schnelligkeit  der  Hebelbewegung ,  also  auch  das 
Reizintervall  geändert  wird. 

Mit  der  Aendeiung  der  Hebelgeschwindigkeit  wechselt 
aber  auch  der  Inductionsslrom,  da  er  von  der  Zeit  der  Oefl'nuna 
und  Schliessung  des  primären  Stromes  abhangig  Ist.  Wenn  es 
also  darauf  ankam,  bei  constanter  Strominlensitat  nur  das  In- 
tervall zu  ilndern,  iiiusi^le  die  Geschwindigkeit  der  Hebelbe- 
wegung gleich  bleiben,  und  durfte  nur  die  Zahl  der  Sättel  auf 
den  Scheiben  a  variirt  werden. 

Dieser  Apparat  fungirte  bei  genauer  Einstellung  sehr  gut, 
und  Uberzeugte  ich  mich  immer  vor  und  nach  jedem  Versache 
durch  Anlegen  des  secundaren  Stromkreises  an  die  Lippen,  ob 
die  Relsung  in  regelmassigen  Intervallen  erfolgte«  Die  fertig 
gestellte  Reisvorriohinng  ist  in  dem  auf  Seite  15  stehenden 
Schema  veranschauUcht. 

Die  primüre  Rolle  des  Induotionsapperates  ist  mit  dem 
Elemente,  dem  einen  Rohrehenpaare  {e^]  des  Reilapparates 
und  mit  einem  electromagnetischen  Schreibapparat  m  ver- 
bunden, der  die  üellnuiiii  und  Schliessung  des  prinwiren  Strom- 
kreises auf  das  endlose  Papier  des  Kymographionis  auftragt,  d.  h. 
die  einzelnen  Reize  markirt.  Von  der  isecundaren  Rolle  geht  ein 
Zweigstrom  zum  zweiten  Eohrchenpaare  [e^)  des  Heizapparates 
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Qiid  «kr  ander»  Zweigünom  lum  Nerven  aelbsl.  Letatarer  ist 
iwilMPab  duieh  eioen  Schlltosel  [s]  als  Nebenachliessiiiig  tmtar- 
bfochen,  dessen  Bewegung  ebenftdis  anf  dem  endlosen  Papier 
tkä  aufpeichnei.  Solange  der  SeUttssel  f/Moei  ist,  gebt  der  se-* 
coodäre  Strom  darefa  den  Nerven.  Der  Schlüssel  hat  die  bei  dem 
Ludwig'schen  KymographioQ  gebräuchliche  Form  und  iiabe  ich 


Fig.  I. 


mich  noch  eigens  davon  ttberteugti  bei  welcher  Stellung  des- 
selben die  Oeffnung  der  Nebenschliessung  erfolgt. 

Die  Bewegung  des  Schlüssels  s  mariirt  also  die  Dauer  der 
Beiinngund  bestimmt  dadurch  dioÄnsahl  der  Einzelreize,  welche 
den  Nerven  getroffen.  Die  Anzahl  der  Reize  wird  demnach  nicht 
mecbanisch  fixirt,  sondern  mit  der  Hand.  Doch  lässt  sich  bei 
einiger  liebuDg  die  gewünschte  Zdlil  ziemlich  genau  Ue(fen, 
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wenn  man  schon  vor  dem  Oeffnen  des  Schlüssels  in  der  Ge- 
aohwindigkeil  des  Reismarkirers  die  Zithlnng  der  BioMlreise 
einige  Male  hinter  einander  ausfuhrt. 

Bndlieb  würde  noch  die  Zeit  in  Seeunden  vermittelst  einer 
Ludwig' sehen  Stroa}-Untevi>reebnng8ohranf  dem  endlosen  Papier 
des  Kymographions  aufgetragen. 

Zur  Beslimniunß  der  Reizwiikuüg  liess  ich  immer  30  Se- 
eunden \  Ol-  der  Heizung  den  normalen  Puls  sichaufzeichoen, 
und  nach  iieendigUDtz  dei  selben  noch  so  lange,  bis  loh  glaubte, 
einen  normalen  Verlauf  der  Pulscurve  wieder  aimelimeo  zu 
dürfen.  Zwischen  zwei  Abschnitten  eines  Versuches,  d.  h. 
zwischen  xweiReizungen,  lag  immer  ein  Zeitraum  von  mindestens 
5  Minuten,  so  dass  die  EinwirlLung  der  vorhergehenden  Reisung 
bestimmt  abgelaufen  sein  mnsste. 

in.  Die  BereehnTuig  der  erhaltenen  Palsenrre. 

1.  Aumessong  der  Pnlioiirve. 

Bei  jedem  Versuche  wurden  vier  Curven  auf  das  endlose 
Papier  der  KymographioiUrommel  gezeichnet,  nämlich  die  Puls- 
curve, die  Zahl  derRelze,  die  Beizdauer,  und  die  Zeil  in  Seeunden. 
Natürlich  wurden  schon  vorherdie  Schreibfedern  möglichst  senk- 
recht untereinander  gestellt.  Um  aber  die  identischen  Punkte 
der  vier  Curven  noch  genauer  zu  erhalten,  liess  ich  die  Federn 
vor  und  naeh  jedem  Versuchsabsehnitte  Ordinaten  sehreiben. 

Da  ich  die  Einwirkung  der  Reitung  auf  die  Schlagfolge 
des  Hersens  studiren  wollte,  mnsste  ich  entweder  die  Zeit  als 
Fttnction  des  PulseSi  oder  die  Pulszahl  als  Function  der  Zeit  auf- 
fassen, d.  h.  also  die  Pulssahl  bestimmen,  welche  innerhalb  der 
Zeiteinheit  vor  und  in  Folge  der  Reizung  aufgeschrieben  wurde. 
Ich  wählte  wie  Ba  xt*)  das  letztere  als  leichter  durchführbar,  und 
benutzte  als  Zeiteinheil  iiiiuier  je  SSecundcii,  da  ich  durcheinige 
Berechnungen  gefunden,  dass  eine  kleinere  Einlheilung  viel  um- 
stündlicher, aber  nicht  genauer  ausfiel,  wegen  der  kleinen  ün- 
regeimässi|^keilen  der  Aufscbreibung  und  Ausmessung. 


4)  N.  Hext,  Die  Folgen  ninxiTnalor  Reize  von  urifjleichoi-  Dauer  auf 
den  N.  accelerans  cordis.  Archiv  für  Physiologie  von  DuBois-Reymood 
4S77. 
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Fig.  i. 

Durdi  obige  Zeichnung  will  ich  ein  Beispiel  geben  Uber 
dl«  Art  meiner  Auamessang.  Reehts  finden  sieh  die  Ordineten 
dir  vier  Federn.  Die  Ordinate  D  entspricht  der  Pttlecurve,  C  der 
Gorve  der  Reiidauer,  B  ist  die  Ordinate  des  Zeitmarkirers  und 
A  die  des  Retzmarkirers.  VerlUngert  man  eine  Ordinate,  hier  die 
tnlerste,  so  kann  der  gegenseitige  Abstand  dieser  Ordinaten, 
d.  b.  die  Grössen  a,  ß,     leicht  ermittelt  werden. 

Die  linke  Seile  der  Zeichnung  ist  ein  Facsimile  des  Beginns 
einer  Reizunu.  Ich  habe  dabei  nur  zu  bemerken,  dass  darin  die 
einzelnen  Gurven  viel  naher  an  einander  gerückt  sind^  als  es 
der  Wirklichkeit  entspi  icht,  dass  aber  die  Curven  selbst  in 
natürlicher  Grosse  wiedei  i^f  geben  sind. 

Die  erste  Aufgäbe  der  Ausmessung  ist ,  die  identischen 
Funkle  der  Zeitcurve  und  der  Puiscurve  zu  verbinden.  Stellt 
non  a6  SB  2  See.  die  Zeiteinheit  für  die  Pulsmessung  dar,  so 
repräsentirt  cd  den  identischen.  Abschnitt  der  PiUseurre  mit 
kttcksicht  auf  die  Federstellung  von  B  und  D. 

Dss  sweite  £rfordemis8  ist,  den  Anfang  der  Reizung  tube- 
stioinien*  Bei  Z  wird  durch  das  Oeffnen  des  Schlüssels  der  Nerv 
mdtn  Stromkreis  eingeschaltet,  so  dass  mit  dem  Eintreffen  des 
mtohBten  Reises  der  Anfang  der  Reisung  liegtnnt.  Der  identische 
hakt  iQr  Zauf  der  Gurve  des  Relsroarkirers  ist  ,  somit  der 
ffste  Reis  für  den  Oeffisungsstrom  bei  Abbiendung  des  Schiies^ 
amgsstroms.  Der  identische  Punkt  von  auf  der  Curve  des 
Zeitmarkirers,  d.  h.  der  Anfang  der  Hcizunjj;,  ist  x. 

Wenn  ich  also  bei  der  Ausmessuns?  der  Pulszahlen  die  nor- 
nuile  Schlaefolge  bis  c,  und  vou  da  die  unter  dem  EinQuss 
^^r  Reizung  stehende  annehme,  so  habe  ich  zur  Erlangung  der 
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richtigen  Warthe  eine  Gorrectur  aDiubrin|;en.  Da  eine  Secimde 
hier  •>  19.6  mm,  a^c  s  43.2  mm  ist,  so  ist  a»  s  0.67  Secan- 

deo  oder  »  0.33  Zeiteinheiten  der  Messung. 

Auf  dieselbe  Weise  lüsst  sich  auch  das  Ende  der  Reizung 
bestimmeu,  dadurch  die.  Zahl  derReize^  und  wenn  ich  die  Reiz- 
dauer durch  die  Anzahl  der  Reize  —  i  dividire,  das  Intervall 
zwischen  zwei  Heizen. 

Es  könnte  auf  den  ersten  Blick  passend  erscheinen ,  die 
Correctur  für  den  Anfang  der  Reizung,  der,  man  kann  sagen, 
nie  mit  der  Zeiteinheit zusammenfullt;  schon  bei  der  Ausmessung 
der  Pulszahl  zu  berücksichtigen.  Da  aber  die  linearen  Diffe- 
rensen  nicht  direct  übertragbar  sind,  weil  die  Zeiteinheit  selbst 
wegen  der  ungleichen  FortlMwegung  des  endlosen  Papiers  io 
ihrer  linearen  Ausdehnung  weehselt,  so  Ist  es  weit  bequemer, 
ganz  unabhängig  von  dem  Eintritt  der  Reisung  die  Sohlagfo)ge 
des  Hersens  aussumessen,  und  erst  bei  der  Gorreetnr  der  so 
erhaltenen  Zahlen  auf  den  wahren  Reisanfang  Rtteksiehl  su 
nehmen. 

8.  Correctur  der  erhaltenen  Werthe. 

Da  die  durch  die  Reizung  beeinflusste  Pulszahl  nur  all- 
mHhlich,  auch  watireud  der  zur  Messung  benutzten  Zeiteinheit, 
sich  andern  wird,  so  übertrug  ich  die  direct  ermittelten  Zahlen- 
werthe  auf  ein  Millimeterpapier  in  der  Weise,  dass  ich  die  Zeil 
als  Ab*;risse,  und  die  in  der  Zeiteinheit  erhaltenen  l^ulszahloii 
als  Ordinalen  auftrug,  diese  Punkte  aber  nicht  geradlinig,  son- 
dern in  Gurvenform  verband.  Da  die  Ausmessung  der  fixen 
Punkte,  sowie  die  Pulszahlung  gewisse  Fehler  einschliesst,  so 
erlaubte  ieh  mir  auoh,  die  direot  erhaltenen  Punkte  im  Rahmen 
der  Fehiergrensen  zu  »ndem,  und  dadurch  die  wahrscheinlichen 
Fehler  auszuschlieasen.  Ieh  ging  eben  von  dem  Gedanken  aus, 
dass  im  Organismus  nicht  plötzliche,  sondern  nur  allmtthlioh 
fortschreitende  Aendemngen  vorkommen  können.  Ich  glaube 
auch,  dass  diese  Methode  Oberhaupt  anzuwenden  ist,  wenn  nur 
die  Correctur  den  möglichen  Fehler  nicht  ttberschreitet.  Die 
Correction  war  daran  gebunden,  dass  die  durch  die  Reizung 
bedini;ie  rulsverniehrung  sich  im  Gesammtwerthe  niclii  aruicrn 
durfte.  Es  musslen  also  die  Abweichungen  einer  Urdinale 
durch  die  der  nächstliegenden  ausgeglichen  werden. 
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Id  Figur  Tafel  I  habe  ich  eine  solche  Gorrectar  wiederge^ 
geben.  Die  Punkte  bedeuten  die  direct  gewonnenen  Pulszahlen. 

Der  Anfang  der  Reizung  fällt  mit  0  zusammen.  Die  Ordinalen 
gehen  von  der  noi-malen  Pulszahl  aus.  Die  Curve  stellt  also 
diedurch  die  Heizung l>edingteVeranderungdernormalen Schlag- 
zahl dar,  austiedrücki  in  der  Einheit  von  2  Secunden.  Die  Zeich- 
nuTisj  lässl  zu  L^leichei-  Zeit  erkennen,  in  welcher  Weise  ich  für 
dir  Ihilerenz  zwischen  Anfang  der  Keizung  und  Anfang'  <h^r 
ZUhiuuu  die  Correctur  anl)rachte,  nämlich  dadurch,  dass  ich  die 
Curve  um  diese  Dilferenz  seitlich  verschob,  so  dass  sich  nun  die 
den  wahren  Reizabschnitten  entsprechenden  Ordinaten  direct 
ablesen  lassen. 

Die  grösste  Correctur  betrügt  in  der  angeftthrten  Curve  0.46 
Pulse  für  die  Einheit  von  2  Secunden.  Ich  bemerke,  dass  dieses 
Beispiel  nicht  deshalb  herausgesucht  wurde,  weil  dabei  die  Cor- 
recturen  klein  sind.  Es  ist  eine  Durchschnittscurvey  und  eine 
Correctur  von  0.46  Pulsen  gehört  schon  zu  den  Ausnahmen. 

In  manchen  Fallen ,  wenn  der  Anfang  der  Reizung  gerade 
mit  einer  Oeffnung  oder  Schliessung  des  primären  Stromes  zu- 
sammenfallt, kann  es  zweifelhaft  werden,  was  als  erster  Reiz 
anzusohen  ist.  Ich  habe  mir  dana  in  der  Weise  geholfen,  dass 
ich  die  Curve  dieser  Ueizuni:  mit  einer  ahnlichen  verglich,  und 
nach  dem  Verlauf  der  beiden  Curven  die  Wahrscheinlichkeit 
des  einen  oder  andern  Falles  beurtheille.  Auf  diese  Weise 
kommt  man  in  den  meisten  F;dlen  leicht  zum  Ziele. 

Ich  habe  bisjetzt  nur  von  dei-  absoluten  Pulszahl  gesprochen, 
während  der  Eftect  der  Reizung  doch  nur  die  Überzählige  Puls- 
zahl, d.  h.  die  Uber  der  normalen  gelegene  Pulszahl  ist.  Es 
handelt  sich  also  um  die  Frage,  welche  Schlagzahl  man  ;ds  die 
normale  anzusehen  habe.  Vor  jedem  neuen  Versuchsabscbnitte 
wurde,  wie  schon  besprochen,  wenigstens  30  Secunden  lang 
die  normale  Pulscurve  aufgesdirieben.  Man  kannte  also  die 
auf  diese  Welse  gewonnene  Durchschnittszahl  als  normal  an- 
sehen, und  daraus  die  überzählige  Pulszahl  berechnen.  Nun  hat 
Baxt^)  angej^ebeu,  dass  die  von  ihm  so  genannte  maximale 
Hflnfigkeit  der  Schlagzahl  nicht  von  der  vorher  gewonnenen 
Normalzahl  abhängig  ist,  sondern  nur  von  der  Intensität  der 


1)  N.  Raxt,  Die  Folgen  maximalor  Rf^ize  von  iirii-'lcicher  Dniicr  auf 
den  N.  nrc.  cord.  Archiv  für  Physiologie  von  Du  Bois-Heymond  1877. 
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Reizung,  wenn  nicht  die  VerdoderuDg  der  normalen  Schlagfolge 
von  einer  Vagus-Reizung  oder  einer  Aenderung  in  der  Eigen- 
warme des  Thieres  herruhrl.  Dies  kann  ich  im  Allgemeinen 
stäiigen.  Die  unter  gleichen  Reixbedingangen  gewonnenen 
Pulsourven  sind  nahem  identisch,  wenn  auch  die  vorhergehende 
Normal-Scblagzahl  etwas  variirt  bat.  Sie  weichen  nur  am  An- 
fang und  Ende  d.  b.  bei  dem  Uebergang  von  der  normalen  in 
die  von  der  Reisung  abhüngige  Pulscnrve  und  bei  der  Rttekkehr 
rar  normalen  Schlagtabl  von  einander  ab. 

Ich  habe  aber  auch  Curven,  wo  dieses  nicht  der  Fall  ist,  in 
denen  die  absoluten  Pulszahlen  sich  nicht  decken,  dai^esien  die 
Curven  der  überzähligen  Pulse,  so  dass  man  hier  bei  Verglei- 
chiini^  zweier  Heizerfolge  nicht  von  der  gleichen,  sondern  der 
direct  vorhergehenden  Nornialzahl  .lusL'chen  mtlsste.  Um  ja 
keinen  Fehler  zu  m  irlien,  habe  ich  deshalb  nur  solche  Ver- 
suchsabschnitte verglichen,  welche  fast  identische  Normalzahlen 
aufwiesen,  dann  aber  immer  eine  gemeinsame  I^ormaizabl  an- 
genommen. 

Wahrend  eines  Versuches  habe  ich  von  Zeit  zu  Zeit  immer 
identische  Reisbedingungen  eingeführt,  an  deren  Resultaten  sieb 
die  Veränderungen  im  gansen  nervösen  Apparat  verfolgen  Hessen, 
und  dann  nur  solche  Theile  vergHehen,  bei  denen  ich  annehmen 
iLonnte,  dass  sie  unter  gleichen  Zustanden  des  nervösen  Appa* 
rates  gewonnen  waren. 

Ich  verhehle  mir  nicht,  dass  die  auf  solche  Weise  erhaltenen 
Curven  der  überzähligen  Pulse  nicht  in  allen  Punkten  richtig  zu 
sein  brauchen.  Die  Resultate  sind  aber  bei  den  verschiedenen 
Versuchen  so  Ubereinshimnend,  dass  die  Curven  nicht  viel  von 
der  Wahrheit  abweichen  können. 

lY.  Resultate  der  Reizung. 
1.  Abhiagigkeit  der  tberaähligen  Pulse  von  der  EeisanMlü. 

a)  Abhängigkeil  der  Su m ni a t iouscu rve  von  der 

Reizanzahl. 

Reizt  man  den  Nervus  accelerans  bei  gleicher  Intensität  und 
gleichem  Intervalle  mit  wechselnder  Reizanzahl,  so  erhtfit  man 
Gurvenreihen,  wie  sie  auf  Ta f.  3^5  abgebildet  sind.  Dieselben 
wurden  an  dem  gleichen  Hunde  gewonnen.  Die  Abscissen  be- 
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deoteo  die  Zeit,  «usgedrttokt  in  Seennden,  die  Ordinaten  die 
iDDerfaalb  2  Seonnden  erhaltenen  ttbenshligen  Pulsey  und  zwar 
nach  den  schon  eorrigirten  Zahlen. 

Betrachten  wir  zunSchst  die  einzelne  Reizcurve  fttr  sich, 
90  lassen  sich  daran  vier  Abschnitte  unlerscheitlen,  eine  Strecke 
der  Wirkuntislosigkeit,  welche  dem  Latenzstadium  entspricht, 
einen  aufsteigenden  Theil,  den  bipfei  und  den  absinkenden 
Theii. 

Die  Grösse  des  Latonzsladiums  ist  nicht  aennn  -/ii  Ih  sIIiu- 
men.  dauert  aber  auf  jimIcm  Fall  liinger  als  bei  der  Muskelron- 
iraction.  Aus  ihm  geht  die  Curve  rasch  in  ihren  aufsteigenden 
Theil  Uber,  welcher,  nachdem  er  einige  Zeit  mit  fast  gleich- 
mässiger  Geschwindigkeit  gewachsen  ist,  allmählich  zum  Gipfel 
umbiegt.  Der  absteigende  Curventheil  besteht  aus  zwei  Sehen-- 
kein,  welche  durch  einen  nicht  ttberalJ  gleich  deutlich  ausge* 
piUgten,  aber  doch  immer  erkennbaren  Wendepunkt  verbunden 
sind.  Im  ersten  Schenkel  sinkt  die  Gurve  mit  nahezu  gleicher 
Geschwindigkeit,  um  nach  ihrem  Wendepunkte,  im  zweiten 
Schenkel  ganz  langsam  der  Abscisse  sich  zu  nähern. 

Mit  steigender  Reizanzahl  wachsen  dieCurven  in  ihrer  ganzen 
Ausdehnung,  aber  nicht  proportional  der  Reizanzahl,  sondern  mit 
anfangs  zunehmender,  dann  aber  langsam  abnehmeudor  Ge- 
schwind iizkeit.  Es  liisst  sich  dies  sofort  beweisen,  wenn  wir 
i.  B.  in  Fig.  3  die  Heizcurven  von  r  =  9  mit  r  =  §0  verglei- 
chen und  damit  die  Differenz  zwischen  den  durven  r  =  30  und 
r=  40. 

Mit  zunehmeruier  Reizdauer  wird  endlich  ein  Punkt  er- 
reicht, wo  durch  eine  Vermehrung  der  Keizanzaht  die  Höhe  der 
Curven  sich  nicht  mehr,  oder  nur  um  eine  minimale  Grösse 
ändert,  und  die  Länge  derselben  nur  mehr  um  die  Verlängerung 
der  Reizung  selbst.  Diesen  Punkt  hat  schon  Baxt  in  seiner 
UntersQchuog  Uber  die  Abhängigkeit  der  ttberztthligen  Pulse  von 
der  Reizanzahl  bei  maximaler  Reizintensitttt  und  kleinem  Inter- 
^lle  festgestellt.  Er  findet  sich  aber  bei  jeder  Reizintensitai 
ond  jedem  Interralle.  Auf  der  Fig.  3  habe  idi  ihn  mit  Jf  be- 
leichnei. 

Ich  mochte  gleich  hier  die  Frage  erOrtem,  ob  sehon  ein 

einziger  Reiz  eine  Wirkung  ausübt.  Aus  Fig.  5  ist  ersichtlich, 
dawdie  Wirkungscurve  mit  der  Ueizauzahl  aufangs  schneller  au- 
'v^<lchst.  Das  Gleiche  zeigt  sich  in  Figur  4  beim  Vergleich  der 


Digitized  by  Google 


22a 


Eawiü  YoiTy 


Curve  r  =  10  mit  dem  Unterschiede  der  Curven  1=  10  und 
ras 20,  und  würde  sich  noch  deutlicher  aiisprJigen,  wenn  in  die- 
ser Reihe  aoch  eine  ReizuDg  unter  40r  vorlüge.  In  Fig.  6  gebe 
ich  eine  an  einem  andern  Hunde  ausgeführte  Reibe,  welrlio  das 
nttmliohe  Resultat  ergiebt,  und  in  der  bei  4r  noch  eine  deutliche 
Wirkung  zu  beobachten  ist.  Ich  ftthre  diese  Reihe  auch  deshalb 
an,  weil  in  ihr  die  absoluten  Pulszahlen  ohne  Gorrectur  aufge- 
tragen sind,  wie  sie  direct  durch  die  Messung  gefunden  wur- 
den. Hier  stellen  also  die  an  der  Ordinatenaxe  angegebenen 
Werthe  nicht  wie  hei  den  übrigen  Curven  die  Überzähligen;  son- 
dern die  absoluten  Pulszahlen  dar.    Im  rohrigen  ist  die  Ein* 
tbeilung  gleich  den  früheren.  Da  also  die  tiii  ven  anfangs  rascher 
zunehmen,  als  ihrer  Reizanzahl  entspriclil,  haben  wir,  w'w  dies 
Iiesonders  aus  der  Curve  r  =  4  hervorgehl,  für  einen  einzigen 
Ueiz  überhaupt  keine  grosse  Wirkung  zu  erwiiidMi     Ich  habe 
nun  zufiillii:  keinen  Vei'such  inil  nur  <Mnem  eitr/.ii^en  Heizr. 
aber  doch  einen  mit  r  =  2  bei  dem  Hunde  //,  den  ich  zusammen 
mit  einem  von  r  =s  4  in  Fig.  7  dargestellt  habe.  Auch  sie  sind 
in  absoluten  uncorrigirten  Zahlen  wiedergegeben.   Für  2r  ist 
nun  allerdings  eine  Wirkung  sichtbary  die  Erhebung  ist  aber 
so  klein ,  dass  sie  sehr  schwer  von  den  normalen  Pulsscbwan* 
kungen  zu  unterscheiden  ist.  Dennoch  wird  dadurch  sehr  wahr- 
scheinlich ,  dass  der  erste  Reiz  schon  eine  Pulsvermehrung  her- 
vorruft. Ich  glaube  auch,  dass  dies  unbedingt  nothwendig  ist, 
da  jeder  Reiz  eine  wenn  auch  noch  so  minimale  Aenderung  im 
nervüsen  Apparate  zur  Folge  haben  rouss.  Und  diese  Aenderung 
kann  sich  wohl  quantitativ  aber  nicht  qualitativ  mit  der  Zahl 
der  Heize  verschie})en.    Es  würde  sich  also  nur  um  die  Fraye 
handeln,  ob  die  Aendeninii,  welche  ein  Reiz  verursacht,  gross 
genug  ist,  um  eine  siehll»are  Wirkuni;  auszuüben. 

Wie  ändern  sich  nun  die  eiuzeiuen  Abschnitte  der  Curve 
mit  der  Heizanzahl*? 

Im  aufsteigenden  Abschnitte  der  Curve  nimmt  hauptsiiebbch 
die  Lange  des  steilen  Theiles  mit  der  Reizanzahl  zu,  und  damit 
auch  die  Zeit,  innerhalb  welcher  der  Gipfel  erreicht  wird,  wah- 
rend der  Ueberganc  zum  Gipfel  bei  allen  Curven  in  ähnlicher 
Weise  verlauft.  Diese  Zunahme  dauert  bis  zu  der  Reizanzahl,  bei 
welcher  die  Hohe  des  Gipfels  nur  mehr  minimal  hich  ändert* 
Ich  habe  deshalb  diese  Höhe  die  Maximalhohe  genannt,  und 
werde  diesen  Ausdruck  fernerhin  auch  beibehalten,  und  darum 
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auch  die  Anzahl  von  Kinzeheizen,  hei  welcher  diese  Maximal- 
hohe  erreicht  wird,  als  die  maximale  bezeichnen. 

Der  erste  Schenkel  des  Abfails  nimmt  ebenfalls  mit  der 
Reizanzahl  an  Steilheit  und  Länge  zu  in  ähnlicher  Weise,  nur 
elw'iis  \\enii:er  rasch,  wie  die  Höhe  der  Cnrve.  Auch  diese 
Zunahme  erreicht  eine  Grenze,  von  der  an  die  Lange  der  Strecke 
gleich  bleibt j  wahrend  die  Steilheit  sogar  wieder  abnimmt, 
bis  auch  sie  nahezu  stationär  wird  und  zwar  mit  der  Reizanzahl, 
welche  ich  vorher  die  maximale  genannt  habe.  Es  weicht  des- 
halb bei  den  einxelnen  Curvcn  die  Lage  des  Wendepunkte  im 
abfaileDden  Gurventheile  viel  weniger,  wie  die  Höhe  der  Gipfel 
Ton  einander  ab.  Dieselben  Hegen  auf  einer  Linie,  welche, 
mll  der  Abscisse  einen  spilten  Winkel  bildend,  anfangs  nahexu 
gerade  ansteigt,  um  dann  rasch  sich  wendend  in  eine  zur  Ab- 
scisse  parallel  laufende  Gerade  Überzugeben. 

Der  zweite  Schenkel  des  abfallenden  Curventheiles  nimmt 
mit  der  Reizanzahl  an  LUn^ie  conslant  zu,  und  zwar  ebenfalls  mit 
anfangs  beschleunigter,  dann  abnehmender  Geschwindigkeit, 
während  seine  iNciguD|i  zur  Abscisse  canz  langsam  kleiner  w  ird. 

Auch  diese  Aenderung  erreicht  mit  der  maximalen  Reiz- 
anzahl eine  Grenze,  so  dass  von  dieser  Reizanzahl  an  Anstiei;  wie 
Abfall  nahezu  vollst.'indig  sIeich  bleiben,  und  die  (Airven  haupt- 
sächlich in  der  ungleichen  Lange  ihrer  Gipfel  sich  unterscheiden. 
Ich  nenne  deshalb  diese  Curvenform,  welche  die  maximale  Reiz- 
anzahl hervorbringt,  die  Grenzcurve,  weil  sie  sich  mit  der  Reiz- 
antahl  fast  nur  mehr  durch  die  Verbreiterung  des  Gipfels  ändert. 

Die  Gesetzmässigkeit  dieser  Aienderang  geht  direct  aus  der 
Betrachtung  der  Gurven  hervor,  und  ist  es  unnötbig,  durch 
Zahlenangaben  weitere  Beweise  dafür  zu  Hefern,  besonders 
wenn  man  die  Gurven  zu  Hilfe  nimmt,  die  ich  noch  weiter  an- 
führen werde. 

Die  Betrachtung  der  Gurven  zeigt,  glaube  ich,  dass  wirk- 
lich eine  Summalion  vorliegt.   Dieselben  sleiiieu  abhängig  von 

der  Ueizanzahi  inil  abnehmender  (ieschwindii^keil  Iiis  zur  Ma\i- 
nialhöhe  an.  Mit  der  Höhe  des  Gipfels  wächst  auch  die  Steil- 
heit des  Abfalls,  welcher  in  ähnlicher  W  eise  wie  der  Anstieg 
verlauft. 

Oacegen  linden  sich  doch  auch  hedfutende  Abweichungen 
von  einer  Sunuiiation ,  deren  Kinzclcurven  alle  identisch  sind. 
Es  nehmen  einmal  die  Gurven  anfangs  mit  wachsender  und  dann 
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erst  mit  abnehmender  G«fidiwindigkett  su,  die  Länge  der  Gurve 
wachst  nicht  proportional  der  Reizanzahl,  sondern  in  einem  an- 
dern Verhaltniss,  und  auch  die  Geschwindigkeit  des  Abfalis 
ändert  sieh  nicht  proportional  mit  der  Hohe  der  Gurven.  Wollen 
wir  diese  Unregelmässigkeiten  in  Zahlenform  ausdrücken,  so 
erhalten  wir  folgende  Tabelle  : 


H&he  der  Cnmn 


L&ng«  dar  Cwran 


Kittl.  Ocsohw.  f.  d.  Eiah.  t.  10  8«e* 


absolat« 

Sviiftlme  1 

DMlIlScIlltlBsl 

Anstieg 

Abfall 

Höhe 

för  1  r 

ab;«  ilTit 

der  Reizung 

1 .  Schenkel 

2.  Schenkel 

i 

Fig 

ur  3. 

2  35 

0.S4 

8S.4 

81.4 

8.S 

1.18 

0.51 

19  t 

3.25 

O.H 

42.2 

40.4 

3.8 

4.52 

0.53 

31  ! 

3.75 

0.06 

74.6 

74.6 

4.0 

4.54 

0.25 

4.03 

0.02 

84.6 

76.7 

3.7 

1.57 

0.27 

toi 

4.66 

0.00 

? 

? 

4.1 

1.86 

0.S1 

Figur  4.  1 

40 

1.80 

0.48 

28.4 

27.5 

3.0 

4.07 

0.40 

SO 

3.42 

0.18 

40.0 

88.1 

4.0 

1.48 

0.4S 

41 

3.80 

0.03 

61.0 

67.0 

8.S 

4.54 

0.34 

404 

4.50 

0.04  . 

»6.0 

S6.0 

8.6 

1.40 

o.st 

Figur  5. 

9 

0.73 

0.08 

20.2 

17.2 

0.94 

0.62 

0.30 

SO 

4.84 

1.01 

33.0 

25.0 

1  1.53 

4.01 

0.39 

80 

2.48 

0.03 

40.8 

28.6 

4.49 

1.09 

I  0.46 

40 

t.40 

o.os 

47.0 

80.6 

4.81 

1.11 

1  0.44 

Auch  aus  diesen  Zahlen  ersieht  man ,  dass  die  UOheo  der 
Gurven  mit  abnehmender  Geschwindigkeit  wachsen ,  nachdem 
sie,  wie  aus  Fig.  5  hervorgeht,  kurze  Zeit  zugenommen  haben; 
das  Nflmliche  hat  fttr  die  Lange  der  Gurven  Geltung,  nur  dass  die 
xunehmende  Geschwindigkeit  erst  spater  beendigt  ist.  Dieses 
drückt  sich  besonders  in  der  5.  Golumne  aus,  deren  Werthe  bei 
einfacher  Summation  *)  alle  gleich  sein  sollten«  Die  angeführ- 
ten Geschwindigkeiten  des  An-  und  Abstiegs  sind  nicht  voll- 
standig  correct,  da  die  Wahl  der  fixen  Punkte  immer  eine  ge- 
wisse WillkoHichkeit  in  sieh  schliesst.  Es  ist  aber  trotzdem 
daraus  ersictiilich ,  dass  die  Geschwindigkeiten  nicht  gleich 
sind,  dass  die  Gesch%\indigkeit  des  ersten  Schenkels  im  Abfall 
nach  einem  tjanz  anderen  VerhHltnisse  zunimmt,  wie  die  Gipfel- 
höhe, und  bei  längerer  Heizung  sogar  wieder  abnimmt,  dass 


4)  Seite  214. 
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auch  der  zweite  Sebenkel  oaoh  einer  kurzen  Zunahme  in^sei- 
ner  Geschwindigkeit  ganz  allnitthlieb  zoroekgeht. 

Um  übrigens  momentan  entscheiden  zu  können,  ob  hier 
eine  einfache  Summaiion  vorliegt,  haben  wir  nur  die  Grenscurve 

z.  B.  in  Fig.  3  bei  r  =  201  ins  Auge  zu  fassen,  und  die  Form 

des  AQ'  und  Abstiegs  mit  einaiidei  zu  vergleichen,  welche  ja 
in  diesem  Falle  identisch  sein  niUssten. 

Es  inuss  also  ooLliwendig  wahrend  der  Reizung  eine  Aen- 
deruDg  in  der  Eiazelcurve  eintreleo. 

b)  Die  Abhängigkeit  der  Einzelourve  von  der 

ReizzahL*] 

Um  die  Abhängigkeit  der  Einzelcurve  von  der  Reizzahl 
kennen  zu  lernen,  habe  ich  aus  der  DifTercnz  der  Suinuialions- 
eurven  nach  der  schon  angegebenen  .Methode  dli'  mittleren  Ein- 
zeieurven  construirt,  und  mit  einander  vergliciien.  Die  Heihen 
der  Einzelcurven,  die  ich  zunächst  besprechen  will,  gehören 
den  Summationscurven  auf  Fig.  3 — 5  an,  und  sind  in  den  Fi- 
guren 8 — iO  abgebildet. 

Die  Eintheilung  ist  dieselbe,  wie  bei  den  Summationscur- 
ven, nur  sind  die  tlberztthligen  Pulse  nicht  ,in  der  Einheit  von 
%  See.  sondern  von  I  See.  ausgedrückt. 

Wir  sehen  sunflchst,  dass  die  Wirkung  eines  Reizes  je  nach 
der  Zahl  der  vorhergehenden  Reize  eine  bedeutende  Aenderung 
erfilhrt,  weiche  zwar  nicht  in^allen  gegebenen  Beispielen  gleich, 
aber  doch  nach  dem  nttmlichen  Prineip  ablauft. 

Die  Einzelcurven  nehmen  anfanglich  mit  der  Reizzahl  in 
ihrer  ganzen  AusdehnunjJ!  zu,  ohne  die  Aehnlichkeit  in  der  Form 
zu  verlieren,  und  zwar  ungefähr  bis  zu  einer  Heizzahl  von 
10  bis  20 r.  Dies  ergiebt  sich  aus  den  Curven  in  Fig.  10.  hat 
aber  auch  für  die  übrigen  Reihen  Gilligkeit.  Auf  die  l  rsaciien 
dieser  Verschiedenheiten  will  ich  mich  vorliiulig  nicht  einlassen, 
und  sie  erst  dann  besprechen,  wenn  die  AbhUnpigkeil  der 
Eiazeleurve  von  der  Keiziolensilät  und  dem  lalervalie  klar 
gelegt  ist. 

Von  dem  iO.  bis  20.  Reize  an  beginnt  eine  rückläufige  6e- 

r  ]ch  vf»r<;toho  unter  Rcizznhl  einen  beslimmlon  Einz<'!r<'i7  in  der 
ganzen  Reizreihr,  also  den  erslen  oder  zweiten  oder  vi^®"  Reiz,  im  Ciegea- 
satz  dazu  bezeichne  ich  mit  Reizanzahl  die  Summe  aller  Reize. 
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wefvins,  mit  der  sioh  auch  die  Form  der  Curve  ums^estaltet. 
Dieselbe  besteht  hauptsächlich  darin,  dass  der  Gipfel  unter 
steter  Verbreiterung  sinkt,  verbunden  mit  einer  Zunahme  der 
Gurvenlttnge.  Mit  dem  30.  Reise  ungefähr  nimmt  die  Einiel* 
curve  wieder  eine  constantere  Form  an ,  ändert  sich  überhaupt 
nur  mehr  sehr  langsam  durch  weiteres  Sinken  des  Gipfels  unter 
Zunahme  ihrer  Lange.  Sie  nähert  sich  also  sehr  langsaai  einer 
Grenzcurve. 

Die  Form  der  mittlerou  r.inzelcurve  aus  den  ersten  zehn 
Reizen  lässt  sich  zun)  Entscheid  der  Frage  benutzen,  ol>  der 
erste  Reiz  schon  eine  Veruiehrung  der  Pulszahl  hervorruft.  Zu- 
niichst  ist  daraus  ersichtlich,  dass  die  Frage  expcriineulell  nicht 
jzelöst  wei'iici]  kann,  da  st  l!»st  dann,  wenn  die  Curve  des  ersten 
Reizes  mit  der  niitllei'en  l'^inzelcurve  von  10  r  ^usnnimenfalil. 
die  Erhöhunu  der  Pulszahl  in  2  See.,  nach  Fiii.  8  nur  Ü.2  Puls- 
schläge,  und  bei  Fig.  4  0  sogar  nur  0.1  Pulsschläge  betragen 
würde.  Je  kleiner  aber  die  Curve  des  ersten  Reizes  ist,  desto 
höher  müsste  die  Einzelcurve  des  Reizes  r=10  steigen,  d.  h. 
desto  schneller  mttssten  die  Einzeicurven  mit  der  Reizzahl  wach^ 
sen,  um  die  vorliegende  mittlere  Einzelcurve  fttr  die  Reise  1 
bis  rslO  möglich  su  machen.  Dies  ist  aber  nach  der  Ent- 
wicklung, welche  die  mittleren  Einzeicurven  mit  den  späteren 
Reizzahlen  z,  B.  rss(40^S0)  nehmen,  nicht  denkbar,  und  wird 
es  dadurch  sehr  wahrscheinlich,  dass  schon  der  erste  Reiz  eine 
Wrkungscurve  besitzt. 

Was  ferner  das  Latenzstadium  der  Einzelcurve  betrifft  ,  so 
nimmt  dasselbe  niil  der  Zahl  der  Reize  ah,  ein  Zeichen  .  dass 
bei  der  Summationscurve  das  sichtbare  Latenzstadium  zum 
grössten  Theil  aus  der  Form  der  den  ersten  Reizeu  zukommen- 
den Einzeicurven  abgeleitet  werden  muss. 

c)  Die  Gesammtwirkung  des  Einzelreizes. 

Es  liegt  mir  ferne,  zu  glauben,  dass  die  Wirkung  einer 
Accelerans-Reizung  nur  in  einer  Veränderung  der  Schlagzahl 
des  Herzens  zu  bestehen  braucht;  meine  Aufgabe  liegt  aber  al- 
lein darin,  die  Gesetzmässigkeit  des  Zusammenhangs  zwischen 
Accelerans-Reizung  und  Pulsvermehrung  darzulegen,  ich  ver* 
stehe  also  hier  unter  Gesammtwirkung  die  durch  die  Reixuog 
hervorgerufene  Gesammtmenge  der  ttberzühligen  Pulse.  In  die» 
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sem  Süme  aufgefasst,  wird  die  Gesamoatwirkung  des  Einzel- 
reiseB  durch  den  FlBchenrattm  dargestellt,  welchen  die  Einsel*- 
eurve  umschreibt.  Wir  k<»nnen  also  schon  aus  der  Form  der 
Einselourve  ersehen ,  dass  auch  die  Gesammtwirkung  des  Ein- 
selreizes  mit  der  Reizzah]  wechselt. 

Noch  ticullicher  erkeiuih.ir  wird  es,  wenn  wir  die  Gesammt- 
menge  der  tlberzHhligen  Pulse  als  Function  der  Reizzahl  in  Cur- 
venforui  auftragen.  V'iu.  \  \  — 13  zeigen  solitio  Curven,  die  den 
."luf  Fiff.  8 — 10  dargestcllicM  I'^iuzelcurven  angehören.  In  ihnen 
i>cMJeulüD  die  Abscissen  die  fortlaufenden  Reizzahlen,  die  Ordi- 
naten  die  dem  jeweiligen  Reize  zukommende  Gesammtwirkung. 

Ich  werde  erst  später  darauf  eingehen ,  in  weicher  Weise 
solch  p  Corven  zu  construiren  sind.  Es  sei  nur  soviel  erwähnt, 
daSB  die  den  Einzelcurven  zugehörigen  Werthe  erhalten  werden, 
wenn  man  die  Gesammtmenge  der  tlberzahligen  Pulse  der  bei 
Terschiedener  Reizanzahl  gewonnenen  Summationscurven  von 
einander  abzieht.  Trägt  man  also  die  den  Summationscurven  zu- 
gehörigen Werthe  in  Gurvenform  auf,  so  stellt  uns  ihr  Ge- 
sobwindigkeitsverlauf  die  gewünschte  Gurve  dar. 

Die  nicht  ganz  ausgezogenen  Linien  in  den  auligeftthrten 
Curven  bedeuten ,  dass  nur  die  beiden  Endpunkte  der  Gurven- 
Stucke  bestimmt  wurden. 

An  diesen  Beispiticii  Ii  iu  nun  deutlich  hervor,  was  schon 
aus  der  Formveränderung  der  Einzelcurvc  erkennbar  war,  dass 
die  Gesammtmenge  der  über/Jihligen  Pulse  nut  steigender  Reiz- 
zahl rasch  zunininil,  um  rltensu  rasch  wieder  bis  ungefähr  zum 
30.  und  40.  Reize  zu  fallen.  Von  letzterer  Ueizzahl  an  sinkt  die 
Curve  nur  mehr  sehr  langsam  bis  zum  Grenzwerthe.  Die  Gurve 
verläuft  also  in  ähnlicher  Weise,  wie  die  Aenderung  der  Höhen 
der  Einzelcurven,  und  wird  das  Sinken  der  Gurven  nicht  durch 
ihre  Verlängerung  ausgeglichen. 

Ich  glaube  damit  gezeigt  zu  haben ,  dass  die  den  einsdnen 
hmen  »ukammenden  Wirkungscurven  nicht  identisch  smd,  son- 
dern mü  der  Rm»%ahl  sich  andern^  dass  cUso  die  Einzeicurve  ais 
eine  Fünction  der  Reizzahl  aufgefasst  werden  muss. 

Wodurch  diese  Formveränderung  verursacht  ist,  wird  erst 
später  zu  besprechen  sein.  Server  ich  zu  etwas  Weiterem  über- 
gehe, möchte  ich  noch  einmal  auf  den  RegrifT  der  Grenzcurve 
lurückkomuien ,  uiu  zu  uuleiiuchen,  wie  weit  dessen  Aufstel- 
lung berechtigt  ist. 
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Aus  den  obigOD  Gurven  io  Figur  I4--*13  geht  hervor,  dass 
die  GesammtwirkuDg  der  Eintelreize  von  einer  beslimmten  Reis- 
lafal  an  nur  wenig  und  aUmahlich  sinkt.  Derselbe  Sehluss  lassi 
sich  aus  den  Einselcurven  selbst  ziehen.  Sie  andern  sich  von 
einer  bestimmten  Reixzahl  an  nur  mehr  minimal,  und  verschwin- 
dend gegenttber  den  Differenzen  der  vorausgehenden  Einsel* 
eurven.  liire  ganse  Entwicklang  weist  Überhaupt  darauf  hin, 
dass  die  Unterschiede  mit  fortlaufender  Heizzahl  immer  kleiner 
werden.  Wir  kuuaen  also  sagen,  dass  die  Einzelcurve  sicii 
immer  mehr  und  mehr  einer  Grenzcurvc  niiherl ,  und  dass  der 
Fehler,  die  Einzelcurve  einer  Reizzahl  aiuli  Klr  eine  andere 
nachfolt;ehde  i;ellen  zu  lassen,  immer  kleiner  und  kleiner  wird. 
Insofern  hat  der  Begriff  der  Greozcurve  gewiss  seine  Berech- 
tigung. 

Ich  beschränke  aber  denselben  dadurch  noch  etwas  wei- 
ter, dass  ich  mit  ihm  eine  bestimmte  Eigenschaft  der  Sum- 
mationscurve  in  Verbindung  bringe.  Ich  habe  schon  hervor- 
gehoben»  dass  von  der  maximalen  Reizzahl  an  die  Höhe  der 
Summationseurve  nur  mehr  minimal  zunimmt,  und  dass  sie  ihre 
Gestalt  vor  Allem  durch  die  Verbreiterung  des  Gipfels  Ändert. 
Ein  weitem  Unterschied  kttnnte  nur  in  der  Geschwindigkeit 
des  Abfalls  liegen ,  was  aber  nach  den  Figuren  3  und  6  durch* 
aus  nicht  der  Fall  ist.  In  der  Figur  3  c.  B.  stimmt  die  Gurve 
r  SS  49  und  r  =  20<  in  der  Geschwindigkeit  des  Abfalls  nahezu 
überein,  obwohl  die  Anzahl  der  Reize  ziemlich  verschieden,  und 
die  Reizzahl  r  =  49  noch  keine  maximale  ist.  Ich  könnte  dafür 
auch  noch  weitere  Beispiele  anführen.  Eine  ganz  geringe  Ab- 
flachung (ritt  allerdings  noch  ein,  so  gut  wie  eine  Erhöhung  des 
Gipfels.  Dieselbe  ist  al>er,  wie  ans  der  Uebereinslininumi: 
der  betrettenden  Einzelcurven  hervorgeht,  so  klein,  dass  sie  für 
nicht  all  zu  grosse  Differenzen  in  der  Reizanzahi  vernachlässigt 
werden  kann. 

Weil  also  auch  die  Summationseurve  von  der  maximalen 
Reizanzahl  an  nahezu  eine  constante  Form  annimmt,  habe  ich 
die  Reizzahl,  mit  der  die  Summation  ihren  maximalen  Gipfel 
erreicht,  den  Grenzreiz  genannt,  und  verstehe  unter  der  Grenz- 
curvc die  Einzelcurve ,  welche  dem  Grenzreize  entspricbl.  Da 
aber  eine  Summationseurve  in  Bezug  auf  ihre  Form  nahezu  un- 
abhiingig  von  der  Anzahl  der  Reize  ist,  eignet  sie  sich  sehr  gut 
zur  Lösung  weiterer  Fragen. 
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d.  Die  Abhängigkeit  von  der  Stärke  des  Eeizea. 

a)  Bestimmung  der  Reizstärke. 

Wenn  wir  annehmen,  dass  jeder  Reiz  eineZustandsänderung 
im  nervösen  Appanit  hervorbringt,  nach  welcher  dio  Wirkungs- 
lurvf  sich  richtet,  so  hnheu  wir  zu  berücksichf ii^en,  dass  nur 
eineSif  ninschwankuiiii  eine  solche  Zustandsltnderuog  veranlasst. 
Es  würde  also  strenge  genommen  der  electrische  Reiz,  mit  Aus- 
nahme von  linearen  StromschwankuDgeD,  selbst  schon  eine  An- 
zahl von  Einzelreizen  darslellen,  entsprechend  des  Gesohwin-* 
digkeiisverlaufes  seiner  Gurve,  und  erklären  sich  so  die  ganz 
verschiedenen  Wirkungsourven  von  Strömen  ungleichen  Ver- 
laufes,  aber  ameh  die  gleichen  Wirkungscanren  bei  Strömen 
verschiedener  Steilheit,  Wir  können  also  die  eleetromolorische 
Kraft  nicht  direct  rar  Messung  der  Reisgrösse  benutsen,  da 
wir  die  Abhängigkeit  der  Stromcurven  ven  derseltwn  in  den 
wenigsten  Fallen  kennen.  Dennoch  habe  Ich  dieselbe  aus  Mangel 
M  etwas  Besserem  als  Massstab  für  die  Reizgrösse  angewendet. 
In  diesem  Sinne  aiifgefasst  wird  die  Reizgrösse  von  der  Strom- 
dichte in  dem  durchflossenen  NervenslUcko  dargestellt,  wobei 
noch  als  weiterer  Factor  der  Querschnitt  der  wirklich  erregbaren 
Nervensubstanz  eingeschaltet  werden  müsste.  Die  Stromdichte 
wird  nuscedrückt  durch  die  Intensität  des  Stromes/,  dividirt 
durch  den  Querschnitt  des  durchÜossencn  Stückes. 

Da  nun  die  Intensität  gleich  ist  der  eleclromotorischen  Kraft 
dividirt  dorch  dieGesammtmenge  derL.eitungswiderstande,  d.  h, 

7äs— j  die  eleetromolorische  Kraft  aber  proportional  den  auf 

der  Schlittenscala  aufgetragenen  Einheiten,  so  können  wir  bei 
dem  nMmlichen  Nerven  die  Stremdichte  d.  h.  die  Reizstärke  pro- 
portional den  Schlitteneinheiten  setzen ;  denn  die  Widerstttnde 
der  ganzen  Leitung  bleiben  sich  überall  gleich,  und  nur  ändert 
sich  mit  der  Stellung  der  secundsren  Rolle. 

Bei  dem  Vergleiche  verschiedener  Versuche  untereinander 
dagegen  ist  die  Reizstärke  den  Einheiten  der  Schlittenscala  nicht 
mehr  proportional,  indem  zwar  bei  Anwenciunti  l:!  eicher  Elemente 
die  electromotorischc  Kiift  L  dieselbe  bleibt,  aber  nicht  mehr 
der  Widerstand  U  ,  und  zwar  wegen  Einschaltung  eines  andern 
Nerven  und  auch  ungleicher  Lagerung  desselben  auf  den  Elec- 
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troden;  ebenso  nicht  die  Stromdichte  wegen  uu^leiohen  Quer- 
schnitts des  eingeschalteten  Nervenstückes. 

Soll  der  Einfluss  der  Reizstärke  auf  die  Sammationseurven 

festgestellt  werden,  so  i^o^vah^t  grossen  \'orllieil.  dazu  Cur- 
ven  zu  benutzen,  die  bei  maximaler  Heizanzahl  gewonueu  sind, 
da  man  bei  ihnen  ohne  grossen  Fehler  fUr  ungleiche  Reizdauer 
eine  Correctur  anbringen  kann. 

b)  Einfluss  der  Intensität  des  Reizes  bei  maximaler 

Reizansahl. 

Wie  ich  schon  bei  Rosprechung  der  Summationsvorgifnge 
erörtert  habe,  müssen  die  Cur\'en  auch  von  der  Grösse  des  Inter* 
valls  abhängen.  Es  Ittsst  sich  also  eine  voUstttndige  Ueberain^ 
Stimmung  des  Intensitatseinflnsses  bei  allen  Reihen  nicht  er- 
warten. Trotzdem  wird  es  möglich  sein»  ganz  nnabhttngig  vom 
Intervalle  den  Zusammenhang  der  Reizintensitttt  mit  der  Form 
der  Summationscurve  in  ganz  ähnlicher  Weise  wie  für  die  Reis* 
ansaht  darzuthun.  Ich  fttbre  in  Figur  4  4 — 4  6  Beispiele  dafür  an. 
Figur  44  ist  an  dem  Hunde  U,  Figur  45  und  46  an  dem  Hunde 
Abgewonnen.  Die  Cur\en  sind  ohne  Correctur  der  Pulszalileii 
wiedergegeben,  .juch  ohne  Bertlcksichlicung  des  wahren  Keiz- 
anfanges.  Sic  sind  also  der  Ausdruck  der  direct  durch  die 
Zählung  erhaltenen  Werlhe. 

Ich  habe  deshalb  die  Coriecdir  wesselassen,  weil  die 
Curven  auch  otiue  dieselbe  klar  machen,  u  as  sie  l)e\\  eisen  sollen, 
dann  aber  auch,  um  die  Gleichmassigkeit  der  uocoriigirien 
Curven  an  einigen  Beispielen  zeigen  zu  können.  Die  Eintbei- 
lung  ist  ganz  die  gleiche,  wie  bei  den  vorhergehenden  Sum- 
malionscurvcn. 

Jede  Reihe  ist  im  Allgemeinen  bei  gleicher  Reizdauer  an- 
gestellt, und  habe  ich  mir  erlaubt,  bei  den  Curven ,  welche  zu<- 
^Ilig  davon  abwichen,  eine  Correclur  in  der  Welse  anzubringen, 
dass  ich  den  der  längeren  Reizung  entsprechenden  Corven- 
abschnilt  einfach  wegliess.  So  erklärt  sicli  die  Unregelmässig- 
keit des  Gipfels  In  Figur  4  5  bei  6.6  Scaleneinheiten,  wo  die  Reil- 
differenz  zehn  Secunden  betrug  und  in  Figur  44  bei  45  Ein- 
h<'i(en.  Ich  habe  ja  schon  herNor|^elioben,  dass  auch  die  Suniina- 
lionscurven  maximaler  Reizanzahl  mit  der  Reizdauer  beslamiig, 
weuu  auch  nur  langsam,  sich  erhöhen.  Durch  diese  Correclur 
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wurde  fitr  alle  Curven  das  Ende  der  Reizung  in  eine  Liaie  gelegt, 
die  aoch  auf  der  ZeichnuDg  ausgezogen  ist. 

Aus  den  angefahrten  Beispielen  geht  deutlich  hervor,  dass 
die  Sumroationsourven  mit  der  Reizintensitttt  in  ihrer  ganzen 
Ausdehnung  sich  vergrifssem,  aber  nicht  proportional ,  sondern 
mit  zunehmender  dann  abnehmender  Geschwindigkeit,  bis  end- 
lich die  Curven  von  einer  bestiuuuleii  lalcnsitat  au  sich  gleich 
lileihen.  Dies  ist  die  maximale  Reizstärke,  und  die  ihr  ent- 
sprochende Curve  die  Maximaicurve. 

rebermaviniale  Hoi/e  ändern,  weniijstcns  soweit  icli  es  ije- 
prüfl  Iial>e,  die  Curveui:*  stall  nicht  mehr.  Die  maviinale  Inten- 
sität hat  übrigens  auch  baxi  schon  angeführt.  Wann  die  Curven- 
anderung  ihre  maiLimale  Grenze  erreicht,  läset  sich  graphisch 
nicht  ausdrucken,  wohl  aber  durch  die  Gesammtmenge  der  über- 
lihligen  Pulse,  welche  bei  maximaler  Reizung  sich  nicht  mehr 
andern  darf.  Ich  werde  darauf  bei  Besprechung  der  Gesammt- 
Wirkung,  d.  h.  deren  Abhängigkeit  von  der  Reizintensitttt  noch 
snrttckkonimen. 

Um  die  Gurventfnderung  noch  etwas  genauer  verfolgen  zu 
können,  zerlege  ich  die  Gurven  wieder  in  ihre  vier  deutlich  aus- 
geprägten Abschnitte:  die  latente  Reizung ,  den  Aufstieg,  den 
Gipfel,  und  den  Abstieg. 

Ob  die  Dauer  der  latenten  Heizung  sich  lindert,  ist  nicht 
zu  bestinniieii ,  scheinbar  ist  sie  bei  schwächeren  Reizen  ver- 
engert, was  alicr  auch  in  der  geringen  Höhe  der  Curven  selbst 
begründet  sein  kann.  Von  vorn  herein  wHredie  UnabhJIni^isikeit 
der  latenten  Heizung  von  der  Reizslai  ke  tlas  Wahrscheinlichste, 
da  diesi  lhf  nur  die  Zeit  ausdrücken  soll,  welche  nolhwendip:  ist, 
dnmii  eine  Zustandsünderung  in  fortlaufender  Reihe  wieder  eine 
neue  hervorruft. 

Der  Gipfel  der  Curven  wächst  entsprechend  der  Reizslärke 
zuerst  mit  zunehmender,  dann  mit  abnehmender  Geschwindig- 
keit, bis  er  in  den  Gipfel  der  Maximalcurve  ttbergeht. 

Mit  der  Htihe  der  Curve  nimmt  der  Anstieg  an  Steilheit  zu, 
und  ebenso  die  Krttmmung  der  Wendestrecke  zum  Gipfel,  so 
dass  letzterer  um  so  früher  erreicht  wird,  und  seine  Form  um  so 
raschereiner  Geraden  sich  nähert,  je  grosser  die  Reizstärke  ist. 

Was  den  Abfall  betrifft,  so  wäre  er  wieder  in  zwei  Schenkel 
in  zerlegen,  welche  durch  eine  Wendestrecke  verbunden  sind. 
Der  erste  Schenkel  sinkt  durchwegs  viel  rascher  wie  der  zweite. 
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Die  Aendeniog  des  Abfalls  ist  viel  eomplicirterer  Natur  als  die  f 
des  Aufstiegs.  Solange  die  Gurveu  mit  der  Zunahme  der  Reil*  1 
starke  nocli  mit  waclisender  Geschwindigkeit  ansteigen ,  rttekt  j 
die  Lage  der  Wendestreeke  naeh  aussen  und  nur  wenig  nach  | 
oben.  Dadurch  werden  beide  Schenkel  des  Abfalls  langer  und  l 
durch  die  zunehmende  Steilheit  beider  Schenkel,  insbesondere 
des  ersten ,  die  Krümmung  der  Wendestrecke  grosser.  Sobald 
aber  die  Höhe  der  Gurven  mit  abnehmender  Geschwindigkeit 
wächst,  rtickl  die  Wendestrecke  verliallnissiiiHssig  mehr  nnch 
oben,  der  erste  Schenkel  behalt  seine  Liinge  oder  verküi  zi  sich 
wieder,  und  seine  Steilheit  nimmt  nh.  l)<i(larch  wird  die  Krüai-  ! 
munjj:  dfi-  \\  f'ii(k'sii(M      flacher,  besonders  da  auch  der  zweite 
Schenkel  immer  iiinüsamer  der  Ahscisse  sieh  nJlhert. 

Es  ändern  sich  also  die  Curven  unter  dem  Einfluss  der 
höheren  Intensitäten  hauptsächlich  im  abfallenden  Theile;  und 
es  kommt  vor,  dass  zwei  Curven  sich  nur  mehr  durch  die  Steil- 
heit des  Abfalls  und  die  verschiedene  Lage  seiner  Wendestrecke 
von  einander  unterscheiden. 

Wenn  wir  noch  auf  den  Uebergang  des  Gipfels  zum  Abfall 
achten,  so  ergibt  sich,  dass  dieser  um  so  sf^ter  eintritt,  je 
grosser  die  Reizintensität  ist,  d.  h.  also  auch,  je  früher  der  aof- 
steigende  Gurventheil  in  den  Gipfel  Obergeht*  Demnach  muss 
die  Breite  des  Gipfels  mit  der  Reizintensität  zunehmen.  Was 
die  KrOmmung  selbst  betriflt,  so  nimmt  sie  analog  der  Steilheit 
des  ersten  Schenkels  des  abfallenden  Gurventheiles  zu  und  ab. 

Wir  können  also  in  der  Veränderung  der  Curven  durch 
die  Beizintensität  drei  grosse  Abschnitte  unterscheiden.  Zuerst 
nimmt  die  Höhe,  die  iJInge  und  Steilheil  des  Anslieizs  und  Abfalls 
progressiv  mit  der  Intensität  des  Heizes  zu.  Dies  ist  das  erste 
Stadium.  Dann  vviiehsl  die  Hohe  der  Curve  verhaitnissmässig 
wenig,  die  Steilheit  des  Anstiegs  und  die  Breite  des  Gipfels 
nimmt  aber  noch  zu,  die  Steilheit  des  Abstiegs  dagegen  ab.  Dies 
ist  das  zweite  Stadium.  Im  letzten  Stadium  unterscheiden  sich 
dir  Curven  nur  mehr  durch  ihre  Länge  und  die  Verflaohung  des 
Abfalls. 

Nicht  uninteressant  ist  ein  Vergleich  zwischen  Anstieg  uad 
Abfall  bei  den  einzelnen  Gurven,  wobei  eine  gewisse  Ueher- 
einstimmung  zwischen  beiden  nicht  zu  leugnen  ist.  Sie  nehmeo 
beide ,  anfangs  wenigstens,  in  Bezug  auf  ihre  Steilheit  wie  auf 
die  Krttmmung  der  Wendestrecken  in  ähnlicher  Weise  zu.  Erst 
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bei  den  höheren  InteositSten  nahe  dem  Maximelreite  beginnt 
die  Terflachnng  des  AbfallSi  wahrend  die  Steilheit  des  Anstiegs 
nwh  welter  znnimnit.  Trotzdem  ist  von  Anfang  an  schon  ein 
ÜBlersehied  zwtsehen  denselben  bemerkbar,  indem  bei  niederen 
lotansitüten  der  Abfall  oonstant  steiler  ist  wie  der  Anstieg,  eine 
DUTerenZy  die  sich  in  der  Folge  gerade  umkehrt.  Es  mnss  also 
die  Geschwindigkeit  des  letzteren  viel  rascher  zunehmen,  als  die 
tles  absteigenden  Curventheiles. 

Au  der  Figur  15  auf  Taf.  II  lössl  sich  diese  Veränderung 
der  Summalionscurve  unter  dem  Eiiifhisse  der  Beizinlensitiit 
sehr  schon  verfolüen,  die  maximale  Intensität  ist  in  diesem  Bei- 
jpiele  wahrscheinlich  bei  =  68  schon  erreicht.  Km  ganz  ähn- 
liches Resultat  liefert  die  Reihe  auf  Figur  46  dieser  Tafel,  die 
10  dem  nämlichen  Hunde  A'  nur  bei  einem  grösseren  Intervalle 
ausgeftlbrt  ist.  Die  Maximalintensität  liegt  hier  erst  bei  \  1 1  Ein- 
lieiten,  ist  also  ziemlich  verschieden  von  der  in  Figur  45.  Es 
Isseen  sich  auch  beide  Reiben,  trotzdem  sie  an  dem  gleichen 
Hunde  ausgeführt  sind,  nicht  direct  vergleichen,  da  die  Hebel- 
Ceschwindigkeit  an  dem  Retzinslrumente  verschieden  war. 

Auf  Figur  44  von  Tafel  II  ist  besonders  die  Entwicklung  der 
Cnryen  fttr  höhere  Intensitäten  schdn  zu  sehen,  indem  von  der 
ReizstSrke  £  s  50  an  die  GurvenSnderung  hauptsächlich  auf 
den  abfallenden  Theil  sich  beschränkt. 

Aus  diesen  Beispielen  ist  ersichtlich,  dass  mit  der  Stärke 
des  Reizes  die  Cui  vcnform  eine  complicirtere  wird.  Bei  ein- 
facher Summirung  sollten  für  jede  Grenzcurve  Abtail  wie  An- 
Äieg  die  nämliche  Gestalt  besitzen,  was.  wie  schon  bemerkt, 
seihst  bei  geringen  Reizstärken  nicht  der  Fall  ist.  Der  Unter- 
schied wird  aber  um  so  grösser,  je  höher  die  Keizintensität  ist. 
Die  Ursache  dieser  Abweichung  wird  sich  erst  erkennen  lassen, 
weon  wir  den  Einfluss  der  Retzstärke  bei  submaximaler  Reiz- 
anzahi,  besonders  auf  die  Einzelcurve,  betrachten  werden«  Es 
Usst  sich  übrigens  aus  den  vorliegenden  Summationscurven 
schon  der  Schluss  ziehen,  dass  wenigstens  die  mittleren  Einzel- 
carven  mit  der  Reizsttfrke  an  Hohe,  Länge  und  Steilheit  zu- 
nehmen, und  zwar,  wie  die  Summationscurven  selbst,  anfangs 
mit  zunehmender,  dann  abnehmender  Geschwindigkeit. 

Gehen  wir  noch  auf  den  Totaleffect  der  Reizung  ein ,  so 
teigt  sich,  dass  er  ebenfalls  mit  der  Reizstarke  bis  zum  Haximal- 
reize  zuoimuit.    Für  die  angeführten  Curvenreihen  habe  ich 
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folgende  Zahlen  als  Gesammtmenge  der  ttbenShligen  Pulse 
erhallen : 


Versuch  S 

Versuch  17 
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68 
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50 
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51 
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64 
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0.431 
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59 
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90 
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59 

54.00 

1.040 

08 

54 

74.95 
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54 
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Um  den  Begriü  dos  Maximalreizes  sicher  zu  slelleD,  füge 

ich  noch  einige  Zahlen  des  Versuches  0  bei  dem  Inlervaile 
»OJrhtnzn: 

Einheiten:  L'eberz.lhliize  Pulse: 

S87  66.86 

362  66. U 

536  66.80 

Solche  Bcis|)iele  könnte  ich  nocti  verschiedene  anlülireu. 
doch  mögen  diese  genügen,  da  ohnehin  sp<iter  noch  Gelegenheil 
sein  wird,  derniif  zurttckzukomnien. 

Die  angeführten  Zahlenwerthe  sind  allerdings  nicht  voll- 
kommen richtig,  indem  nicht  für  alle  Curven  das  Ende  der  Heil- 
wirkung vollsttlndig  vorlag.  Ich  habe  mir  aber  in  der  Weise  ge- 
holfen, dass  ich  die  Curvenabschnitte  anderer  Reihen  tu  Bfilfo 
nahm. 

Dieses  Verfahren  ist  allerdings,  wie  aus  der  Gurvengestatt 
hervorgeht,  nicht  ganz  correct,  da  mit  der  ReizgrOase  der  zweite 
Schenkel  des  Abfalles,  nm  den  es  sich  immer  nur  handelt, 
ebenfalls  sich  ändert;  die  Fehler,  die  ich  dabei  machen  konnte, 
sind  aber  doch  nur  geringe,  weil  das  fehlende  CurvenstUcl: 
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Qberiiaapt  nur  Uein,  und  weil  für  tthnliohe  ReiBgrOssen  die 
Diflerent  analoger  Gimreiiiheüe  gleichfalls  nicht  bedenlend  ist. 
Ein  weiterer  Fehler ,  der  aber  noeh  weniger  ins  Gewicht  fiillt, 
ist,  dass  die  einselnen  Abschnitte  nicht  hei  vollkommen  gleicher 

Reinroffthl  gewonnen  sind.  Da,  wie  schon  erörtert  wnrde,  mit 

iunehmender  Reizanzahl  der  entsprecheude  Zuwachs  immer 
kleiner  wird,  so  muss  die  aus  einer  grösseren  Reizanzahl  gewon- 
Qene  mittlere  Gesaminlwirkuiii^  für  brauch  kleiner  ausfallen. 

Aus  den  obigen  Zahlen  ergiebt  sich  das  nämliche  Resultat, 
wie  aus  den  Curveii  selbst,  dass  der  mittlere  Werth  eines  Reizes 
mit  der  Intensität  constant  zunimmt,  bis  die  maximale  Intensität 
erreicht  ist. 

Werden  die  obigen  Zahlen  in  Curvenlorm  aufgetragen,  und 
iwar  die  Stärke  des  angewandten  Reizes  als  Abscisse,  die  auf 
«Ben  mittleren  Reiz  treffende  ttberstthlige  Pulsmenge  als  Ordi- 
äste  (Figur. 4 7,  Tafel  II),  so  seigt  sieh»  dass  eine  solche  Cnrve 
lehr  bald  ihre  Maxlmalsteilheii  erreicht^  nmdann  gans  allmählich 
der  Geraden  sich  su  nähern.  Die  Grösse  der  Veränderung 
nimmt  also  nicht  proporUonal  der  Reisintensität  zu,  sondern 
wädist  nach  einer  kurzen  raschen  Zunahme  immer  langsamer, 
bis  sie  bei  maximaler  Intensität  =  0  wird. 

Zum  Verständniss  der  Curven  in  Figur  17  sei  noch  er- 
wähnt ,  dass  die  Resultate  der  Versuche  N  und  U  nicht  direet 
vergleichbar  sind,  da  sie  an  verschiedenen  Thieren  gewonnen 
wurden.  Sie  könnten  allerdings  vergleichbar  gemacht  werden, 
wenn  man  für  jeden  Versuch  den  wahren  Maximalreiz  100 
setzen  würde ,  was  aber  an  der  Schwierigkeit  scheitert ,  die 
Grenze  der  Maximalintensität  zu  bestimmen ,  indem  die  Resul- 
tate einer  Reisnng  erst  nach  Ausführung  der  Versuche  durch 
genaue  Rechnung  erhalten  werden  können* 

Ein  solcher  Vergleich  wttrde  aber  auch  nur  Uber  die  Ab- 
bängigkeit  einer  Reizung  von  der  Erregbarkeit  des  nervösen 
Apparates  etwas  aussagen  können,  was  vorläufig  ausserhalb  des 
Rahmens  meiner  Untersuchung  lag. 

c)  Einnuss  der  Reizintensität  bei  submaximaler 

Anzahl  von  Reizen. 

Nachdem  sicher  gestellt  ist,  dass  mit  der  Intensität  des 
Reizes  die  Heactionscurve,  wenigstens  bei  maximaler  Reiz- 
anzahl ,  sich  in  gesetzmässiger  Weise  ändert ,  Trägt  es  sich ,  ob 
]htk<fbjs.  gimm.  isae.  I  s 
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diese  Aendeniiii:  bei  jeder  Reizanzahl  gleich  massig  auUritt,  uder 
ob  auch  sie  nach  der  Beijsanzaid  variabel  isl,  d.  h.  ob  die  Dämliche 
Differenz  in  der  ReizintensiUt  auf  Summationseurveii  ungleicher 
Reizenzahl  versohieden  einwirkt. 

Leider  iat  es  mir  nichi  mi^licb,  die  einzolnen  Stadien  der 
VeraoderuDg,  welcbe  die  SiunmaUaDSourven  durch  die  fteixin- 
lieDaiUlt  erleidfiu,  au  dem  gleichen  Intervalle  auf  obi^  Frage  zu 
praCen.  Naohdem  aber  der  Zusammenhang  swiscben  Reizinteü" 
stUii  und  Obentthliger  Pulsaaht  eine  so  grosse  (Besetsrnttssigkeit 
zeigt,  wird  eine  Verallgetneinerung  der  Resultate  wohl  tbunltch 
sein. 

In  den  Figuren  48—20  auf  Tafel  Ii  und  auf  Tafel  III  hal.p 
ich  Beispiele  lieizebfu  Ulior  den  l.niiluss  der  Reizintensit^it  ,iiif 
die  Curvenenlwickluni.!  nach  der  UoizaDzaUJ.  IHe  (^nrveii 
sauinillich  aus  dem  \ fi^üuche  Y  an  dem  nUmliclun  UtunJe 
wonnen,  nach  liii  ♦  in  wahren  Anfungo  corrigirt  und  in  derselben 
Weise  wie  die  trüheren  wiedergegeben.  Die  Cinven  gleicher 
Farbe  gehören  einer  UeiziniensitUl,  und  diejenigen  gleicher 
Zeichnung  der  njimiichen  oder  wenig^ens  einer  nahe  liegenden 
Anaahl  von  Reizen  an. 

Figur  20,  fafei  Ul  xeigt  Reihen  des  Intervalles  0.42  und 
Ewar  bei  den  Intensitliien  300,  377  und  464  Einheiten.  Die 
Reinntenaiiat  von  464  Einheiten  ist  noch  nicht  gans  maximal, 
das  Maximum  lag  erst  bei  509  jF.  Wir  haben  also  hier  Vei^ 
suehsreihen  vor  uns,  die  ungefähr  dem  ersten  Stadium  der  Ent- 
wicklung ')  entsprechen,  was  sich  an  der  mit  dem  GipCelwaohs- 
thum  zunehmenden  Steilheit  des  Anstiegs  und  Abfalls  erkennen 
lüsst,  so  dasis  die  Gipfel  der  Sunmjationj>curven  gleicher  Hei/- 
anzahl  nahezu  sonkreohi  Uber  einander  liegen.  Denken  wir 
uns  die  Cur\enreih(!  \on  E  =  iG4  noch  bis  zu  40  r  erweitert, 
so  ergibt  sich  für  die  von  der  Heiz^rüsse  abhiingii^e  Verände- 
rung ein  Bild,  wie  es  z.  B.  in  l  igur  15,  Tafel  II  bei  Versuch  .V 
Int.  s=  0.18  für  die  ersten  14  £  erhallen  wurde.  Es  nehmen 
also  die  Summationscurven  bei  jeder  Heisanzahl  mit  der  Reif- 
intensitat  in  ihrem  ganzen  Tm fange  zu. 

Betrachten  wir  jede  Reihe  ftlr  sich  gesondert  in  ihrer  Ab- 
hängigkeit von  der  Reisansahl ,  so  lllsst  sich  an  ihnen  dieselbe 
Entwicldung  erkennen,  wie  sie  schon  früher  festgestellt  wurde. 
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Wm  wir  dagegen  die  SummatioDscarTen  gleicher  Rei^BDsahl 
aber  veraehiedener  InteDsUllteii  mit  einander  vergleioheD,  so 
luden  wir  sofDrt^  daas  dieselben  sich  mit  der  Reiiaosahl  nicht 
m  gleicher  Weise  andern.  Bei  300  £  steigt  der  Gipfel  mit  zo- 
nehmender  Geschwindigkeit  bis  r  «  SO,  von  da  an  in  langsam 
abaehmendem  Maasse.  Ebenso  nimmt  die  Steilheit  des  Abfalls 
iftfrogs  zu,  von  r  =  20  an  aber  nur  mehr  sehr  langsam.  Bei 
317  besiinnl  die  Ahnahme  des  di^tlelw  achslbums  sehuii  von 
r=  10  an.  dessleichen  wfichst  die  Gtschwindigkeit  des  Abfalls 
viel  ianizsanier  als  bei  K  —  30ü.  iNorh  cleichförmiger  \erlanfen 
>  ti-n  von  dt;n  ♦msIcii  lioizcii  an  die  Curven  i)ei  =  464.  Al>- 
iiesehen  von  dem  ijerinijen  Gipfelwaehslhum  erscheinen  diesel- 
ben in  ihrem  absteigenden  Theile  nahezu  parallel,  und  beginnt 
bei  r  =3  2d  schon  eine  geringe  Verflachung  des  Abfalls,  was  bei 
den  übrigen  Intensitäten  Uberhaupt  nicht  nachweisbar  ist. 

Daraus  folgt,  dass  die  Summattonseurven  allerdings  mit  der 
hUntäm  MunekmeUf  aber  m  ecner  non  der  RnMmxahl  ahhäng^en 
Weise, 

Gans  ähnliche  Resultate  ergeben  auch  die  andern  Beispiele. 
In  Figur  49,  Tafel  III  finden  sich  Reihen,  die  einer  etwas  höhe- 
ren  Intensität  entsprechen,  ungefähr  dem  zweiten  Stadium.  Sie 
sind  mit  dem  Intervalle  O.SO  bei  den  Retzeinheiten  300  und  377 

aosgeftthrt,  welche  letztere  schon  nahezu  maximal  ist.  Die 
Curven  zeigen  das  Bild,  wie  es  auf  Figur  lö.  Tafel  II  durch  die 
Rpiiung  mit  26 — i7  Kinheilen  hervorgerufen  iiidftn  in 

iliiH'ii  liei  die  beiden  Schenkel  des  Abfalls  verbindende  Wende- 
punkt schon  bedeutend  noch  oben  gerückt  ist,  f'ine  Verschie- 
huntz.  welciie  mit  der  llriioliung  der  InlcnsitJit  noch  fortdauert. 
Der  Grund  hierfür  liegt  darin,  dass  mit  wachsender  ReizanzabI 
wohl  die  Höhe  des  Gipfels,  aber  nicht  der  erste  Schenkel  des 
abCallenden  Curventheiles  an  Lance  zunimmt.  In  dieser  Reihe 
prigt  sich  nun  der  Einfluss  der  Reizanzahl  auf  die  durch  die 
Aeoderung  der  Intensität  hervorgerufene  DiOerenz  der  Summa- 
tioDscnrven  noch  weit  deutlicher  aus,  indem  der  anfänglich  be- 
stdiende  Unterschied  mit  Erhöhung  der  Reizanzahl  constant  ab- 
nÜDmt,  und  sehliesslich  nur  mehr  eine  geringe  DilTerenz  in 
der  Lage  des  Gipfels  und  des  Wendepunktes  im  abfallenden 
Gnrventheile  Obrig  bleibt. 

Noch  näher  stehen  sich  die  Reihen  auf  Figur  48,  Tafel  II. 
Nur  ist  zu  berUcksichti^ieu,  dass  hier  £  =  377  schon  übermaxi- 
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mal  ist,  weshalb  die  Aenderung  der  SummatioDscnrve  durch 
die  Steigerung  der  luleusität  voo  300  auf  377  £  nur  mehr 
sehr  klein  sein  kann.  Während  der  Unterschied  bei  einer  klei- 
nen Reizansabi  nocb  ziemlich  bedeutend  ist,  versebwindet  er 
für  die  böberen  Summationscurven  fast  vollslilndtg,  so  dass  die 
höchsten  Gurven  sich  beinahe  decken. 

Es  geht  aus  diesen  Beispielen  hervor,  dass  die  Reizinten- 
sität  auch  auf  die  EntwicUung  der  Sammatlonseurven  nach  der 
Reizansabl  von  grossem  Einfluss  ist,  und  dass  die  Aendemog, 
welche  die  Gurven  von  maximaler  Reisanzahl  bei  dem  Wechsel 
der  Intensität  erleiden,  nicht  auf  die  bei  verschiedener  Reiz- 
anzahl gewonnenen  Curven  entsprechend  dieser  Reizanzalil  sich 
verlheilt,  sondern  erst  im  Laufe  der  Summation  sich  ausbildet. 

Dass  die  iunztlcurve  eine  Function  der  Reizintensität  ist, 
war  von  vornherein  anzuneiimen ;  aus  obiger  Thatsache  (jeht  aber 
hervor,  dass  diese  Function  nach  der  Heizanzuhl  variabel  ^ein 
mu$s.  Ich  will  nun  die  Gesetzm^igkeil  dieser  Abhängigkeit 
darzuiegeu  suchen. 

d)  Die  Einselcurve  in  ihrer  Abhängigkeit  von  der 

Reisintensität. 

Die  Einseicurveo,  welche  ich  in  Fignr  94—28  anf  Tafel  Iii 
anführe,  sind  in  gleicher  Weise  gewonnen  wie  die  frllheren, 
und  zwar  aus  den  Summationscurven  der  Figuren  18 — 80, 
Tafel  II  und  Tafel  III,  denen  ich  noch  eine  weitere  in  Figur  24 
auf  Tafel  III  angefügt  habe.  Gleiche  Farben  bedeuten  auf  ihnen 
wieder,  wie  bei  den  Summationscurven,  gleiche  Intensität;  der 
Untersohted  in  der  Zeichnung  soll  die  verschiedene  Reizanzahl 
wiedergeben. 

Figur  23,  Tafel  III  eulsj)iicht  den  Summationscurven  auf 
Figur  20  derselben  Tafel.  Die  eine  dieser  Reihen,  nünilich  die 
der  Intensität  £=  300,  ha  he  ich  schon  bei  Bospi-cchunu  (i*^r 
EntwifkhiiiL' der  Einzelcurve  nach  der  Reizzalil  ;iTiL;efii!irt .  Was 
uns  au  dieser  Stelle  interessirt,  ist,  dass  die  Einzekurveu  bis 
sum  zwanzigsten  Reize  gleichmüssig  an  Umfang  zunehmen, 
ohne  sich  in  ihrer  Form  wesentlich  su  unterscheiden.  Voo 
r  =  20  an  beginnt  die  rückläufige  Bewegung,  in  Zusammenhang 
mit  der  schon  froher  erwähnten  Umgestaltung  der  Gurvenfonn. 

An  der  zweiten  Reihe,  die  bei  der  Intensität  B  »  377  ge* 
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Wonnen  wurde,  lässt  sich  derselbe  Zusanmu  nhang  zwischen 
der  Form  der  Einzelcurve  und  der  Reizz^hl  luichweisen.  Die 
Einzelcurven  nehmen  dofänglich  zu,  um  von  einer  bestiminfen 
Roizzahl  an  mm.  allmählich  der  Grenzcurve  sich  zu  nähern, 
üaoz  dasselbe  lindet  auch  bei  der  Intensität  404  statt. 

hJs  ändert  sich  also,  wie  es  schon  früher  attsgetprochen 
tcurde,  die  Einzelcurve  in  ganz  bestimmter  Weise  mit  Mun^nnen- 
äer  Reiz  zahl,  sie  ist  also  eine  FüncUon  derselben,  %md  jswar  bei 
jeder  Intensität, 

Wenn  wir  die  Einzelcurven  der  versehiedeiieii  Reihen  mit 
einander  vergleiehen,  so  erhalten  wir  den  Einfluss  der  Reiz- 
Intensität  auf  die  Einzelcurve*  Dabei  ergibt  sieb,  dass  dieselben 
mit  der  Grösse  des  Reizes  in  ihrem  Umfange  zunehmen.  Wah- 
rend aber  dieCurven  der  niederen  Reizsablen  (I  —K^)  sehr  be- 
deutend wachsen,  und  zwar  ohne  ihre  Gestalt  viel  zu  Sndern, 
sind  die  Grenzcurven  nur  mehr  sehr  wenig  ve/schieden^  haupt- 
sächlich in  Bezug  auf  ihre  Liintie  und  Verflaehune  des  zweiten 
Schenkels  im  abfallenden  Curventheile.  Ks  geht  dies  wenigstens 
aus  dem  Vergleich  der  mittleren  Einzelcurven  für  r  =  (30 — 40) 
bei  den  Intensililten  A  =  300  und  ^=377  hervor. 

Leider  habe  ich  für  die  Intensität  46 i  koint^  nnnlose 
Curve  anzugeben.  Es  lässt  sich  aber  doch  aus  der  iJitlerenz  der 
Curven  4  0 — 10)  und  (49 — 29)  entnehmen,  dass  auch  für  diese 
Intensität  die  Grenzcurve  nicht  viel  von  den  anderen  abweichen 
kann. 

Da  nun  die  Gurven  der  niederen  Reizzahlen  mit  der  In- 
iensitilt  zunehmen,  die  Grenzcurven  aber  von  ihr  nahezu  unab- 
hängig sind,  so  muss  die  rttckläu6ge  Bewegung,  welche  die 
Entwicklung  der  Einzelcurve  mit  steigender  Reizzahl  erfthrt, 
tun  so  bedeutender  sein,  je  mehr  die  Einzelcurven  anfangs  zu- 
feuommen  haben,  d.  b.  je  grösser  die  ReizintensitHt  wsr. 

Es  bleibt  uns  noch  zu  untersuchen  übrig,  wie  die  Einzel- 
curve, als  Function  der  Reizzahl  aufgcfasst,  mit  der  IiUensitai 
sich  ändert.  Wir  haben  schon  bemerkt,  dass  bei  der  Intensität 
300  dieCurven  bis  r=20  ziniehnion.  dass  dageeen  die  rUck- 
Isiifiiie  Bewecuns  1mm  der  Intensität  464  an  der  mittleren  Einzel- 
curve  r  =  (iO — 19J  schon  sichtbar  ist.  Daraus  ergiebt  sich  der 
Satz: 

Die  Entwicklung,  welche  die  Einzelcurve  abhängig  von  der 
Reiuabl  durchmacht,  ist  insofern  eine  Function  der  intensilflt, 
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ate  sie  mit  zanebmender  Reizgrösse  rascher  sieh  vollziehi,  indem 

die  Einzelcurveo  eineslheils  rascher  mit  der  Reizzahl  wachsen, 
{ibor  auch  eiilsprecliend  früher  ihre  rück lauhije  Hewetiung  be- 
giuncD.  Daher  koiiunl  es  auch,  dass  die  <.urven  der  lutensitaien 
300  und  404  au  einer  bestimmten  Stelle,  bei  der  mittleren 
Einzeicur\e  /  =(10  — 19)  resp.  (9  —  20),  sich  niiheru.  um  dann 
^vieder  bei  1 19 — £0  resp.  '90 — 30)  weiter  auseinander  zu  treten. 
Zugleich  möchte  ich  noch  hervorheben,  dass  in  dieser  licihe  die 
mittleren  Eiozetcurven  bis  zur  Grenzcurve  bei  den  höheren  In- 
tensitäten auch  grösseren  Umfang  besitzen. 

Auf  Figur  (22),  Tafel  III  Imden  sich  die  Einzelcurveo, 
welche  den  SummationseurYen  der  Figur  (49),  Tafel  Iii  ange- 
hören. Ich  habe  ihnen  nur  noch  eine  weitere  Reihe  von  der  Inten- 
sität E  8  464  als  dem  maximalen  Reise  hinsugefügt.  Diese 
Reihe  ist  mit  den  beiden  andern  nur  unter  Vorbehalt  vergleich- 
bar,  indem  ihre  Summationsourven  von  einer  andern  normalen 
Pulssaht  aus  gerechnet  sind.  Da  aber  hierdurch  nur  die  bei 
geringer  Reizzahl  erhaltenen  mittleren  Einzeicurven  verändert 
vi'erden,  und  es  sich  hier  nicht  uiu  «ibsolute  Werthe  der  (lurven^ 
sondern  huuptsilchlich  um  deren  Veränderung  mit  der  Heizzahl 
handelt,  habe  ich  dieselbe  doch  angereiht. 

Aus  den  Reihen  iiabe  ich  solche  uiitllere  Einzeicurven 
weggelassen,  welche  zum  weiteren  Vei  stiiudtiiss  nichts  beitragen. 
Es  fehlt  in  der  Reihe /i'=300  die  miniere  Einzelcurve  (30  —  40). 
Sie  wtlrde  gerade  in  die  Milte  zwischen  /•=  (19  —30)  und  r« 
(40—54)  zu  liegen  kommen.  Bei  £«377  fehlt  die  mittlere  Ein- 
zelcurve r=(29  — 40),  und  liegt  dieselbe  etwas  tlber  der  Einzel- 
curve ra3(40-*48).  In  der  Reihe  £»464  ist  raB(30— 39)  weg- 
gelassen, dieselbe  illllt  nahezu  zusammen  mit  rai(39— 99). 

Aus  air  diesen  Gurven  ergibt  sich  wieder  das  nämliche  Be^ 
snltat,  was  wir  schon  aus  Figur  S3,  Tafel  III  erhalten.  Die  £nl- 
wichlung  der  Curven  nach  der  Reivzahl  verlSuft  bei  allen  Inten- 
sitäten in  analoger  Weise.  Die  Curven  der  niederen  Reizzahlen 
nehmen  mit  der  Intensität  zu,  wie  sich  aus  dem  Vergleich  der 
Reihen  /:  ==  300  und  E  =  377  ergibt.  Die  Reihe  464  ist  hier 
gerade,  aus  dem  voi  her  erwaimlen  Grunde,  nicht  in  Hechuung 
zu  ziehen.  Ebenso  sind  die  (irenzcui-ven  sehr  wahrscheinlich  bei 
allen  Intensiliiten  nahezu  gleich.  Die  Einzeicurven  r=^40 — 51) 
und  'iO  — 48  sind  allerdings  noch  keine  Grenzcnrven.  weichen 
aber,  wie  sich  aus  dem  Vergleich  mit  r8s(d9— 99)  ergibt,  nicht 
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weit  voD  denselbi'ii  ab.  Nur  der  Beweis  Uber  die  verschiedene 
riwrhwindiakeit  der  Curveiientwieklung  bei  den  einzelnen  In- 
ir^dsiUiU  n  ist  gerade  an  dieser  Hoihe  schwerer  zu  (Erbringen. 
F>  Uvst  sich  über  docli,  wenn  wir  die  mittleren  Eiuzeicurven  der 
liolieren  Heiz7.;dilo!\  hfMr?t<-ht(Mi .  imch  Verschiedenes  aus  ihnen 
enioehnien.  Die  mittlere  iMiizeicurvo  r  =  (90  —30)  ist  nUmlich 
bei  allen  Iniensilaten  nahezu  gleich  hoch ,  und  weist  sogar  die 
Garve  der  kleinsten  Reizgrösse  £»300  den  höchsten  Gipfel  auf, 
wtan  aaeh  die  Laugen  der  Cnrven  immer  noch  mit  der  Intensitttt 
xnehniii^  Noch  mehr  interessiren  die  mittleren  FJozelcurven 
(40^50),  da  hier  der  Mohste  Gipfel  auf  die  der  kleinsten 
MtgFtMse  angelMlrtge  Cnnre  f^llt,  welche  ttberhaupl  mit  Ans^ 
nähme  ihrer  Ulnge  die  anderen  Uberragt ;  denn  aneh  die  der 
Mhe  iFs464  angehorige  Gnnre  r»(ao— 39)  liegt  unterhalb 
derselben  und  fxlll  mit  der  Grenseurve  faB(d9  — 99]  nahesu 
inBammen. 

Während  also  bei  der  ersten  Gruppe  der  Einzelenrven  die 
Cur\en  hoher  InlensilSIten  in  ihrer  uaruen  Ausdehmini^  die  der 
anderen  Uberratsen,  f^ibt  es  in  dieser  Reihe  eine  Reizznhl,  mit 
der  die  Ei'nzelcurven  höherer  Reizgrössen  unter  die  der  kleineren 
henih^inken.  Dies  ist  auch  ein  Beweis  für  die  vorher  aus- 
sesproetieue  l^ehauptuna.  dass  die  Gesehwindiiikeil  (iorCurven- 
eotwicklung  nach  der  Reizzahl  von  der  Intensität  abhängt.  Diese 
Renzahl,  bei  der  die  Curven  der  höheren  Intensitäteo  unter  die 
ier  niederen  herabsinken,  liegt  sehr  wahrseheinitch  zvriaehen 
rs20undr=30. 

Die  nSmHehen  Thaiaacfaen  lassen  sich  aus  den  Gurven  der 
Pigor  %i ,  Tafel  III  entnehmen,  welche  den  Sumniationsoanren 
von  Figor  49,  Taiel  11  entsprechen  'und  kann  mit  ihnen  beson-* 
dars  der  Beweis  erbracht  werden,  dass  die  Entwicklung  der 
Sinselonrve  nach  der  Reiziahl  von  der  Intensitttt  abhUngig  ist, 
darch  Vergleich  der  mittleren  Einaelourven  r  (40  90)  resp. 
r»(4t»49)  bei  der  Intensität  EraZOQ  mit  i?«377.  Denn  die 
Curve  der  höheren  Reizgrössc  Er=.^'^^  hat  schon  ganz  die  Form 
der  riukli  Ii  filmen  Bewecuni;  anuonommen,  ist  auch  viel  tiefer 
gesunken,  uie  die  der  kleineren  Inlensiliit  angehörige  Cui've. 
Aurli  die  Grenzcurven  sind  wieder  nahezu  identisch,  nbcleich 
sie  nicht  den  nJImlichen  Reizzahlen  entsprechen,  da  die  eine 
flic  mittlere  Einzeicurvo  von  r  =  (41  —^01),  die  andere  von 
r  9  (49^904)  vorstellt.  Die  wahren  Grenzcurven  müssen  also 
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einander  noeh  viel  näher  stehen,  alt  es  hier  zum  AiisdnidL 
kommt.  Jedenfalls  geht  aber  aus  dieser  Gruppe  hervor,  dass 
die  EiüzelcurveD  der  verschiedenen  Intensitäten  in  liner  Mnt- 
wickluDg  sich  wieder  an  einer  bestimmten  Stelle  kreuzen,  und 
zwar  liegt  in  diesem  Beispiele  der  Kreuzungspunkt  um  Vieles 
höber  wie  vorher,  d.  h.  ganz  an  dem  Anfange  der  rUcklilufi|^o 
Beweguüi;  zwisc  hen  rs=10  und  r=%0. 

Ich  hahi  noch  ein  weiteresBeisj>ie!  \n  Fiuur2J4,  iafel  II!  einye- 
schallet,  mil  zweiHeihen  vou Einzeicurveu bei  den  schon höbereu 
lntensiiätenif=s273  und/f  =  300,  f(ir  welche  ich  die  SuDMuations- 
curven  weggelassen,  weil  an  ihnen  nichts  Weiteres  zu  sehen  ist. 
Die  Reihen  sind  dem  Versuche  X  entnommen  und  sind  mil  dem 
Intervalle  von  0.20  See.  ausgeftlhrt.  Ich  wähle  gerade  dieses  Bei- 
spiel, weil  hier  an  der  wichtigsten  Steile  der  Curvenentwicklnng 
eine  weitere  mittlere  Einxeleurve  eingeschoben  ist,  so  dass  gerade 
diese  Reihen  ein  schönes  Bild  von  der  ungleiehen  Entwicklung 
der  Curven  bei  den  einseinen  Intensitäten  gewahren,  DieEtniel* 
curven  der  Reihe  E  =  273  nehmen  bis  zur  Gurve  r  a  49,  die 
der  Reihe  E  e=  300  bis  r  «s  45  zu.  Auch  hier  ist  also  die  Ent- 
wicklung bei  der  höheren  Intensität  eine  viel  raschei  e  .  wes- 
halb auch  anfangs  der  Unterschied  zwischen  den  Curven  Ijcidtr 
Reihen  mit  der  Reizzahl  zunimmt.   DaiUr  tritt  die  rücklauüge 
Bewegung  bei  ihr  frtiher  auf.  so  dass  die  Differenz  der  Curven 
immer  mehr  verschwindet,  und  sogar  negativ  wird,  wenn  die 
mittlere  Einzelcurve  r  =  20 — M)  bei  der  höhereu  Intensität 
unter  die  der  niederen  hcral)sinkt. 

Fügen  wir  nun  die  bei  den  verschiedenen  Intervallen  er- 
lialtenen  Resultate  zu  einem  Ganzen  zusammen,  so  erhalten  wir 
als  Ausdruck  für  die  Abhängigkeit  der  Einzelcurve  von  der 
Reizintensitat  folgendes  Gesetz : 

Die  EmMdcurven  nehmen  mü  der  IntetutUU  du  Jleuss  im 
AUffememen  xu.  Doch  bezieht  sieh  diese  Zunahme  kan^Uächlich  auf 
die  Emselcurven  der  niederen  AeisjsoA^,  toührend  die  Chrenzcurwn 
der  verschiedenen  Intensitäten  nahezu  identisch  sind*  Dadutirth 
ändert  sieh  mü  der  Reizgrösse  die  EntwieMung  der  Emsseieurve 
nach  der  Reizzahl  in  der  Weise^  dass  sie  mit  steigender  AetssoA/ 
um  so  mehi  zuntnt/nij  aber  auch  um  äo  liefer  wieder  smkijje  hoher 
die  Intensität  ist, 

Mil  der  He (z</ rosse  ändert  mdi  aber  auch  der  Gang  der  Ent- 
widdunyf  indem  die  Einzdcurvm  mit  zunehmender  Intensität  thr 
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Maxnmtm  früher  erreUAen^  und  mü  ^ässerer  Geichwmdi^seü 
iktr  GrenMCurve  sich  nähern. 

Während  also  bei  iniuleren  Reizurössen  die  Einzelcurven 
der  grösseren  Intensiial  in  ihrem  gan/eii  UDafange  die  der  klei- 
oeren  überragen,  tritt  durch  diese  Verschiebung  in  der  Gurven- 
eoiwit  klung  bei  stärkeren  Reizen  der  Fall  ein,  dass  die  Curven 
der  höheren  Intensitäten  unter  die  der  kSenu  ren  herabsinken, 
oad  zwar  um  so  früher,  je  grösser  der  angewendete  Heiz  ist. 

Es  ist  demnach,  was  wir  schon  aus  den  Summationscurven 
gescbkkssen ,  die  EiDzeicurve  eine  Functioii  der  Intensität,  aber 
anch  die  Veränderung  der  Einzelcurven  nach  der  Reizzahl  in 
Btni^  auf  die  Intensität  variabel,  iiod  Utest  sich  aus  ihr  schoo 
«ckamieD,  ob  die  bei  einer  Reiiung  angewandte  InteDsiUil  hoeh 
oder  niedrig  gewesen  tat» 

Mit  BoUe  des  obigen  Gesetzes  lassen  sieh  die  Aenderungen, 
wdcfae  die  Snmmationscarven  mit  zunehmender  Intensitlli  er- 
leklen, leieiit  erklären.  Da  die  von  der  ReisintensiUft  bedingten 
IKffmnsen  der  Einielcnrven  mit  wachsender  Reizsabi  abneh- 
men, müssen  auch  die  Unterschiede  der  Summationscur\  en  mit 
letzterer  sich  verringern,  und  zwar  um  so  rascher,  je  grösser  die 
lotensitltten  sind,  bei  denen  sie  gewonnen  wurden,  indem  in 
diesem  Falle  aurii  die  raschere  Annäherung  an  die  Grenzcurve 
ihren  Kinduss  ausübt. 

I.luMiso  Icisst  sich  die  i'.ntwickiung.  Nxeh  he  Cur\en  maxi- 
tnaier  Reizanzahl  mit  der  Intensität  erleiden,  auf  die  bei  den 
fersehiedenen  Reisgrössen  ungleich  verlaufende  Veränderung 
der  Einzelcurven  zurtlokftihren.  So  lange  die  Einselcurven. 
wie  dies  bei  den  niederen  Reisgrttosen  der  Fall  ist,  mit  der 
IMmhl  nahesu  gleichmttssig  stdi  tfndem,  tnttssen  dies  auch 
die  Sommationscurven  maximaler  Reizanzahl  thun.  Sobald  aber 
die  Binaeleurven  der  niederen  Reissahlen  verbaltnissmflssig 
bflber  steigen,  und  rascher  wieder  fallen,  nimmt  bei  der  Sum^ 
Biationscurve  die  Steilheit  des  Anstiegs  gegenüber  der  Gipfel- 
höhe  zu,  so  dass  die  Maximalbdhe  auch  früher  erreicht  wird. 
Nähert  sich  aber  die  Intensität  dem  Maximum,  bei  dem  die  den 
höheren  Reizzahlen  ungehörigen  Linzeicurven  unter  die  der 
genageren  Intensität  herabsinken,  und  sich  zuletzt  nur  mehr 
durch  ihre  ungleiche  Lange  auszeichnen,  muss  auch  der  Abfall 
der  Summationscurve  bei  ungefähr  gleicher  Maximalhöhe  an 
Steilheit  abnehmen. 


e)  Der  Einfluss  der  Inteosltät  aof  die  Gesammtwirkung 

einer  Reizung. 

Wir  haben  sohoii  kennen  gelernt,  in  welcher  Weise  eich  bei 
maxhnalerBeiifinzahl  die  Gesammtwirkung  milderfieiiurtensitfli 
ändert.  Nachdem  wir  aber  wiisen,  dass  dieser  Einfluss  je  naeh 
der  Reisdauer  ein  wechselnder  ist,  wäre  nöoh  zu  untersnehany 
ob  das  Nsmliebe  aueb  für  die  Gesammtwirkung  Geltung  bat.  Da 
die  Einzelcurven  mit  der  Reizzahl  sich  ändern,  so  würe  es,  um 
vergleichbare  Resultule  zu  erhalten,  notliwendig,  die  (iesamrat— 
wirkiins  der  einrx«lnen  Reizuniien  l)ei  gleicher  Reizdaiior  zu 
kennen,  was  durch  den  Versuch  direcl  niehl  iieaehen  \s.ir.  Ich 
half  mir  aber  in  jzarr/  ähnlicher  Weise,  wir  selion  früher,  indem 
ich  die  Gesnniniriiit  iiLie  di-r  idK-rzllhliaen  I'idse  von  den  durch 
das  Experiment  gewonnenen  Curven  auf  ein  Miliimeterpapier 
Ubertrug,  und  zwar  die  Heizzahlen  als  Abscissen,  die  dazu  ge- 
hörigen UberzUhligeo  Pulse  als  Ordinateu,  und  die  so  erbalteneD 
fixen  Punkte  durch  eine  Curve  verband.  Solche  €urveQ  finden 
sich  z.  R.  in  Figur  34,  Tafel  IV,  und  kann  man  ans  Ihnen  die 
wahrscheinlichen  Werthe  iHr  Sammationen  gleich  langer  Raix- 
dauer  direct  entnehmen.  Auf  diese  Weise  sind  die  Gurven  «nf 
Figur  S8 — 30,  Tafel  lY  entstanden*  Die  ReizgrOssea  sind  hier 
als  Abscissen  aufgetragen.  Die  dazu  gehürigen  Ordinalen  be- 
deuten die  den  entsprechenden  Sammatiooen  sokoroneDde  Ge* 
sammtwirkung,  ausgedruckt  durch  den  auf  einen  Heiz  treffen- 
den minieren  Wertli.  Die  in  gleicher  An  i^ezeiclineten  Liuien 
gehören  Sumn)aüuiKS<  ur\ en  gleicher  Reizanzahl  an. 

Was  uns  an  dieseji  Curven  vor  Allern  interessirl.  ist  ihre 
\  eriinderunL:  mit  zuneliniender  Heizdauer.  Ua  in  Figui"  die 
Cur\en  nicht  bis  zur  Maximulintensitat  fortgeführt  sind,  in 
Figur  28  aber  eine  Gurvenentwicklung  bis  zu  dieser  siel)  \  or- 
findet,  so  wollen  wir  uns  beide  Reihen  zusammengefügt  denken. 
Daraus  ergiebt  sich,  dass  die  nach  der  Intensität  des  Reizes 
sich  richtende  Veränderung  der  Summa tionscurven  bei  jeder 
Reisanzahl  eine  gans  Ähnliche  Gurve  beschreibt,  wie  sie  für  die 
maximale  Reizanzahl  aufgestellt  wurde,  d.  h.  sie  wachst  anfangs 
mit  zunehmender,  dann  abnehmender  Geschwindigkeit,  bis  sie 
bei  dem  Maximalreiz  auch  ihren  Maximalwerth  erreicht  hat. 
Die  Form  der  Cur\'e  ist  aber  doch  je  nach  der  Reizanzahl  ver- 
schieden. Je  grosser  die  letzlere  ist,  desto  eher  nimmt  die  Ge- 
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sch^indiskeit  dos  Anstiecs  «ib,  und  desto  frUlier  nidiert  sich  die 
Curve  dem  M.ixiniahvertbe,  bis  sie  endlich  die  Forin  anniuiiul, 
^te  w  ir  sie  tür  die  maximale  ReizaDzahi  sciioo  keuuen  j^eierat 
habeo. 

(lanz  das  nHinliche  Resultat  erhalt  man  für  den  kleineren 
Ahsohniit  auf  der  Fig.  30  zwischen  den  Intensitäten  £»^73 
und  £=300. 

Man  sieht  daraus^  dass  der  ganze  Umfang  der  SumnuiiivDd- 
earve  d.  h.  die  Gesammtwirkung  der  Reizung  nach  dem  näm- 
liehen  Geseti)  wie  die  Hdhe  der  Summatkmscurven  sich  ändert. 
Bei  gleicher  Difforens  in  der  ReizsAärke  iai  der  Unterschied 
zwischen  den  Summatlonsonrven  von  kttrzerer  Reizdauer  ver* 
hilUiinmMsig  Tiel  iMdeutender,  als  die  von  längerer.  Es  lllasi 
sich  als«  an  ihnen  auch  genaner  leatstelfen,  ob  ein  Reiz  maximal 
ifll  oder  nicht. 

Ans  den  vorliegenden  Curven  liesse  sich  zugleich  die  Aen- 

deriing  erkennen,  welche  der  Umfaniz  der  Einzelcurve  d.  h.  die 
Gesauiiuiu  Ii  kling  der  Elnzelreizunti  mit  zunehmender  lU  ii^zald 
erleidet,  und  zwar  in  dii'er  AbhiinuiukriL  von  der  Reiziuten- 
siiiit.  Dies  tritt  aber  noch  viel  f)eiitlich<M*  hervor,  wenn  wir 
aus  den  auf  Fig.  31.  Tatei  IN  ani<elührten  Curven  die  Gesammt- 
wirkung der  binzelreize  ausrechneu,  und  die  so  erhaitencn 
Zahlen,  ganz  ähnlich,  wie  es  bei  den Garven  anf  Fig.  44 — 43, 
Tafel  III  geschehen  ist,  in  Curvenforin  auftragen. 

in  den  Fig.  25 — 27  der  Xafel  Iii  sind  solche  Curven  wieder- 
gegeben. Sie  entsprechen,  wie  aas  der  Rezeichnung  ersicht- 
lich ist,  den  Einzelcnrven  anf  Fig.  t1--43  der  gleichen  Tafel. 
Die  leihen  emer  Figar  sind  bei  gleichem  Intervaile  gewonnen. 
Die  Ober  einander  Hegenden  Gorven  unterscheiden  eich  also 
nurdoroh  ihre  Reiiintensitttt. 

Was  allen  Curven  gemeinsam  ist  und  was  wir  schon  bei 
der  Besprechung  der  Eintelciirven  In  ihrer  Abhängigkeit  von 
der  Reizzahl  her\ ori^eliobcn  liilun,  ist,  tlass  dieselben  rasch  in 
die  Uühe  steigend  ehcihso  i.isch  auch  wieder  fallen,  um  von 
einem  beslininiten  l'uukte  an,  dem  Weudepunkle,  ihrem  Grenz- 
werthe  sich  zu  nahern. 

Vergleichen  wir  die  Curven  verschiedener  IntensitUlen,  so 
ergiebi  sich,  dass  dieselben  mit  steigender  Heizgrösse  an  einem 
immer  höheren  Punkte  beginnen,  und  nach  einem  viel  kürzeren 
Anstieg  etwas  früher  den  Gipfel  erreichen.   Der  absteigende 
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Theil  biegt  um  so  später  in  die  AnnahniDgelüiie  tttm  Greoiwerth 
um,  je  grosser  die  loteDsitXt  ist,  wahrend  dieGreniwerthe  selbst 

beinahe  zusammenfallen.  Dadurch  muss  der  erste  Schenkel  des 
Abfalls  bei  uni^elUhr  gleicher  Neijiuni:  mit  der  Heizgrüsse  an 
Länge  zunehmen,  der  zweite  Schenkel  dagegen  sich  ver- 
kürzen . 

Die  Curven  kleiner  und  TiiittK  rer  Intensitäten  wachsen  so 
ziemlich  gleidiinässig;  je  hoher  aiier  die  Intensität  steigt,  desto 
mehr  ändern  sie  ihre  Form,  sowohl  weil  der  Gipfel  früher  ein- 
tritt, wodurch  die  schon  sinkende  Curve  eine  noch  emporsteigende 
berührt ;  als  auch  deshalb,  weil  der  Wendepunkt  des  abfallenden 
Curs  ontheiles  neben  seiner  seiUicben  Verschiebung  immer  tiefer 
und  tiefer  zu  liegen  kemmt,  so  dass  Gurven  höherer  Intensitttten 
unter  die  der  niederen  herabsteigen.  Weiter  auf  die  Gurven- 
ttnderung  jetzt  schon  einzugehen,  bat  keinen  Zweck,  indem  ein 
Theil  derselben  auch  von  dem  verschiedenen  Intervalle  hentlhrt. 
Dieselbe  wird  also  erst  dann  vollkommen  versttfndlich  werden, 
wenn  der  Einlluss  des  Intervalles  auf  die  Summationaourve  be- 
sprochen ist. 

Üiiiie^en  lässt  sieh  jetzt  schon  aus  diesen  Curven  die  Folger- 
ung ziehen,  dass  die  GesammUrif  hrny  des  Etaztlreizes  sich  nach 
einem  <janz  ähnlichen  Gesetze  mU  der  Heizintensität  ändert^  wie 
der  Gipfel  der  Einselcurve, 


8.  Der  Einfloss  des  Intanralles  auf  die  ScUagsabl  das  Hanens. 

Das  Intervall  muss,  auch  wenn  es  die  Einzelcurve  nicht 
beeinflusst,  die  Summationscurven  Andern,  indem  deren  Ordi> 
naten,  gleidie  Reisanzahl  und  Intensität  angenommen,  je  nach  der 
Grosse  des  Intervalles  aus  ganz  ungleichen  Stücken  der  £inzel- 
curve  sieh  zusammensetzen.  Es  wird  dies  deutlich  werden, 
wenn  leb  für  zwei  verschiedene  Intervalle  nochmals  eine  Sum- 
mation  durchführe. 

Bs  liege  eine  Einzelcurve  vor  mit  den  Ordioaten: 

a,      o,  a,, 
entsprechend  den  Abscissen : 

das  Intervall  zwischen  je  zwei  Abscissen  selbstverstUndlich 
als  gleich  angenommen  ist. 
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Wird  mtl dieser  Eiozelcurve  eine  ans  vier  Eeisen  bestehende 
SummaUonsciirve  bei  dem  Intervalle  Iq  gebildet,  dann  wird 
foigeode  Reihe  eihaüen: 

a,  a,  «3 

^0  ^3 

«0  öj  a,  a, 

ttg  a,. 

Um  ans  der  nttmliehen  Einzelenrve  wfedeniin  mit  vier 
Reiten  eine  Sammationscurve  bei  einem  andern  Intervalle  ent- 
stehen zu  lassen,  ist  es  nothwendig,  die  Ordinalen  der  Eiiucl- 
curve  auch  für  das  neue  Intervall  zu  kennen. 

Ks  sei  das  neue  Intervall  /i-niai  kh  inoi  ,  als  das  vorher- 
gehe ntie.  Dann  sind  die  dem  IntervaUe  eatspreohenden  Ab- 
aeisseo  : 

wobei  1^*»  =  i'o,      =         =    und  = 

Die  den  neuen  Abscissen  entsprechenden  Ordinalen  der 

tinzelcurve  sind: 


Wenn  wir  also  im  neuen  Inlcrvallo.  /„'  eine  Sunnnations-» 
curve  aus  vier  Reizen  bilden,  so  erhalten  wir  folgende  Reihe: 


. . .  a,** 

«0*  • 

bie  Ordinalen  dieser  Summalionircurve  sind  also  aus  ganz  an* 
deren  Ordinatcn  der  Eünzeleurve  zusammeDgesetzt,  wie  beider 
vorhergehenden  Curve,  da  die  Einzelcnrven  nach  dem  jeweiligen 
Intervalle  verschoben  zu  der  Summattonscurve  sich  summiren« 

Mit  Rttcksicht  auf  die£ntstehung8weise  derSummationaourve 
ergeben  sich  bestimmte  Folgerungen :  Die  Summationscurve  ist 
bei  nnverSnderter  Reizansahl  um  so  btther,  steiler  im  Anstieg  und 
Ablall,  aber  auch  um  so  kOraer,  Je  kleiner  das  Intervall  ist,  und 
wird  bei  letaterem  der  Gipfel  auch  früher  erreicht. 

Das  Gleiche  hat  für  die  Summationscurve  maximaler  Reii- 
antahl  Geltung,  nur  dass  hier  der  Anfang  des  Gipfels  unbedingt 
auf  die  n^imiichü  Abscisse  fallt,  so  dass  die  Maxinialhöhe  einer 
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Summntlon  auch  hei  einer  um  so  kieiaeren  ReUansabl  eiDtriit; 
je  grösser  das  Intervall  ist.  i 

Dies  ist  aus  dem  Vergleiche  der  beiden  obigen  Summations-  I 
curven  leicht  zu  erseheo.  Da  die  £iQzelcurve  nur  allmählich  sieb 
ändert^  so  muss  die  Summationscurve,  die  sieb  aus  den  einzel  neu 
Ordioaten  dieser  Einzeicurve  zusammensetzt,  um  so  höher 
werden,  je  naher  die  Ordinalen  bei  einander  liegen,  d.  b.  je 
kleiner  das  Intervall  Ist.  Ist  z,  B-o^'^sso,  die  höchste  Ordinate 
der  Einzeicurve,  so  wird  a,""' >a/'**  >  a,**'*  grosser  sein 
als  a^,  da  jede  einzelne  davon  der  höchsten  Ordinate  \ie1 
naher  liegt.  Es  muss  also  auch  die  Summe  dieser  Ordtnaten 
die  der  anderen  übertreffen ,  das  heisst  mit  anderen  Worten : 
Die  Ordinalen  der  Snniinalionscurven  sind  um  so  höher,  je  klei- 
ner das  Interviill  ist,  l)ei  dem  sie  entsfanden  sind.  Da  aber  dieser  j 
Beweis  ;mcli  allgern«'in  für  jede  Ordinale  gültig  ist,  so  muss  mit 
der  Höhe  des  Inlervalles  auch  die  Steilheit  des  Anstiegs  und  Ab- 
falls der  Summationseurven  zunehmen.  Und  da  die  Snmmalions- 
curve  hei  Vermehruni:  der  Reizanznhl  jedesmnl  nni  das  Intervall 
selbst  sich  verlängert,  so  muss  bei  constanter  Reizzahl  die  Curve  ' 
um  so  länger  sein,  je  grösser  das  Intervall  ist.  Bezeichnen  wir 
die  Länge  der  Einzcicune  mit  so  ist  bei  dem  Intervalle  /  und 
der  Reizanzahl  n  die  Lttoge  der  SummatioDscarve  L^l^ni. 

L  wird  also  bei  constantem  ft  um  so  grosser,  je  grosseres 
Werth  t  annimmt.  Ich  habe  schon  bei  Besprechung  der  Suph 
mation  im  Allgemeinen'  erwähnt,  dass  eine  Summation  ihre 
maximale  Hohe  erreicht ,  wenn  ein  neuer  Reiz  mit  dem  Ende 
der  Einzeicurve  zusammenföllt,  d.  h.  wenn  die  Ordinate  der 
Summatfonscurve  aus  Allen  im  Reizintervalle  errichteten  Ordi- 
naten  der  Einzeicurve  zusammengesetzt  ist.  Daraus  folgt,  dass 
der  maximale  Gipfel  unabhängig  vom  Intervalle  stets  auf  die  | 
bleiche  Abscisse  fallt,  dnss  aber  dieser  Giplei  um  so  höher  wird,  i 
und  einer  mn  so  grösseren  Beizanzuhl  entspricht,  je  kleiner  das  | 
Intervall  ist. 

Es  isl  ilso  mit  eint  ni  Weehsel  im  Intervalle,  auch  wenn 
die  Einzeicurve  keine  1  imelion  desselben  ist,  eine  Aenderung  i 
der  Summatioosourve  noth wendig  verbunden .  und  wo  ein 
Summationsvorgang  vorliegt,  muss  auch  diese  Abhängigkeit  za 
constatiren  sein.  Ausserdem  erwachst  uns  aber  noch  die  weitere 
Frage,  ob  nicht  unter  dem  Einflösse  des  Interrallee  die  Einzei- 
curve selbst  eine  Aenderung  erfahrt. 


Digitized  by  Google 


Dil  SCBLAGS^U        ÜBtZBNS  BTC. 


29S 


a)  Kinliuss  des  lotervallos  4uf  SuninialiioiisisurYeii 

maximaler  Beixattsahl. 

a)  Bei  gleicher  Kcizintensität. 

Wie  am  deo  obigen  SiUsen  hervorgehti  ist  die  Aenderung, 
w^hedieGreDEeurveo,  d*b.  die  Suimiiatioiiacurveii  maximaler 
Reiantalily  mit  dem  iDtenralie  erleiden,  lelohtin  erkennen,  wes- 
ha\b  gerade  sie  sehr  gut  zur  Orientirung  in  den  aufgeworfenen 
Fragen  zu  l)enü(zen  sind.  Dabei  miiss  jedoch  vorausgesetzt 
werden,  dass  die  Keizintensiläl  bei  dem  Wechsel  des  latervalles 
gleich  iif  Ii  alten  wird. 

Aut  Figur  32.  Tnfe!  IV  hal)e  ich  eine  Reihe  von  solchen 
Siimmatifinsrurven  b<  i  \  (  1  ><  hiedenet])  Tnterv^ille  wiederoecehen. 
bie  Lm  \  eu  sind  dem  Versuche  ()  enuiomnicn  und  ohne  Correclui' 
abgebildet.  Dieselbe  Farbe  bedeutet  hier  das  gleiche  Intervall, 
die  gleiche  Art  der  Zeichnung  die  nämliobe  InleoBiUtt.  Die  Reiz- 
dauer ist  selbsiversUinclIich  bei  allen  gleiohlang,  und  ist  das 
Ende  der  Heining  duroii  eine  Senkrechte  angezeigt. 

Vergieieheo  wir  die  susammengehtfrigen  Gurven,  so  finden 
vir  zwischen  ihnen  Unterschiede,  wie  es  die  Verschiedenheit 
des  Inlervalles  verlangt.  Der  Gipfel  der  Gurven  wird  ungefähr 
lu  gleicher  Zeit  erreicht»  und  entspricht  deshalb  auch  einer  ver* 
sohkdeaen  Reisanzahl.  Desgleichen  nimmt  die  Hohe  des  Gipfels 
und  die  Steilheit  des  Anstieges  mit  dem  Intervalle  in.  Es  Ist 
also  unleugbar,  dass  gewisse  Forderungen  der  Sumroation 
erfüllt  sin<l .  aber  doch  niilii  cide.  Die  Curven  bei  gleicher 
lölensitdi  »oiiten  niinilKlj  vom  Ende  der  Reizung  an  gerech- 
net, gleich  lang  bleiben,  ujid  zwar  gleich  der  Lange  der  Einzel- 
curve:  demnach  müssio  auch  das  iil)falleDde  Curvensttlck  bei 
gleicher  Reizdauer  nnt  Erhöhung  des  Intervalles  an  Steilheit 
zunehmen,  was  aber  beides  durchaus  nicht  der  Fall  ist.  Die 
Curvenlange  nimmt  im  Gegentheil  vom  Ende  der  Reizung  au 
gerechnet  mit  der  Gr(lS6e  des  Intervalles  ab,  die  Steilheit  des 
Abialls  mit  ihr  zu. 

Dieser  Unterschied  Hesse  sieh  von  der  ungleichen  Reiz- 
ansahl  ableiten,  der  die  Gurven  ihr  Zustandekommen  verdan- 
ken, indem  dieselben  bei  gleicher  Reudauer,  und  deshalb  bei 
verschiedener  Reisanzahl  gewonnen  sind,  die  Gurven  des  grtts- 
ttren  Intervalles  bei  SOI,  die  des  kleineren  bei  666  Reizen. 
Es  wSre  also  wohl  denkbar,  dass  die  Abweichung  beider  Reihen 
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von  dieser  Differenz  in  dor  R*»izMnzah!  herrühre,  zumal  ja  fest- 
steht, (iass  die  Einzeicurve  eine  lunciion  der  Heizzahl  ist.  Ich 
habe  schon  angegeben ,  dass  diese  Function  einer  bestimmten 
Grenze  sich  ntfhert,  und  dass  von  der  sogenannten  GreDSCorve 
an  die  Aenderungen  nur  mehr  sehr  klein  sind.  Es  muss  sich 
deshalb  auch  beweisen  lassen,  dass  jener  Unterschied  nioht 
von  der  ungleichen  Reizaniahi  herrttbrt.  Dazn  ISsst  sieh  PIgnr 
33  auf  Tafel  IV  benutsen.  Die  betreffenden  Gurven  sind  aus 
Versuch  L  bei  maximaler  Intensität  gewonnen.  Zwei  dieser  Gur- 
ven besitzen  bei  maximaler  Reizanzahl  gleiche  Reizdauer.  Die 
höhere  von  beiden  entspricht  dem  Intervalle  0.49,  ist  also  eine 
Summationscurve  aus  457  Binselreizen,  die  andere  dagegen  ist  , 
bei  dem  Intervalle  0.39  aus  78  Einzelreizen  zusammengesetzt 
Vergleichen  wir  beide  Cur\en,  so  erpeheo  sich  die  narnliclien 
Resultate  wie  aus  Figur  32.   Um  nun  beurtheilen  zu  koriDen, 
inwieweit  die  un^leiehe  Reizari/;ihl  an  dieser  Abweichuiiü  von  \ 
einer  einfachtMi  SuTinnation  SehuM  ist,  habe  ieh  noch  eine  wei-  I 
tere  Curve  hinziiLiofügl ,  die  hei  den)  fntervall  0.19  52  Reizen 
entspricht,  und  ebenfalls  bei  maximaler  Intensität  gewonnen  ist. 
Ich  muss  erwähnen,  dass  r  s  52  noch  lieine  maximale  Reiz- 
anzahl ist,  dass  diese  erst  bei  r  =  65  erreicht  wird.  Dennoch 
ist  der  Unterschied  in  der  Form  der  Gurven  r  ss  59  und 
r  s  457  nicht  besonders  gross,  und  wOrde  noch  kleiner  sein, 
wenn  beide  maximaler  Reizanzahl  angehören  würden.  1 

Ein  Vergleich  zwischen  den  Gurren  r  ae  58  bei  dem  Inter- 
vall 0.49  und  rss78  bei  Intervall  0.39  erglebi  aber,  dass 
zwischen  beiden  ganz  ähnliche  Differenzen  vorhanden  sind,  wie 
wir  sie  vorher  zwischen  Gurven  maximaler  Reizanzahl  erhaHea 
haben.  Die  Länge  der  Gurven  vom  Ende  der  Reizungen  an  ist 
auch  hier  ganz  verschieden,  und  ebenso  ist  die  Geschwindiskeit 
des  Al>lalles  nicht  wie  es  sein  sollte  bei  dem  kleineren,  son- 
dern bei  dem  grösseren  Intervalle  bedeutender. 

Dies  beweist,  dass  auch  eine  durch  das  Intervall  bedingte 
Diüerenz  vorhanden  ist,  welche  nicht  auf  (l(»rn  Summation«- 
vorcange  allein  beruht.  Diese  Abweichunt;  kommt  noch  deut- 
licher zum  Ausdruck,  wenn  wir  Cur\en  höherer  Intensität  ver- 
gleichen, wie  dies  in  Figur  34,  Tafel  IV,  geschehen  ist.  Dieselben 
sind,  aus  dem  Versuche  U  stammend,  wieder  bei  gleicher  Reiz- 
dauer  ausgeführt.  Wie  bei  den  früheren  Gurven  sind  die  glei- 
chen Intervalle  mit  derselben  Farbe ,  und  die  gleichen  Inten- 
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sittleii  mit  derselben  Ali  der  Zeidurang  wiedergegeben.  Wir 
I  sehen  ans  ihnen,  dassbei  höherer  Reizintensitttt  die  Unterschiede, 
i  wie  sie  das  Intervall  erferdert,  immer  mehr  verschwinden,  wo- 
gegen sich  gerade  die  eben  besprochenen  Abweichungen  von 
dem  einfaehen  SnmmationsvorgaDge  immer  mehr  ausbilden, 
d.  h.  die  mit  der  Verkürzung  des  Inter\Mlls  einhergehende  Ver- 
längerung der  Curve  und  die  Vei  llacliuug  des  Abfalls. 

Ich  ijUhiIh^  (iiiraus  den  Schluss  ziehen  zu  müssen,  dass  eine 
SiimmaUoii  wirklicli  stattfindet  ,  da  bis  zu  einem  gewissen  Grade 
'iie  Fordern  nLien  fM*ner  soh  hon  erfüllt  sind;  dass  aber  auch  wegen 
*ier  verschiedenen  Abweichungen  von  den  Anforderungen  einer 
einfachen  Summation  eine  Beeinllussung  der  Kinzelcurve  durch 
die  Grösse  des  intervalles,  d.h.  durch  die  Schnelligkeit,  mit  der 
die  einzelnen  Reize  auf  einander  folgen,  anzunehmen  ist. 
Wie  ist  nun  dieser  Einfluss  tu  denken? 
Es  iLtfnnte  die  durch  die  Reizzahl  bedingte  Aendening  der 
Einzelcurve  l>ei  den  verschiedenen  Intervallen  anders  verlaufen. 
Es  konnte  aber  auch  die  Abhängigkeit  der  Einzelcurve  von  der 
Intensität  je  nach  dem  Intervalle  verschieden  sein. 

FOr  beide  Annahmen  haben  wir  bestimmte  Anhaltspunkte. 
Wir  haben  gesehen ,  dass  die  Einzelcurve  unter  dem  EinQusse 
der  Reizzahl  sich  ändert,  dass  aber  diese  Aendemng  einer  Grenze 
'  sich  nähert,  zu  einer  Zeit,  wo  die  Maximalhöhe  der  Summations- 
tnrve  erreicht  wird.  Da  aber  dieser  Punkt  bei  kleineren  Inter- 
'  Valien  auf  eine  viel  höhere  Reizzahl  fallt,  so  ist  es  auch  vvahr- 
J^cheinlich,  dass  diese  Aendcrung  der  Flinzeleurve  bei  kleinerem 
Inlervalle  viel  weiter  fortschreitet,  als  bei  i:n»sserem  Intervalle. 
'  AndeiTi  seits  beweisen  uns  die  mit  dev  Rei/JnlensittU  zuneh- 
meaden  Abweichungen  von  den  Hesuitaten,  wie  sie  einfache 
!  Summationen  ergeben  würden,  dass  das  Intervall  auch  auf  die 
AhhtfDgigkeit  der  Einzelcurve  von  der  Intensität  von  Einfluss 
sein  muss. 

Auf  ietstere  möchte  ich  zuerst  näher  eingeben,  und  zwar 
an  der  Hand  von  Summationscurven  von  maximaler  Reizanzahl. 

A  Biaflois  des  Intervalles  auf  die  Entwicklung  der  Summationscurven  von 
mazimaler  Reizanxabt  nach  der  Reizintensität. 

Ich  mlfehte,  bevor  ich  auf  die  Gnrvenentwieklung  nach  der 
Keizintensität  eingehe,  eine  Zusammenstellung  von  Gurven  maxi- 
Dialer  Intensität  aber  verschiedenen  Intervalles  vorftlhren,  weil 

! 

! 
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sie  die  schon  besprocheneD  Abweiebungen  sehr  deullich  erkeo- 
Den  lassen. 

In  Figur  35|  Tafel  V  sehen  wir  solche  Curven  aus  dem  Ver- 
suche CT,  die  alle  bei  gleicher  Reisdauer  erhalten  sind.  Auch  sie 
sind  uneorrigirt,  nichl  einmal  bei  gleicher  normaler  Pulsiahl 

gewonnen ,  so  dass  auf  kleine  Abweichungen  kein  Gewicht  zu 
legen  ist.  Mir  koiuml  es  nur  darauf  an,  an  ihnen  die  Gfselz- 
miissigkeit  der  Curvcnenlwicklung  bei  Wechsel  des  Intervailes 
vorzufüliiTn. 

Was  zuii.ic  lisl  in  die  Augen  fallt,  ist,  dass  mit  dem  klei- 
neren Irih  I  vaile  die  maximale  intensität  slets  früher  erreicht 
wird.  Sie  ist  bei : 

Intervall  »  0.035"  ss  100  Einheiten 
0.11    s900  » 
O.SO    =  400  • 
0.67    »  400  • 

Die  betrefTenden  IntensitUlen  sind  nicht  genau  maximal, 
sie  können  auch  Ubermaximal  sein,  da  es  aus  schon  früher 
erwähnten  Gi'Unden  sehr  schwer  ist,  während  eines  Versuehi  ^ 
genau  die  maximale  iMicositiil  zu  besiiiurtien.  Deshalb  läs>t 
sich  auch  aus  der  Reihe  kein  weilerer  geselzmässiger  Zusam- 
menhang zwischen  Intervall  und  maximalem  Reiz  erkennen. 
Dass  die  Intensitäten  aber  gewiss  nicht  submaximal  sind, 
davon  habe  ich  mich  durch  Vergleich  der  Curven  überzeugt. 
Und  da  sich  vollstilndig  deckende  Curven  nicht  vorführen  lassen, 
will  ich  den  Beweis  dafür  in  der  Weise  führen,  dass  ich  die 
Gesammtmenge  der  ttberzühligen  Pulse  für  die  einseinen  In- 
tensitäten angebe.  Die  Zahlen  unterliegen  den  nämlichen  Un- 
genauigkeiten  y  wie  die  früher  schon  angeführten  Werthe  fOr 
die  Gesammtwirkung  einer  Reitung,  und  habe  ich  die  Ursache 
davon  damals  schon  klar  gelegt.  Auch  hier  sind  die  Zahlen  auf 
die  mittlere  Wirkung  eines  einzigen  Reizes  uni,i;ereehnet. 
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Dies  heissl  also:  Bei  dem  Intervalle  O.M  stimmen  die 
Weitbe  fttr  1  r  schon  von  200  E  an  voUsiandig  miteinander 
QbereiD,  bei  Int.  O.SIO  ist  J?^  300  schon  nahe  maximal,  wah- 
rend bei  Int.  0.67  die  Differenz  zwischen  300  und  400  Etnhei- 
(6D  noch  ziemlich  bedeutend  ist.  Die  Yerschiedenheit  der  Bfaxi- " 
nslinlensitai  tritt  noch  deutlicher  hervor,  wenn  wir  die  bei  ihr 
erhaltene  Gesammtmenge  der  Überzahl  igen  Pulse  s  100  setzen, 
und  das  VerliaUniss  des  Totaleffectes  der  übrigen  Intensitäten 
ddiu  bereciiiien. 

Es  ist  somä  der  Maximalreiz  von  der  Grosse  des  Inter volles 

Kriin  a  wir  nun  zu  den  Curven  auf  unserer  Figur  zurück, 
ergibt  sich  folgendes.  Die  Maximalcurven  steiEjen  bei  klei- 
nerem lotervalie  steiler  empor  und  erreichen  ihr  höheres  Maxi- 
mum früher,  die  Gipfelbreite  und  die  Utnge  der  Curven  nimmt 
zu.  wiihreod  der  Abfall  flacher  wird.  Wir  erhalten  also  dasselbe 
Büd,  welches  wir  schon  an  einigen  Reihen  bei  der  Gurven- 
entwickelung  nach  der  Reizintensitflt  lEonnen  gelernt  haben. 
(Figur  14 — 16,  Tafel  II.J  Wie  dort  erreichen  wir  auch  hier  eine 
Grenze,  bei  der  durch  weitere  Verkleinerung  des  Intervalles 
die  Steilheit  des  Anstiegs  und  die  Hohe  der  Curven  nichl  mehr 
geindert  wird,  sondern  nur  die  Lange  derselben  und  die  Ver- 
flachung des  Abfalls.  Dagegen  existirt  hier  keine  Grenze ,  an 
der  die  Curven  vollständig  sich  decken,  wenigstens  nicht  bis 
zu  dem  von  mir  uniersuchten  Intervalle  \on  0.035  Socundeu. 
Dijs  Gleiche  scheint  auch  der  grosse  Unterschied  in  den  Curven 
aes  Intervalles  0.035  und  O.H  zu  beweisen. 

Ehe  wir  auf  die  Ursachen  dieser  Versctiiedeuheil  eingehen, 
mtlssen  wir  zuerst  klar  fielegt  haben,  in  welcher  Weise  die- 
selbe mit  wachsender  intensitut  sich  ausbildet.  Wir  haben  also 
die  Entwicklung  der  Summationscurveo  nach  der  Reizintensitat 
bei  den  einzelnen  Intervallen  naher  zu  betrachten.  Ich  habe 
dafür  den  Versuch  U  gewählt,  mit  den  Intervallen  0.11,  0.20 
und  0.67  See.  Die  betreffenden  Reihen  Anden  sich  auf  den 
Figuren  44,  Tafel  II,  36  und  37,  Tafel  V.  Zum  besseren  Ver- 
^eich  derselben  habe  ich  die  Curven  bei  gleicher  IntensitHt  in 
der  naunlichen  Weise  gezeichnet. 

Jede  Reihe  lasst  fttr  sich  die  Veränderungen  erkennen,  die 
bei  einem  Wechsel  der  Intensität  des  Reizes  eintreten,  und  doch 
ist  zwischen  denselben  ein  grosser  Unterschied.  Beim  Inter- 


258 


Eawin  VoiT, 


valle  0.67  nehmen  die  Curven  mit  der  Stärke  des  Reixes 
ganz  allmählich  zu,  zuerst  etwas  schneller,  dann  langsamer; 
aber  Überall  ist  noch  an  allen  Stücken  der  Curve  eine  Zu- 
nahme bemerkbar.  Die  Curven  sehen  sich  alle  ähnlich,  und 
ist  eine  grosse  Gleichmassigkeit  in  ihrer  fintwicklung  bis  zur 
maximalen  Intensität  erkennbar.  Die  Veränderung  bleibt  also 
auf  einer  frühen  Stufe  stehen,  die  ungefähr  dem  entspricht,  was 
wir  früher  das  erste  Stadium  der  Entwicklung  genannt  haben. 

Bei  dem  Intervalle  0.20  (Figur  36]  verändern  sich  die  Cur- 
ven  ganz  ähnlich,  wie  im  vorhergehenden  Beispiele ,  bis  unge- 
fähr zur  Intensität  E  =  50.  Von  hier  ab  werden  an  den  Cur- 
ven deutlich  die  Vcraiukrunt^eu  sichtbar,  die  für  das  sogenannte 
zweite  Stadium  als  charakteristisch  aufgestellt  wurden,  da» 
heisst,  es  rückt  der  Wendepunkt  des  Anstiegs  zum  Gipfel  be- 
trächtlich nach  aussen,  wodurch  die  Sieilheit  des  Anstiegs  und 
die  Breite  des  Gipfels  selbst  zuninuuL.  Dcsi^l eichen  verflacht  sich 
der  Abfall  und  der  Wendepunkt  zwischen  beiden  AbfaU&cheo- 
kein  rückt  weit  mehr  nach  oben  als  nach  aussen. 

Noch  früher  beginnt  diese  ungleichmässige  Entwicklung 
der  einzelnen  CurvenstUcke  bei  dem  noch  kleineren  Intervalle 
auf  Figur  44,  jedenfalls  schon  bei  der  Intensität  J^sSS.  Die 
Yerbreiterung  des  Gipfels  in  dieser  Curve  weist  aber  darauf 
hin,  dass  der  Beginn  dieser  Ungleichmässigkeit  wahrscheinlich 
auf  eine  noch  kleinere  Intensität  teilt.  Deshalb  bildet  sie  sieb 
hier  auch  weiter  aus,  so  dass  wir  mit  der  Intensität  Es  100 
schon  das  dritte  Stadium  der  Entwickelung  vor  uns  liaben,  wo 
die  Curven  fast  nur  durch  die  Verbreiterung  des  Gipfels,  Ver- 
flachung  des  Abfalls,  und  ihi*e  Längenzunahme  von  einander 
bich.  uTilersclieiden. 

Wiy  kommen  also  zu  dem  Schlui>6^  dass  die  Summalionscur- 
ven  maximaler  lieizanzahl  bei  kleinen  Inlensitäten  ganz  allmtiHfj 
und  regelmässig  ziinehiKtn  .  dass  aber  mit  der  höheren  Intensilut 
die  Aehnlichhi'it  der  Curven  um  so  rascher  versdurindpf.  die  Chi- 
ven  um  so  bedeutendere  Umformungen  erleiden  ,  und  um  so  eher 
die  Maximalintensität  erreicht  wirdy  je  kleiner  das  Intervall  ist. 

Da  also  bei  kleinerem  Intervalle  die  Curven  viel  rascher 
ihre  HaximaliDteosität  erreichen,  und  bei  den  höheren  Inten- 
sitäten nur  eine  ganz  einseitige  Formveränderubg  durchmaebeD; 
muss  auch  der  Unterschied,  den  das  Intervall  zwischen  Garveo 
gleicher  Intensität  bedingt,  und  der  anfangs  den  Gesetzen  ein- 
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fachen  Summation  zu  folgen  scheint,  ihivon  mit  wachsender 
Reizgrösse  immer  grössere  Abweichungen  erfahren.  Es  ist  uns 
nuD  iielungen,  die  ganze  Entwicklung  der  Curven  nach  der 
Reizintensitiit  auf  eine  eigenlhüniliche  Veränderung  der  Einzel- 
curve  zurückzuführen,  und  wird  es  dadurch  sehr  wnlirsehein- 
h'ch,  duss  diese  AbweicbuDgen  ebenfalls  darin  ihre  Begründung 
finden. 

Ehe  ich  aber  darauf  eingehe,  mdohte  ich  noch  darlegen, 
weiche  Aenderung  die  SuintnatioDSCurven  submaximaler  Reiz- 
anxahl  durch  den  Wechsel  des  intervalles  erleiden. 

b  Die  Su mmationscurven  in  ihrer  Abhängigkeit  von 
der  Keizanzahl  und  ihre  Aenderung  durch  den  Wechsel 

des  iutervalles. 

Ich  habe  in  Figur  4  und  5,  Tafel  I  Entwicklungen  der  Sum- 
raationscurven  nach  der  Reizanzahl  gegeben,  die  unter  sonst 
^::leichen  Bedingungen,  und  nur  bei  ungleichem  Intervalle  aus- 
geführt sind,  habe  aber  damals  noch  nicht  auf  die  Unterschiede 
der  beiden  Heihen  aufmerksam  gemacht.    Es  l.issen  sich  nun 
leicht  V>ei  einem  Vergleich  beider  Heihen  grössere  IHiTerenzen 
zwif^chen  den  einzelnen  Curven  nachweisen ,  welche  sich  zum 
grossen  Theil  auf  den  Wechsel  des  Intervalles  direct  zurtlck- 
fuhren  lassen;  so  z.  B.  dass  bei  gleicher  Reizanzahl  der  Gipfel 
mit  wachsendem  Intervalle  niederer  wird  und  zeillich  spater 
fJillt,  dass  der  Anstieg  und  Abfall  sich  abflacht  und  dass  die 
MaxiinalbOhe  einer  geringeren  Reizanzahl  entspricht,  bei  dem 
Intervalle  0.48''  ungefiihr  40  Reisen  und  dem  Intervalle  0.10" 
100  Reiten.   Gleichwohl  lassen  sich  auch  an'  diesen  Reihen 
Abweichnngen  vom  Snmmationsgesetze  erkennen.  So  nimmt 
die  Lftnge  der  Sammationseurve  bei  gleicher  Reixaniahl  mit  der 
Grosse  des  Intervalles  ab  statt  lu,  und  fällt  die  Maximalhöhe 
nicht  auf  die  gleiche  Abscisse,  sondern  tritt  bei  dem  Intervalle 
0.10"  in  42.8  und  bei  0.42"  in  ungefiihr  18  Secunden  ein.  Wei- 
tere Differenzen  ergeben  sich,  wenn  wir  bei  beiden  Intervallen 
auf  die  Entwicklung  der  Summationscur\ en  uach  der  Reizanzahl 
nHhcr  cinLit'hcn.   Bei  dem  grosseren  Intervalle  0.42"  lilssL  sich 
aiitüDgiich  tMiir  Zunahme,  dann  allerdings  auch  eine  Ahn;ihmp 
in  dem  von  der  heizanzahl  abhängigen  Wachsthuui  der  Summa- 
lionscnrven  erkennen,  aber  nur  in  geringem  Maasse.  Bei  dem 
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kleinen  Inlervalle  0.10'*  verkleinert  sich  die  ZunaliDie  der  Snm- 
maUonscurve  schon  von  rss  40  an,  zuerst  langsam  dann  schnel- 
ler» wie  dies  aus  einem  Vergleich  der  Gurven  von  r  b  41  und 
r  s  104  hervorgeht. 

Ein  ähnlicher  Unterschied  findet  sich  im  Anstieg  und  Abfall 
der  Gurven  beider  Intervalle,  besonders  bei  einer  grösseren 
Reizanzahl.  Für  das  grössere  Intervall  ist  der  Anstieg  kaum 
steiler  wie  der  Abfall,  und  wird  die  Dillerenz  mit  steigender 
Beizanzabi  zu  Gunsten  des  Abfalls  iaiiner  kleiner,  hei  dem 
kleinen  Intervall  da^ect^i  ist  der  Abfall  schon  anfaiies  viel 
(lacher  als  der  Anstir  ^,  welcher  Unterschied  mit  der  Reizaozahi 
noch  bedeutend  zunimmt. 

Zu  besserem  Vergleiche  habe  ich  in  Figur  38  u.  39,  Tafel  V 
je  zwei  Gurvenreihen  gleicher  Intensität  aber  ungleichen  Inter- 
vaUes  Uber  einander  aufgetragen.  Dieselben  sind  wieder  unter 
sonst  gleichen  Bedingungen  an  dem  ntimlichen  Hunde  Y  ge- 
wonnen und  in  ganz  analoger  Weise  wie  die  früheren  Summa- 
tionsourven  geseichnet.  Gleiche  Farben  beziehen  sich  wieder 
auf  gleiches  Intervall. 

In  Figur  38  sind  die  Intervalle  O.SO''  und  0.40"  nicht  viel  i 
verschieden,  weshalb  sich  auch  die  Gurven  leicht  vergleichen  • 
lassen.    Einige  Forderungen  regelmässiger  Summation  sind 
auch  hier  erfüill,  wie  die  hiii  dtun  inLervalle  abnehmende  Steil- 
heit des  Anstiegs  und  Höhe  des  Gipfels.  Dagegen  finden  sich 
wieder  die  nJimliehen  Abweichungen  davon,  wie  in  den  sehoD 
besprochenen  Reihen.  Aus  diesem  Heispiele  ergibt  sich,  das^ 
die  l'nrei^elmdssiL'keil  um  so  hedeuU  iider  ist,  und  um  so  früher 
eintritt,  je  kleiner  das  Inlervull  ist,  welches  zur  Reizung  ver- 
wendet wurde.   Wir  haben  aber  schon  kennen  gelernt,  dass 
der  Unterschied  zwischen  Gurven  gleichen  Intervalles  mit  zu- 
nehmender Reizanzahl  kleiner  wird  dadurch  .  dass  das  Gipfel- 
waohsthum  und  die  Geschwindigkeit  des  Abfalls  sich  verniin- 
dert.  Deshalb  dififeriren  auch  Gurven  gleicher  Reizansahl  aber 
ungleichen  Intervalles  verhttltnissmässig  um  so  weniger,  je  grSs- 
ser  die  Anzahl  der  Einzelreize  gewählt  wurde.  Noch  prSgoaoter 
drückt  steh  dies  in  den  Gurven  der  Figur  39  aus,  welche  aller- 
dings nicht  bei  gleicher,  aber  beide  bei  maximaler  Intensität 
gewonnen  sind. 

Wir  kommen  also  auch  hier  zu  den)  Schluss,  dass  nicht 
alle  Forderungen  einer  regelmUssigen  Suiumalion  erfiilU  sind, 
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und  daas  die  Summation  be!  den  verschiedenen  Intervallen  in 
tm^leioiher  Weise  verlttufl. 

Die  Differenz,  welche  sieh  fttr  Curven  maximaler  Reiz- 

jinr^hl  bei  Aeiuierung  des  Inlervalles  ergibt,  ist  demnach  nicht 
sültig  für  eine  submaximale  Reiznnzahlj  sondern  bildet  sich 
erst  mit  wachst  luier  Reizanzahl  aus,  ein  Zeichen,  dass  die  Ent- 
wifkluns:  der  Einzelcurve  nach  der  Beizzahi  auch  von  der 
Grosse  des  Intervalles  abhängig  ist. 

e)  Einfluss  des  Intervaües  auf  die  Einzelcurve. 

a)  Bei  gleicher  ReizintensitSt. 

Ich  habe  in  den  Figuren  9  und  40,  Tafel  I  und  II  Beispiele 
ftlr  die  Entwicklung  der  Einielcurve  naeb  der  Reizzahl  gegeben, 
habe  aber  noch  keine  Rttcksichlauf  die  Verschiedenheit  deslnter- 
Talles  genemmen.  Da  diese  Rethen  an  dem  nllmlichen  Hunde 
bei  gleicher  Reizintensitflt  und  Uberhaupt  unter  ganz  gleichen 
Bedingungen,  nur  bei  verschiedenem  Intervalle  gewonnen  sind, 
so  ISsst  sich  an  ihnen  der  durch  das  Intervall  bedingte  Unter» 
schied  in  der  Entwicklung  der  Einzelcurve  nach  der  Reizzabl 
sehr  pul  nachweisen. 

Auf  eine  Ungleichheit  der  Curven  hal>e  ich  schon  aufmerk- 
sam gemacht.    li.i  niimlich  die  Einzelcurven  mit  der  Heizzahl 
allmählich  einer  Greozcurve  sich  niUicrn,  d.  ii .  s  on  einer  bestimm- 
ten Form  an  nur  mehr  minimale  Aenderungen  durchmachen,  so 
wird  sich  die  uanze  Knl\vicklunj4  nach  dieser  Grenzcurve  rieh- 
teo  müssen.  Ich  habe  auch  sehr  wahrscheinlich  gemacht,  dass 
die  Grenzcurve  mit  der  Beizzahl  ungefähr  zusammenfällt,  bei 
velcber  die  Summationscune  ihre  maximale  Höhe  erreicht.  Da 
000  aber  ans  den  Summationseurven  maximaler  Reizanzahl 
direct  hervorgeht,  dass  diese  maximale  Höhe  nahezu  bei  glei- 
cher Reizdauer  eintritt,  das  helsst  also  bei  grossem  .Intervalle 
bei  einer  kleineren  Reizzahl,  so  isl  daraus  schon  der  Schluss 
berechtigt,  dass  die  Einzelcurve  mit  zunehmendem  Intervalle 
ihre  Grenzcurve  früher  erreicht,  und  früher  conStante  Form 
aoniiomt. 

Dies  finden  wir  auch  bei  Betrachtung  unserer  Curvenreihen 
be  Uii4i:i.  Bei  dem  Intervalle  O.iS  dndert  sich  die  mittlere 
£inzelcur\e  zwischen  20  bis  30  und  30  l>is  40?*  nur  mehr  sehr 
wenige  was  uns  beweist,  dass  die  Grenzcurve  nicht  viel  davon 


Digitized  by  Google 


262 


Eiwiii  VoiT» 


abweichen  kaDD,  und  wohl  der  ReUzahl  r  b  40  enispridii.  Es 
drückt  sich  dies  auch  in  der  Form  der  entsprechenden  Samma- 
tionseurve  aus^  und  findet  seine  Bestätigung  in  der  Grenscitrve, 
die  ich  aus  der  AbfoUsgeschwindigkeit  der  Summationscorve 
r  «  40  construirt  und  den  anderen  Gurven  dieser  Reihe  bei* 
gefügt  habe. 

Bei  dem  Intervalle  0.10"  wiire  die  maximale  Höhe  ungefähr 
bei  lOOr  erreicht.  Es  iHsst  sich  also  .»us  der  Geschwindigkeit 
des  Abfalles  der  Summationscurve  von  1 00  r  die  Grenzcurv  e  ab- 
leiten. Wir  sehen  auch,  dass  bis  zu  dieser  Grenzcurve  die 
Einzelcurveu  mit  wachsender  Reizzahl  zuerst  schneller,  dann 
allmälig  immer  langsamer  ahru  hmen. 

Je  kleiner  also  das  Intervall  ist,  desto  später  (jeht  die  Einzel- 
curve  mit  steigender  Heizzahl  th  die  Grenzcurve  über. 

Ich  habe  schon  früher  hervorgehoben,  dass  die  Einselcur- 
ven  anfilnglich  mit  der  Heizzahl  zunehmen,  ohne  ihre  Form  tu 
ändern,  und  dass  erst  die  rttoklaufige  Bewegung  mit  einer  Aen- 
dening  in  der  Garvengestalt  verbanden  ist,  deren  Endresultat 
die  Grenzcurve  darstellt.  Es  gewahrt  uns  also  letitere  einen 
Anhaltspunkt  ttber  die  Grosse  dieser  gansen  Umwandlung. 

Aus  dem  Vergleich  der  beiden  Gurvenreihen  in  den  oben 
genannten  Figuren  ergibt  sich  wieder,  dass  mit  der  Zunahme 
des  Intervalles  die  Grenzcurve  nicht  allein  eine  Abnahme  in 
ihrer  Hölie,  sondern  auch  eine  Verbreiterung  ihres  Gipfels  auf- 
weist, und  zwar  allein  auf  Kosten  des  Wendepunktes  zum  ab- 
steigenden Theile  der  Curve,  wahrend  die  Zeit,  in  welcher  dpr 
Gipfel  erreicht  wird,  nahezu  constnnt  bleibt.  Füllen  wir  noch 
hinzu,  dass  mit  der  Verkflrzung  des  Intervalies  der  erste  Schen- 
kel des  Abfalles  nur  wenig,  dagegen  der  zweite  bedeutend  zu- 
nimmt, so  ist  dadurch  die  Verschiedenheit  in  den  Grenzcurveo 
charakterisirt. 

Die  Grenzcurve  nimmt  also  bei  Ideinerem  Intenxüle  an  Höhe 
constant  ab ,  an  Länge  zu.  Mit  der  Verbreiterung  des  G^tit 
sinkt  auch  die  Steilheit  des  Anstiegs  und  Abfalls. 

Die  mit  der  Reizsahl  Hand  in  Hand  gehende  Formverao- 
dening  der  Einselcurve  ist  bei  den  Intervallen  nicht  etwa  des- 
halb nur  verschieden,  weil  dieselbe  bei  dem  grosseren  Inter- 
valle wegen  des  früheren  Auftretens  der  Grenzcurve  auf  einem 
frttheren  Stadium  der  Veränderung  stehen  bleibt,  sondern  eB 
prugt  sich  die  dem  Intervalle  charakteristische  Form  der  Uni- 
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gMlattmig  schon  viel  frttber  ans,  wie  siöh  aus  dem  Vergleicb 
der  Gunren  m  S{0  bis  41  in  dem  Intervalle  0.40"  und  ras 30 
bis  40  in  dem  Intervalle  O.iS"  ergibt.  Ja  wir  können  bei  dem 
failervalle  0.10"  in  der  mittleren  Einzeicurve  r  =  (40 — 20)  schon 

eiüe  gewisse  Aehnlichkeit  mit  der  späterea  Greozcurve  er- 
kennen. 

Hs  verlmtft  also  die  ganze  rikkUiufige  Bewegung  je  nach 
der  (n-')sse  fies  IntervaUes  in  einer  anderen  Weise, 

Zur  weiteren  Betrachtung  des  Einflusses  von  der  Grösse 
des  IntervaUes  auf  die  Veränderung  der  Einzelcurve  habe  ich 
wieder  in  Figur  40  und  41,  Tafel  V  je  zwei  Curvenreihen  Uber 
einander  gelegt,  welche  nur  durch  das  Intervall  sich  unter* 
«che  1  den. 

In  Figur  44  finden  sich  Curvenreihen  des  IntervaUes  O.iO" 
ttsd  0,W,  und  in  Figur  40  von  0.20  und  0.42  mit  einander 
verglieben.  Die  Gurven  gleichen  IntervaUes  haben  auch  hier 
gleiche  Farbe,  und  die  gleicher  Reizzahl  die  nSmliehe  Art  der 
Zeichnung. 

Daraus  ISsst  sich,  ausser  den  schon  erwähnten  Verschieden- 
heiten, erkennen,  dass  auch  die  Gurven  niederer  Reizzahlen  sich 

nicht  decken.  Sie  sind  allerdings  in  der  Form  einander  ähnlich, 
hciimen  aber  bei  gleicher  Reizzahl  mit  der  Höhe  des  IntervaUes 
ia  ihrem  izanzen  Umfange  zu.  Da  die  Einzelcurven  dos  ersten 
Reizes  als  unabhanL'iiz  vorn  Intervalle  bei  gleicher  Reizinlonsiliit 
identisch  .s(Mn  luüsseu,  so  ergibt  '^ich  die  Schlussfolgerung, 
dass  bei  kleinem  Intervalle  die  Kinzeicurven  mit  der  Reizzahl 
zuerst  rascher  anwachsen,  aber  auch,  was  aus  dem  früher  schon 
Besprochenen  herAorgeht,  wieder  rascher  sinken.  Es  muss 
sich  also  beim  Vergleich  der  Curvenreihen  zweier  Intervalle  ein 
Kiozelreiz  finden  lassen^  fQr  den  die  Gurven  gleiche  Höhe  be- 
silien.  In  dem  Intervalle  0.20"  ist  z.  B.  die  mittlere  Einzelcurve 
r»(44-54)  so  hoch  wie  r8(20-40)  bei  Intervall  0.10" 
and  bei  0.42  hat  die  mittlere  Einzelcurve  r=  (30  —  40]  gleiche 
Gipielhöhe  wie  rs  (4  9-*  30]  des  IntervaUes  0.20^  Man  sieht 
sndi  an  diesen  Reihen,  und  besonders  an  Figur  40,  dass  die 
rtloUaufige  Bewegung  in  der  Entwicklung  der  EinzeIcurven  um 
80  rascher  beginnt,  je  kleiner  das  Intervall  ist,  denn  bei  Inter- 
%'all  0.42  wächst  die  Einzelcurve  noch  bis  r  =  (9  — 20),  und 
diese Curve  hat  noch  die  Gestalt  wie  bei  7*=  (4  — 9j  beibeiiallen. 
Dagejjen  ist  die  mittlere  Einzelcurve  r  =  (9  —  4  9)  bei  dem  Inier- 
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valle  0.20  schon  gesunken,  und  weist  gegenüber  der  Einzel-* 
curve  r—  (1  —9]  schon  eine  bedeutende  Formverflnderung  anf. 

Wir  kommen  also  zu  dem  Schluss,  dass  nutderVerkürxun^ 
des  IfUervaües  die  Veränderung^  welche  die  ^xelcmve  mä  etei- 
gender  BeizxM  erleidet,  nicht  nur  entsprechend  der  Perm  der 
Grenzcurve  grösser  wird,  sondern  auch  rascher  sich  vollzieht, 
dass  also  die  Umformung  in  einer  jedem  Intervalle  charakteris- 
tischen Weise  auftritt. 

Ks  ^\  iire  eine  interessante  Fraee,  diese  Verhüll nisse  nach 
beiden  Seilen,  das  heisst  bei  u^nivi  giosson  und  ganz  kleioen 
iotervallen  weiter  zu  verfolgen.  Wir  haben  gesehen,  dass  die 
Differenz  zwischen  den  nnltlereii  Einzelcurveo  der  einzeluen 
Reizzahlen  mit  der  Grosse  des  Intervalles  immer  kleiner  wird. 
£8  könnte  also  von  einem  bestimmten  Intervalle  an  dieser 
Unterschied  vollständig  verschwinden.  Nun  kann  ich  darüber 
einen  gewissen  Aufschluss  wohl  geben.  Ich  habe  nSmlieh  eine 
Summationscurve  maximaler  Reizanzaht  aufzeiohnen  lassen  bei 
dem  Intervalle  4  .OO''  und  einer  Reizintensitttt  E  =  339.  Die- 
selbe ist  allerdings  nicht  an  dem  gleichen  Hunde  gewonnen, 
wie  die  andern  hier  angefGÜirten  Gurven;  dennoeh  lassen  sieh 
die  Resultate,  weil  auch  die  übrigen  Gurven  vollständig  Über- 
einstimmen, verallgemeinern. 

Es  ergibt  sich  n  on  selbst,  dass  die  Einzehnirven  gleich  sein 
n)üssen.  wenn  der  zweite  Reiz  den  nervösen  Apjiaral  erst  IrifUt. 
sobald  die  Wirkung  des  orsten  Keizes abgelaufen  ist.  Die  Cur\e, 
welche  ich  in  Figm  12  al)ge])iidet  habe,  soll  darüber  Auf- 
schluss geben,  in  wie  weit  die  Einzelcurven  jedes  kleineren 
Intervalles  sich  mit  der  Reizzahl  andern. 

In  unserer  Summationscurve  entspricht  die  maximale  Höhe 
ungefähr  4  6  Heizen,  es  ftfllt  also  jeder  folgende  Reiz  noch  weit 
innerhalb  der  Wirkung  des  vorhergehenden.  Aus  der  Gestalt 
der  Gurve  und  besonders  aus  dem  Vergleiche  des  Anstiegs  und 
Abfalls  lässt  sich  nun  ohne  Weiteres  der  Schluss  ziehen  ^  dass 
wenigstens  bis  zu  dem  Intervall  4.00  See  eine  Veränderung  der 
Einzelourve  mit  steigender  Reizzahl  stattfindet,  und  zwar  rouss 
die  Grenzcurve,  da  die  Geschwindigkeit  des  Abfalls  grosser  wie 
die  des  Anstiegs  ist,  höher  sein,  wie  die  Einzelcurve  des  ersten 
Reizes.  Auch  die  trotz  der  maximalen  Reizanzahl  noch  fort- 
schreitende Erhöhung  des  Gipfels  weist  darauf  hin,  dass  eine 
Veränderung  der  Einzelcurve  erfolgen  muss,  indem  bei  ein- 
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foeher  Summation  der  Gipfel  parallel  zur  Absoisse  verlaufen 
würde. 

Die  Grosse  der  Yerttnderung  der  Einzeleurve  lasst  sich  be- 
nrtiieileD,  wenn  wir  bei  jener  Gurve  aus  der  Gesehwind  igkeit 
des  Anstiegs  eine  fttr  46  Reize  mittlere  Einzelcurve  und  aus  der 

Geschwindigkeit  des  Abfalls  wieder  die  Grenzcurve  construiren . 
In  Fiizur  43  habe  ich  beide  Curven  über  einander  gezeichnet  in 
dem  nüniiichen  Massstabe  wie  die  übrigen  Einzelcurven,  wobei 
die  ausgezogene  Linie  die  Grenzcurs  o  darstellt.  Der  Vergleich 
dieser  Cur\'en  herechlij^t  uns  zu  dem  niüulichen  Schluss,  den 
wir  schon  aus  der  Gestalt  der  Sunimationscurve  gezogen,  dass 
auch  bei  dem  Intervalle  4.00"  die  Einzelcurve  noch  mit  der 
Reizsahl  sich  ändert;  die  Form  unserer  Grenzcurve  lehrt  uns 
aber  noch  weiter,  dass  die  rückläufige  Bewegung  in  der  Ent- 
wicklung der  Einzelcurve  noch  nicht  vorlianden  ist,  oder  wenig- 
stens nicht  weit  fortgeschritten  sein  kann,  indem  dieselbe  noch 
keine  Verbreiterung  des  Gipfels  und  Verflaehung  des  Abfalles 
aufweist.  Es  ist  dadurch  wahrscheinlich  gemacht,  dass  bei 
grossen  Intervallen  die  Einzeicurven  mit  der  Reizzahl  bis  zur 
Grenzcurve  wachsen,  ohne  Ihre  Form  wesentlich  zu  ändern. 

Ich  möchte  noch  kurz  auf  die  mittlere  Einzelcurve  eingehen, 
welche  aus  der  Geschwindigkeit  des  Anstiegs  der  Sniiiin.itions- 
curve  Gewonnen  wurde,  um  den  Grund  anzugebcD,  w.u  um  sie 
eine  von  tler  (jrenzcurve  so  abweichende  Form  besitzt.  \\  ir  liahen 
bei  ihrer  Conslniction  vorausgesetzt,  dass  an  ihrem  Zustande- 
kommen sich  die  einzelnen  Reize  gleichmiissig  betheiligen.  Nun 
wissen  wir  aber  aus  früheren  Reihen,  dass  die  Einzeicurven 
mit  der  Reizzahl  sowohl  an  Höhe  wie  an  Länge  zunehmen ,  so 
dass  in  diesem  Falle  die  mittlere  Höhe  aus  allen  Einzeicurven 
nie  so  gross  sein  kann,  als  die  der  Grenzcurve.  Ks  kommt  aber 
noch  etwas  Weiteres  in  Betracht,  was  hauptsttchlich  auch  zur 
Erkiflrnng  des  breiteren  Gipfels  und  des  späteren  Abfalls  un- 
serer Einzelcurve  gegenüber  der  Grenzcurve  dienen  kann. 
Nehmen  wir  z.  B.  an,  dass  in  unserem  Beispiele  die  Einzelcurve 
des  ersten  Reizes  mit  40  Secunden  schon  die  Abscisse  erreicht 
bat,  so  bestehen  die  Ordinaten  der  Summatlonscorve ,  die  auf 
den  Ahscissen  10,  i\  ....  16  See.  errichtet  sind,  nicht  mehr, 
wie  vorausgesetzt,  aus  einzelnen  Stücken  von  10,  11  .,..16  Ein- 
zelreizen, sondern  aus  einer  entsprechend  perinizeren  Anzahl, 
d.h.  dieser  ganzeXbeil  der  uiiltiereu  Einzelcurve  gehört  gar  nicht 


Digiü 


266 


£rwi>  Voit, 


mehr  zur  Curve  des  ersten  Einzelreizes,  sondern  b.iut  sich  «-»us 
Stücken  der  Ciirven  späterer  Reizzahlen  auf.  Ks  kojiunt  .ilso 
diese  Verl)reileruD45  des  (jijjiels  dadurch  zu  Stande,  da^^  <lpr 
maximale  Gipfel  der  Summationscurve  wegen  der  ronslanlt*o 
Zunahme  der  Kinzeleurve  mit  der  Reizzahl  später  erreicht  svir<l. 
als  dem  Ende  des  ersten  Einzelreizes  entspricht.  Zum  weiteren 
Verständnisse  habe  ich  in  Figur  44  eine  Summalionscurve  aus 
einer  EiDzelcur\e  construirt  unter  der  Voraussetsung,  dass  die 
Einzelcurve  sich  allmählich  bis  zur  Grenzcarve  ändert.  Die 
£inzelciirve  des  ersten  Reizes  ist  in  a  dargestellt,  die  betreffende 
Grenzeurve  In  6.  Ich  wollte  damit  zeigen,  wie  durch  eine  all- 
mähliche Aenderung  der  Einzelcurve  mit  der  Reizzahl  solche  Ab- 
weichungen von  einer  normalen  Summationscurve  zu  Stande 
kommen,  wie  wir  sie  bis  jetzt  kennen  gelernt  haben,  und  wie 
sie  auch  wieder  in  Figur  42  sichtbar  sind. 

Es  ist  nicht  schwierig,  die  grosse  Aehnlichkeit  in  der  Form 
beider  Curven  in  Figur  42  und  44  und  besonders  die  gleichen 
Abweichuni:en  von  einfachen  Summationscurven  daraus  zu  er- 
kennen. Besliiiinien  wir  aus  Figur  4  4  die  (jrenzcurve  und  die 
mittlere  Einzelcurve  aus  der  Geschwindigkeit  des  Abfalls  und 
Anstiecs,  so  erhalfen  wir  die  Gurveu  a  und  ß.  Eben  weil  die 
Summationscurve  nach  dem  Punkte  >/,  welcher  hei  einlacher 
Summation  den  maximalen  Gipfel  repräsentiren  würde,  weiter 
in  die  Höhe  steigt,  erscheint  die  mittlere  Einzelcurve  o  gegen- 
über der  Curve  a  so  sehr  verlsingert,  indem  wir  annehmen,  dass 
die  Curve  des  ersten  Reizes  an  dem  ganzen  Aufbaue  der  Sum- 
mationscurve bis  zum  Gipfel  sich  betheiligt.  Deshalb  ist  auch 
der  Anfang  der  Grenzeurve,  die  ich  aus  dem  Abfalle  der  Sum- 
mationscurve J/|  construirte,  nicht  ganz  mit  dem  Warthe  von  6 
flbereinstimmend.  Je  naher  aber  die  Summationscurve  ihrem 
Hazimalwerthe  kommt,  d.  h.  je  geringer  durch  neue  Reize  die 
Gurvenform  sich  ttnderl,  desto  mehr  muss  diese  Differenz  Ver- 
sehwinden. 

Es  scheint  demnach ,  als  oh  bei  (jrüsseren  Intervallen  die 
Einzelcurven  mit  der  Reizzahl  bis  zur  Grenzeurve  anwachsen, 
und  erst  bei  Ideinen  Inlei  vullen  (he  schon  besprochene  rückläufige 
BewetßUKi  sich  (lusbildety  welche  dann  nat  abnehmendem  Inter- 
vall immer  yrüssere  Dimensionen  annimmt. 

x\uf  diese  ,  jedem  lnler\alle  eiirenthUrniiciie  Entwicklung 
der  Einzelcurve  nach  der  Reizzabi  lassen  sich  die  Abweichun- 
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gen,  die  wir  an  den  Summationscurven  gegenüber  dem  ein- 
fachen Sammalionsgesetze  wahrgenommen  haben,  sehr  leicht 
forficUübren.  Bei  kleiner  ReiBansahl  mttssen  die  Summalions- 
corven  mit  der  Verkürzung  des  Intervalles  nnverhSIltnisamKssig 
wachsen,  und  zwar  im  ganzen  Umfange,  da  bei  dem  kleinen 
lotenalle  die  Einzelcurven  selbst  rascher  zunehmen.  Diese 
IKfferenzen  werden  aber  nach  und  nach  sieh  wieder  ausgleichen, 
indem  bei  den  Curven  kleiner  Intervalle  die  rückläufige  Bewe- 
gung in  der  Entwiciilung  der  Kinzelcurve  viel  bedeutender  ist; 
wogegen  die  Länsze  der  Suonnationscurve  mit  dem  Intervalle 
weiter  wMchst,  ubereinslimmend  mit  der  fortdauerncien  Ver- 
langt lu  ml:  der  Einzelcurv^en.  Weil  dieselben  bei  kurzem  Inter- 
valle mit  zunehmender  Reizzahl  kleiner  werden,  muss  auch; 
gerade  entgegengesetzt  dem  Beispiele  in  Figur  44,  die  maximale 
B5he  der  Summationscurve  etwas  früher  erreicht  werden,  als 
der  Lange  der  ersten  Einzelcurve  entsprechen  würde.  Darauf, 
und  hauptsächiieh  auf  der  Verflacbung  der  ganzen  Einzelcurve 
mit  Verkürzung  des  Intervalles,  beruht  auch  die  Verflaohung 
des  Abstieges  der  entsprechenden  Summationscurve. 

D  Binflass  des  ioiervalJe«;  auf  die  Einzelcurve  bei  verschiedenen 

Reizialeositätea. 

Weil  dieTei^nderungen,  welche  SuromaÜonscurven  maxi- 
maler Reizanzahl  mit  der  Reizintensität  erleiden,  mit  den  Inter- 
vallen wechseln,  habe  ich  daraus  geschlossen,  dass  die  Einzel- 
curve, als  Function  der  Beizintensität  aufgefasst,  auch  variabel 
Dach  dem  Intervalle  sein  mtlsse.  Es  erwachst  dadurch  die 
Aufgabe,  das  Gesetz  dieser  Abhängigkeit  zu  Ünden. 

Unter  dem  Einflüsse  der  Reizintensitat  vergrössert  sich  die 
Einzelcurve,  aber  nicht  für  alle  Reizzahlen  gleichmassig;  die 
Entwicklung  der  Einzelcurve  nach  der  Reizzahl  ist  also  auch 
TOD  der  Beizintensitflt  abhangigi  und  vollzieht  sich  um  so  rascher 
sowohl  in  Bezug  auf  die  Zunahme  der  Einzelcurve  wie  auf  deren 
Aimähemng  zur  Grenzeurve,  je  grosser  die  letztere  ist.  Ich 
habe  dieses  Gesetz  nur  mit  Hilfe  verschiedener  Intervalle  auf- 
itellen  kUnnen,  was  insofern  unstatthaft  ist,  als  ja  das  Inter- 
vall selbst  wieder  die  Veränderung  der  Einzelcurve  durch  die 
InteDsitiit  beeintlusst.  Trotzdem  wird  es  sich  beweisen  lassen, 
dass  dasselbe  allgemeine  Gültigkeit  hat. 
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ZuDttchst  ist  es  DOthwendig ,  die  Veränderung  der  Eiozel- 
carve  Dach  der  Reizintensitai  bei  den  verscbiedeoen  iDtervallen 
gesondert  tu  betrachten,  und  zwar  mit  Hülfe  der  Figuren  Sl — 23, 
Tafel  III.  Ich  muss  dabei  nochmals  hervorheben,  dass  diese 
Reihen  an  dem  nSmlichen  Hunde  und  unter  sonst  gleichen  Be-* 
dingongen  gewonnen  wurden,  dass  sie  also  alle  unter  einander 
vergleichbar  sind.  Ich  habe  nur  noch  hinzuzusetzen,  dass  für 
das  Intervall  0.42  die  Intensität  /s  =  i6i  beinahe  nuixirnal  ist, 
wahrend  für  das  Intervall  0.20  £"  =  464  und  fUr  lal.  O.tO 
£«377  überniaxini.  le  lieizgrös.sen  darstellen. 

Aus  (Im  Cur\ anreihen  lieht  zunüchsl  hervor,  dass  die  Eut- 
wicklunü;  der  Einzeicurve  nach  der  Reizzahl  hol  den  versöhn  - 
denen  Intensitliten  des  gleichen  Intervalies  sehr  atmlich  verlauft, 
was  sich  am  Besten  aus  den  Grenzcurven  beurtheilen  lasst, 
deren  Höhe  und  Gestalt  beinahe  unabhängig  von  der  Reizinten«- 
sttüt  für  jedes  Intervall  charakteristisch  ist.  Wir  kdnnen  also 
den  Satz,  den  wir  fUr  grössere  Intensitäten  schon  ausgesprochen 
haben^  dass  die  FormverHnderung,  welche  die  Einzeicurve  mit 
zunehmender  Reizzahl  erlKhrt,  nur  eine  Function  des  Intervalies 
ist,  auch  auf  alle  Intensitäten,  soweit  sie  hier  vorliegen,  aus- 
dehnen. 

Durch  die  Reizinlensität  dagegen  wird  die  Grösse  der  Ein- 
zeicurve geändert  sowie  die  Geschwindigkeit,  mit  der  sie  die 
Forun eriinderung  durchlauft,  wofür  wir  schon  früher  den  Be- 
weis bei  einzelnen  inki  vallen  liefern  konnten.  Aber  aucli  in 
dieser  Hinsicht  ist  die  Grösse  des  Intervalies  nicht  gleichgültig. 

Die  VerSnderung  der  Einzeicurve  nach  der  Inlensitiit  lasst 
sich,  wie  bei  den  Summationscurven,  in  drei  Stadien  zerlegen. 
Aus  den  Figuren  21 — 23  ergibt  sich  aber  auch,  dass  diese  Ein* 
theilung  mit  verschiedenen  Intervallen  zusammenfSÜlt.  Denn 
die  Entwicklung  der  Einzeicurve  nach  der  Reizzahl  geht  bei 
dem  Intervalle  0.48  auch  für  die  beinahe  maximale  Intensität 
£as464  nicht  Ober  das  erste  Stadium  hinaus;  das  heisst,  die 
Einzelcurven  der  höheren  Intensitäten  sind  in  ihrem  ganzen 
Umfange  grösser  als  die  entsprechenden  der  kleineren  Reiz* 
Intensität.  Das  zweite  Stadium  ist  dadurch  charakterisirt,  dass 
die  den  höheren  Reizzahlen  angehOrigen  Einzelcurven  durch 
ihre  raschere  Annäherung  an  die  Grenzcurve  unler  die  kleinere 
liUeiisiliit  herabäiiiken.  Dieses  Stadium  wird  \uu  der  Cui'vcn- 
reihe  0.20  bei  der  höchsten  Reizintensitat  noch  erreicht;  da- 


Digiti^uG  Uy  Google 


Dn  Schlagzahl  bbs  HBmMS  ktc 


269 


gegeo  gebort  das  dritte  Stadium,  wo  die  Einzeicurreü  schon 
verhaltnissiDjissig  niederer  Reizzablen  unter  die  der  kleineren 
Intensitäten  sinken,  allein  den  höheren  Intervallen  von  0.10 
and  darüber  an. 

Ich  habe  beim  Vergleich  der  Gurven  gleicher  Reizintensi- 
tst  aber  verschiedenen  Intervalles  (Figur  10  und  4i,  Tafel  V) 
gefuDileü,  dass  bei  einer  Intensität  mittlerer  Starke  E  =  300 
die  Einzelcurven  kleineren  Intervalles  mit  der  lU  i/zahl  melir 
zunehmen,  aber  sich  auch  entsprechend  wieder  verkleinern,  so 
dass  sie  bei  einer  !)eslininilen  Reiz'zahl  uiUer  die  bei  grösserem 
Intervalle  gewonnenen  Curven  herabsinken.  Nach  den  Resul- 
taten, welche  aus  den  Curvenreihen  Figur  21 — 23  erhalten  wur- 
den, liisst  sich  ferner  schliessen,  dass  mit  zunehmender  Heiz- 
iDtensität  dieser  Punkt  immer  früher  eintriily  was  sich  auch 
bestätigt  ßndet. 

In  den  Figuren  45»  46,  47,  Tafel  VI  finden  sich  Curven- 
reihen higherer  Intensität  zusammengelegt,  die  in  der  nttmllchen 
Weise  ausgeführt  sind,  wie  die  frttberen  Figuren.  Eine  directe 
Fortsetzung  der  beiden  Curvenreihen  auf  Fig.  41 ,  Tafel  V 
bildet  die  Fig.  45,  indem  auf  ihr  Curven  des  nttmlichen  Inter- 
valles, nur  bei  einer  grosseren  Intensität  ß  s  377,  verglichen 
sind.  Was  dabei  vor  Allem  auffallt,  ist,  dass  der  Höhenunter- 
schied schon  zwischen  den  Einzelcurven  der  ersten  Reizzahien 
(1—10)  verschw  unden  ist,  und  dass  die  folgenden  Curven  wegen 
ihrer  rascheren  Annalierung  an  die  Grenzcur\  e  bei  (Icm  kleineren 
Intervalle  durchwegs  niederer  sind.  Dies  drückt  sich  auch  in 
den  Beispielen  Fig.  46  und  47  deutlich  aus,  wo  Curvenreihen 
niax-imaler  inlensiliit  über  einander  gelegt  sind.  Die  Curven 
der  verschiedenen  Intervalle  weisen  für  die  ersten  Heize  eben- 
falb keine  HöbendifTerenz  mehr  auf,  während  die  Einzelcurven 
aller  folgenden  Ueize  bei  dem  grösseren  Intervalle  durchwegs 
grosser  sind.  Die  Curvenreihen  maximaler  Intensität  bean- 
spruchen also  ein  grosses  Interesse,  vireii  sie  zeigen,  dass  die 
Eintelcurven  nur  bis  sn  einem  gewissen  Grade  wachsen  kön- 
nen, und  dass  diese  Höhe  von  jedem  Intervalle  erreicht  wird, 
allerdings  bei  dem  grösseren  Intervalle  auch  erst  mit  grösserer 
fieisintensitat. 

Fttr  die  Intervalle  von  0.05  See.  sind  300 

0.10  -  377 
0.20   -  464 
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schon  UbermaximaleReizgrOsseD,  während  für  Int.  0.42  £s  ißi 
beinahe  maximal  ist. 

Ich  bin  leider  nicht  im  Stande »  auch  für  niedere  Aeix- 
grdssea  die  geseumässige  Abhängigkeit  der  Einzelcurve  von  der 
Intensität  bei  den  einxelnen  Intervallen  in  gleicher  Weise  veie 
fttr  die  höheren  Intensitäten  darsuthun.  Es  lassen  sich  aber 
doch  mit  Holfe  der  Grenzcurven  und  aus  den  Veränderungen; 
welche  die  Sumroationscurven  maximaler  Reixansahl  bei  den 
einzelnen  Intervallen  mit  der  Intensität  erleiden,  Schlüsse  sieben^ 
die  uns  berechtigen,  die  Abhängigkeit  der  Einzelcur>e  von  der 
ReiziüteusiUH  überhaupt  festzustellen;  uud  so  werden  sich  die 
Sätze,  die  ich  früher  nur  aus  Cur\en  von  verschiedenen  Inter- 
vallen ableiten  konnte,  im  Allgemeinen  als  wahr  erweisen. 

Ich  habe  schon  vielfach  darauf  aufmerksam  gemacht,  d;«^- 
jierade  die  Grenzcurve  zu  mancherlei  Schlussfolgerungen  be- 
rechtigt, indem  sich  in  ihr  die  Maximaiveranderung  darstellt, 
welche  die  Einzelcurve  mit  steigender  Reizzahl  erieiden  kann. 
Wenn  wir  also  aus  der  Summationscurve  von  maximaler  Reiz- 
anzahl die  jeweilige  Grenzcurve  bilden,  so  muss  uns  der  Ver- 
gleich dieser  Grenzcurven  einen  Anhaltspunkt  geben  ttber  die 
Veränderung,  welche  die  Einzelcurven  unter  den  vorliegenden 
Reizbedingungen  Uberhaupt  durchmachen,  besonders  wenn  wir 
sie  mit  der  aus  der  Geschwindigkeit  des  Anstiegs  gebildeten 
mittleren  Einzelcurve  vergleichen. 

Ich  habe  nun  in  dem  Versuche  den  ich  schon  als  Bei- 
s[)iel  lüi'  <lie  x'^bhangigkeit  der  Summalionscurven  bei  maxi- 
maler Reizanzahl  von  der  Reizintensiiai  und  zwar  bei  den  ein- 
zelnen Intervallen  benutzte,  aus  den  in  Fig.  14,  Tafel  II,  und 
36,  37,  Tnfcl  V  angeführten  Cur\enreiheu  die  Grenzcurven  und 
die  mUlieren  Einzelcurven  gebildet,  und  auf  Fig.  48,  Tafel  \'U 
wiedergegeben,  in  dem  Massstabe  wie  die  übrigen  Einzelcurven, 
nur  mit  dem  linterschiede,  dass  hier  die  Ordinalen  die  überzSh- 
Ilgen  Pulse  in  der  Einheit  von  %  Secunden  darstellen. 

Neben  jeder  Figur  ist  angegeben,  welche  Curven  Grenscor* 
ven  und  welche  die  aus  der  Geschwindigkeit  des  Anstiegs  gebil- 
deten mittleren  Einzelcurven  vorstellen.  Ebenso  ist  die  Inten- 
sitttt  angegeben,  bei  welcher  die  Curven  gewonnen  wurden. 
Die  zu  oberst  stehenden  Reizintensitaten  sind  durchwegs  maxi- 
male. Ich  möchte  noch  hinzufügen,  was  ich  schon  bei  den 
Summationscurven  erwHhnte,  dass  auch  die  Grenzcurven  ohne 


Digiti^uG  Uy  Google 


DiB  SCHUGIAHL  DBS  HbBZBUS  BTC.  S71 


Comctor  des  Reixanfanges  wiedergegeben  sind,  dass  also  die 
klefben  IMfferenzen  in  der  Form  der  Gorven  wahrscheinlich 
davon  herrtthren.  Ich  habe  die  Gorreotur  deshalb  unterlassen, 
weil  diese  Icleinen  UnregelmSssigkeiten ,  die  mir  erst  bei  der 

Conslruction  der  Einzelcurve  auffielen,  die  Gesetzmässigkeit  der 
itdDzen  Veranden  in  L  nicht  beeinträchtigen. 

Betrachten  wir  zunächst  die  Grenzcurven,  so  finden  wir 
hei  allen  Intervallen  gemeinsam,  dass  dieselb«  n  mfanizs  mit 
(1  r  Intensitilt  zunehnienj  bis  sie  eine  maximnie  Sleillieii  und 
Hohe  erreicht  haben.  Bei  weiterer  Vergrösserung  der  IntensitJlt 
▼erschiebt  sich  der  Wendepunkt  zum  Gipfel  etwas  nach  rechts, 
wodurch  der  Anstieg  sich  verflacht,  es  verbreitert  sich  der 
Gipfel  and  bei  ungefttir  gleicher  Geschwindigkeit  des  Abfalls 
die  Ltnge  der  Curve  selbst.  Durch  immer  weiteres  Hinans- 
iUfken  des  Wendepunktes  cum  Gipfel ,  und  immer  grossere 
Yerflachnng  des  Anstiegs  nimmt  die  Curve  bei  nahezu  gleicher 
Gipfelbreite  und  gleichem  Abfalle  bis  zur  maximalen  Intensitüt 
an  Lange  zu. 

Die  Entwiekelung  der  Grenzcurve  nach  der  Intensität 
?eriaaft  bei  den  einzelnen  Intervallen  mit  verschiedener  Ge- 

schwindiiikeit.  Während  bei  dem  sprossen  Intervalle  0.67  die 
Grenzcurve  erst  eanz  nahe  derMaxiuinliniensilät  bei  200  E  nicht 
mehr  weiter  sieh  erhöht,  wird  diese  Mavinialhöhe  bei  dem  Inter- 
vnlle  0.20  schon  bei  50  f.' erreicht,  niid  bei  dem  noch  kleiiiei  eri 
Intervalle  0.12  bei  / '  =  t5.  Es  entspricht  also  dieser  Punkt, 
wie  die  maximale  intensität  selbst,  ganz  verschiedenen  Reiz- 
9'Össen. 

Durch  diese  Grenzcur\'en  wird  weiter  bestätigt,  was  schon 
für  die  höheren  Intensitäten  festgestellt  ist,  dass  die  Grenzcurve 
am  80  hoher  ist ,  und  um  so  weniger  von  der  Form  der  Einzel- 
curve  niedriger  fteiszahl  sich  unterscheidet,  sowohl  in  Bezug 
auf  Steilheit  des  Abfalles  und  Anstiegs  wie  Breite  des  Gipfels, 
je  gfVsser  das  Intervall  ist,  mit  Ausnahme  der  kleinsten  Inten- 
sHlten.  Es  muss  also  auch  die  ganze  Formveranderun g  ^  der 
^e  Grenzcurve  mit  steigender  Intensität  unterliegt,  mit  der 
Verkürzung  des  Inlervalles  zunehmen. 

Damach  ergibt  sich  folgende  Entwiekelung  der  Grenzcurve 
nach  der  Reizintensitilt: 

Sie  wachst  anfantis  mit  der  Reizgrösse,  verHnderl  sich  aber 
von  einer  bestimmten  Intensität  an  nur  mehr  durch  Verschic- 
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buDg  und  Verbreiterung  des  Gipfels,  und  die  dadurch  bedingte 
Verlängerung  der  ganxen  Gurve.  Die  Umformung  volixiebt  sich 
um  so  rascher,  und  wird  um  so  bedeutender ,  je  kürzer  das 
Intervall  ist,  so  daes  mit  Ausnahme  der  kleinen  IntenaiUften 
die  Grentcurve  sich  um  so  mehr  in  Htfhe  und  Form  von  den 
Einselcurven  niederer  Reiszaiilen  unterscheidet,  je  kleiner  das 
Intervall  ist. 

Wie  ich  schon  früher  auseinandergesetit  habe»  lassen  sieh 

aus  einer  mittleren  Etnzelcurve ,  die  aus  der  Geschwindigkeit 
des  Aiibliegs  der  Sumiiuilioiiscurvc  i;ebiidel  isl,  nur  uuler  \  ur- 
behalt  Schlüsse  ziehen.  Je  kleiner  die  Veränderung  ist,  welche 
die  Einzelcune  mit  steiiiender  Reizzahl  erfährt,  desto  einfacher 
muss  die  Form  der  minieren  Eiozelcurve  sein,  und  desto  ahn- 
licher ihrer  Greozciirve,  so  d.nss  die  hier  erhaltenen  Resultate 
sehr  gut  mit  den  früheren  Ubereinstimmen,  da  die  Curven  uiu 
80  zusammengesetstere  Form  annehmen  und  um  so  mehr  von 
ihrer  Grenzcurve  abweichen,  je  kleiner  das  Intervall  ist.  Das 
Nttmliche  lässt  sich  für  die  Intensität  behaupten.  Wir  kommen 
also  XU  demselben  Schlosse,  den  wir  schon  aus  den  G«rven 
höherer  Intensittften  gesogen,  daas  die  Aenderungi  welche  die 
Einzelcurve  mit  steigender  Reissahl  eriUirt,  je  nach  der  Grosse 
der  Intensität  sunehmeo  muss.  Ss  wäre  dabei  nur  noch  hervor- 
Kuheben»  dass  bei  einer  bestimmten  Beisgroese  der  Untersehied 
swischen  den  mittleren  Einselcnrvtti  und  ihren  Grenzeurven 
nahesu  verschwindet,  welcher  Punkt  aber  für  jedes  Intervall 
einen  anderen  Werth  besitzt.  So  sind  z.  B.  liu  dds  Interwill 
0.67  bei  E=  15  die  mittlere  l.inzelcurve  und  ihre  Grenzcur\e 
nahezu  identisch.  Das  nümllche  lindet  sich  bei  Int.  0.20  für 
EssiO.  Was  die  Form  der  mittleren  Eiozelcurve  betrilU,  so 
lassen  sie  Ii  ;iuch  aus  ihr  lio  wisse  Voleeninuen  auf  die  Verän- 
derungen der  Kinzelcurse  mit  steigender  Keizzahl  machen,  be- 
sonders wenn  wir  dazu  die  Summationscurven  zu  llüife  nehmen. 
Ich  habe  in  einem  Beispiele*)  klar  gelegt,  dass  die  mittlere 
£inzelcurve  langer  als  die  Grenzcurve  ist,  wenn  die  Einzelciu*- 
ven  oonstanl  sunehmen,  d.  h.  wenn  die  maximale  BOhe  dsr 
Summationscnrve  spfiter  eintritt,  als  dem  Ende  der  ersten  Ein- 
zelcurven  entspricht.  In  ähnlicher  Weise  wird  die  mittlere  Ein- 
selcurve  kurzer  als  die  Grenzcurve  ausfallen,  wenn  die  Eintel- 
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oirves  attdi  nur  theüweise  bis  zur  Greozourve  sißk  verkl«w 
nern,  so  das&  die  maximal«  Uobe  der  Summationseurve  vor  das 
finde  der  ersten  £inselcurven  fallen  muss.  Je  grosser  also  der 
Uolerschied  twiscben  dsD  EiDselourvan  der  ersten  Aeise  und 
der  Grenscurve  ist,  desto  kleiner  mrass  die  Lange  der  nittlereii 
Eiaseleorve  worden.  Wenn  nnn  diese  Länge  mit  der  Vorkttr* 
uDg  des  Intervalles  abnimmt,  und  innerhalb  des  IntervaUes 
wieder  mU  der  InteDsität,  so  zeigt  dies  wieder,  dass  die  Gesetze, 
welche  wir  für  die  hohen  Intensitäten  aufgestellt  iiabtüi,  allge- 
üiciü  i^üiii^  ^iiid.  Da.N  Naiiiliche  beweist  auch  die  Vergrosserung 
der  EiDzelcurve  mit  der  laleusität,  sowohl  in  Bezug  auf  die 
Höbe,  wie  die  Geschwindicikcit  des  Aiisliei^s, 

hs  l>lf'il)t  mir  nur  noch  il])riLj .  nuf  die  Geschwindigkeit, 
mit  der  die  Entwicklung  der  Einzeicurve  nach  der  HeizzahJ  sich 
bei  den  verschiedenen  Intensitäten  vollzieht,  näher  einzugehen. 
Ich  habe  nämlich  frUber  den  Satz  aufgestellt,  dass  dieselbe  für 
■iedere  und  mittlere  Intensitäten  nahezu  gleiabm^ig  verläuft, 
dass  also  der  Anfang  der  rückläufigen  Bewegung  ungefähr  auf 
den  namliehen  Reis  fällt,  da  die  Einaelenrvan  niederer  Inten* 
»taten  in  ihrem  gpinsen  Umfange  kleiner  sindi  wie  die  der 
habereo.  Ipb  sobloss  dies,  weil  bei  dem  griJisseren  Intervalle 

die  racklttußge  Bewegung  mit  Zunahme  der  latensitflt  an- 
fangs nur  anbedeutend  firüber  eintritt,  und  erst  bei  den  stärkeren 
lolensiläten  die  Entwickelung  rascher  verläuft.  Mit  ÜUlfe  der 
angefuhi  len  Sumuiationscurven  liissl  sich  dies  n  u  11  ständig  sicher- 
stellen, wenn  wir  ihre  Formveranderung  bei  Zunahme  der  In- 
tensität berücksichtigen. 

Wenn  dieEinzelcurven  gleich  bleiben,  inussdieSummatious- 
corve  maximaler  Keizaazahi  eine  regelmässige  Form  annehmen, 
indem  die  Geschwindigkeitsourvo  des  An-  und  Abstiegs  zu- 
sammenfällt, und  der  Gipfel  parallel  zur  Abscisse  verlttuft.  So- 
bald die  Einaelcnrven  mit  der  Reizzabl  zunehmen,  oder  wenig- 
stens die  spätere  Abnahme  noch  zurücktritt,  muss  die  Ge- 
asbwindigkeit  des  Abfalles  gegentlber  des  Anstieges  in  rascherem 
Maaase  wadisen,  und  der  Anfang  des  Gipfels  später  erreicht 
werden.  Die  Differenz  in  der  Geschwindigkeit  des  Anstiegs 
nnd  Abfalles  gleicht  sich  aus,  sobald  die  Abnahme  der  Einzel- 
cnrve  mit  den  späteren  Reizen  weiter  fortschreitet*  So  lange 
die  Entw  ickelung  der  Einzelcurve  gleichmässig  vor  sich  geht, 
müssen  auch  die  einzelneu  Theile  der  Summatiouscurve  propop- 
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tional  wadisen,  d.  h.  die  Zunahme  der  Gorve  mit  der  ReizinteB- 
sfiiat  darf  die  Gestalt  dersellieii  nicht  wesentlich  andern.  Sobald 
aber  einmal  die  rttcklHufige  Bewegung  und  die  Änniherang  an 
die  Grenzeurve  rascher  sich  vollzieht,  muss  auch  die  maximale 
Hohe  früher  beginnen,  der  Anstieg  steiler  werden,  und  zuletzt 
mit  Verflachung  der  Einzeicurve,  auch  die  Geschwindigkeit  des 
Abfalles  zurückgehen. 

Anaivsiren  wir  unsere  Summalionscurven  auf  Fiernr  30,  37, 
Tatel  V  und  H  — f6,  T.ifel  H  in  dieser  Richtung,  so  huden  sich 
bei  jedem  Intervalle  diese  Formen  vertreten,  nur  n)it  dem 
Unterschiede,  dass  bei  den  grösseren  Intervallen  die  Stadien 
langsamer  durchlaufen,  und  zum  Theil  die  spätesten  gar  nicht 
erreicht  werden. 

Wir  kommen  also  zu  dem  Sohluss,  dass  die  bei  den  grossen 
Intervallen  gefundenen  Umänderungen  auch  fttr  die  kleinen 
Geltung  haben,  aber  nur  für  kleinere  Intensitäten» 

Fassen  wir  die  gewonnenen  ftesoltate  zusammen,  so  lässt 
sieh  ungefUhr  folgendes  Bild  von  der  Entwtckelung  der  Eintel- 
conre  nach  derEeltzahl  machen: 

Die  Bin9ekurve  ändert  eidt  mü  der  ReistsM  bei  kleinen 
Reisintensitäten  nur  sehr  wenig  bis  %nr  Grenscurve.  Mit  wf- 
nehmender  Intensität  w  achsen  die  Einzelairven  der  ersten  Heize 
viel  rascher  an,  als  die  (jj  enzairven^  wodurch  in  der  Cnn'en- 
Veränderung  Sicli  wieder  eine  riickiäiififfe  netregmiy  au^/uiiiet, 
der  Art.  dass  die  Curven  von  einem  bestimmten  Punkte  an  all- 
mtlhUch  bis  zur  Grenzcurve  sieh  Frieder  verkleinern  zugleich  mit 
einer  geringen  Verschiebung  des  (iipfels,  wodurch  Anstieg  und  Ab- 
fall  ^fenfxüls  sich  abflachen.  Wahrend  die  Vergrosserung  der 
Gren  zcfirve  atrfhlSrt^  und  sie  sich  nur  mehr  dur^  eine  seitliche 
Verschiebung  und  Verbreiterung  des  Gipfels  ändert^  verbtmden  mit 
einer  weiteren  yerflaehunff  des  Anstiegs  und  AbfitHies^  nehmen  die 
den  ersten  Reuten  entsprechenden  Einxekun?en  eoneiant  9u,  se 
disss  die  Formverttnderung  der  Einisdeurven  durch  die  ReisMaht 
mit  der  Grösse  der  Intensität  fertwöhrend  wmchst.  Mit  stmeft* 
mender  Intensität  bildet  skh  nocft  eine  weitere  Verttnderung  in  der 
Entwickelung  der  Einzelcurve  aus ,  in  der  Weise ,  dass  die  rück- 
läufige Bewegung  immer  fiiiher  beginnt  ^  und  die  Curven  immer 
rascher  der  Grenzcurve  sich  nähern,  was  um  so  mehr  i/i  den 
Vordergrund  tritt,  n  enn  einmal  die  Einzelcurve  ihre  MfiTtmal- 
hühe  erreicht  hat.  Bei  den  stärksten  hUenaUäten  unterscheiden  sich 
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aha  die  Curvm  nun  mehr  dadurch  von  einander,  dass  diese  ihre 
Maximalhöhe  früher  erreichen,  und  der  Grenscurve  immer 
schneller  sich  nähern. 

Von  dem  Intervalle  hängt  die  Gestalt  der  Grenscurve  abj  das 
heisst  die  Grosse  der  Formverllnderung ,  welche  die  Kinzelcurve 
i/iit  der  Hetzzahl  zu  durchlaujen  hat.  Im  Lebnyen  ändert  sich 
die  Einzelcui-ve  mit  der  VerliürAung  des  Intervalks  yans  ähnlich 
Wie  mit  der  Reisintetisität. ' 

Auf  diese  Abbängi^eit  der  Einzel cun  e  von  der  Heizzahl 
sowohl,  wie  von  der  Grösse  der  ImeosiilK  und  des  Intervalles 
lassen  steh  alle  Abweicbaogen  von  den  anfiings  angefttbiten 
Gesetsen  der  SnniDiatioB  surtteklübren. 

d]  Einliuss  des  Intervn  lies  auf  die  Gesamnitvvirkuug 

einer  Heizung. 

loh  habe  schon  bei  Besprechung  der  Summationserschel- 

QungcD  in  ihrer  Abhiinj^igkeit  von  der  Reizauzahi  und  der  Rciz- 
intensitäl  Einiges  über  die  Gesammtmenge  der  Uberzähligen 
Pulse  er\vjlhnt,  habe  al)er  dabei  die  Abhängigkeit  derselben 
von  (lern  Intervalle  unbeiilcksichtigl  gelassen.  Khe  ich  darauf 
eingehe,  niöc-hle  ich  noch  einmal  (hiraiif  zm  üi  klionimen,  wie 
die  Curve  der  Gesammlwirkung  erhalten  werden  kann. 

Zeichnet  mau  die  aus  den  Summationscurven  verschiede- 
ner Reizanzabl  erhaltenen  Werthe  fttr  die  Gesammtmenge  der 
überzähligen  Pulse  auf  ein  Millinieterpapier  auf,  SO  IttSSl  sich 
mit  Hülfe  dieser  Punkte  die  Curve  selbst  constrniren,  wobei 
sich  snm  Vergleiche  die  bei  andern  Intensitäten  und  Intervallen 
gewonnenen  Punkte  mit  grossem  Yorthelle  verwertben  lassen, 
nnter  der  Annahmoi  dass  diese  Gurren  nur  allmablich  in  geseta- 
massiger  Weise  sieb  ttndem.  Um  den  wahren  Nullpunkt  der 
(kurve  su  bestimmen,  sind  die  Gnrven  von  gleicher  Intensität 
aber  verschiedenem  Intervalle  besonders  geeignet .  indem  der- 
selbe bei  diesen  Curven  identisch  sein  nuiss,  da  der  Erfolg  eines 
einzigen  Reizes  nicht  mehr  von  dem  Inter\alle  abliaiuig  sein 
k.iiin.  Wir  haben  also  solche  Curven  nur  nach  unten  zu  ver~ 
Itiogern,  um  in  dem  gemeinsamen  S'  Im ii (punkte  auch  den  Aus- 
gangspunkt fUr  die  Curven  aller  intrr\  ;ille  gleicher  Intensität 
zvi  erlialten.  Nimmt  man  also  Summationscur>'en  von  verschie- 
dener intensttüt  und  verschiedenem  Intervalle  zu  Utilfe,  so  lässt 
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sich  die  Cime  der  Abhängigkeit  der  GosaDimtwirkung  vod  der 
ReizüJizylil  mit  grosser  Wahrsrhpinlichkeit  feststellen. 

In  Figur  49,  Tafel  YII  sind  solche  Curven  aus  dem  Versuche 
Y  wiedergegeben. 

Ans  ihnen  IJtsst  sich  leioht  die  jeder  Einzelcurve  ziiknni- 
mende  tlberzähb'ge  Pulsmenge  ableiten,  und  zwar  durch  Sub- 
traction  der  den  einj^elnen  Summationscurven  zugehörigen  Or- 
dinalen. Ich  habe  der  Bequemb'chkeit  halber  die  DifferenzeD 
von  Ordinaten  der  Abscissenabsebnitte  genommen,  die  2.6  Rei- 
zen entsprechen,  nnd  ans  diesen  die  ttberzahligen  Pulsmengen 
einer  mittleren  £lnse!curve  gerechnet.  UebertrSgt  man  diese 
Zahlen  wieder  in  derselben  Weise  auf  ein  Millimeterpapier,  so 
erhalt  man  eine  Gurve,  welche  uns  die  Gesammtmenge  der 
ItbersItbligeQ  Pulse  des  Einselreises  abhängig  von  der  Reizuihl 
darstellt. 

Zur  Beurtheilung  der  Abhängigkeit  dieser  Ciirve  von  dem 
Intervalle  ist  es  zunächst  nolhweudig,  die  Entwicklung;  dersel- 
ben n.ieh  der  Reizintensität  bei  jedem  einzelnen  Intervall  zu 

verfoliren. 

Auf  Tnfel  III,  Figur       9f).  27  fiiuien  <ich  solche  Curven- 
reihcTi .  Uber  deren  Bedeutung;  ich  schon  früher''  dns  Nnth- 
weudige  gesagt  habe.  Ich  möchte  diesen  Erörterungen  nur  noch 
Einiges  hinzufügen.  Aus  der  Veränderung,  welche  die  Einzel- 
curve  mit  der  Reizzahl  bei  niederen  Intensitäten  erfährt,  Uisst 
steh  leicht  die  Gurvenform  für  die  Gesammtwirkung  der  Ret- 
zung  ableiten.  Wenn  die  Einzeicurve  Ihre  Gestalt  nur  wenig 
Hnderty  muss  dieselbe  nahezu  eine  Gerade  darstellen ;  und  erst 
wenn  einmal  die  Einzelcurven  der  ersten  Beize  hoher  werden 
als  die  Grenzcnrven,  tritt  die  Gnrvengestalt  auf,  wie  wir  sie  io 
unseren  Beispielen  rertreten  linden.   Mit  der  ReizintensitSt 
steigt  zugleich  mit  dem  Ausgangspunkte  der  Gipfel  derCnnre 
eonstant  und  rwar  so,  dass  die  Entfernung  der  beiden  zuerst  zu-, 
dann  wieder  al^niinml,  wührend  der  Gipfel  selbst  allmahlicb 
gegen  den  Antnui;  zu  rtlckt.  Ob  es  eine  InlensitUt  sribl,  wo  der 
Gipfel  mit  dem  Anfangspunkte  zusnunninnillt.  dnrtlher  werden 
wir  noch  Spalter  zu  sprechen  haben.    .Mit  der  intensiliit  rückt 
auch  (ier  Wendepunkt  der  abfallenden  Curventheile  weiter  nach 
unten  und  aussen.  Und  da  die  Grenzcurve  von  einer  bestimm- 

1)  S.  i(9. 
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(eD  ReiBgrOsse  an  nur  mehr  sehr  wenig  sich  Ändert,  so  mfls- 
sen  auch  die  Gtirven  an  einem  bestimmten  Punkte  ihres  ab- 
fallenden Thoiles  sehr  nahe  ziiScammentrelen,  um  dann  allmäh- 
lich in  ihren  Grenzwerlli  überzugehen. 

Für  das  grössere  Itiiervall  (Fig. 25)  ist  charakteristisch,  dass 
die  rnnxim«»le  Curve  nur  mehr  eine  gerin.ue  Entfernung  ihres 
Gi[>fels  vom  Ansu'nnespiiukle  aufweist,  und  dff?s  die  Curven 
der  einzeliieii  Intensitäten  sieh  wahrscheinlich  nie  wirkh'ch 
kreuzen,  indem  die  Geschwindigkeit,  mit  der  die  Curven  dem 
Grenzwerthe  zustreben,  nahezu  gleich  ist.  Bei  dem  kleineren 
Intervalle  wird  die  Curvenentwicklung  für  die  niederen  Inten- 
sitäten eine  ganz  ähnliche  sein,  und  wird  nur  in  Uebereinstim- 
mung  mit  der  Einzelcnrve  sehneller  mit  der  ReizgrOsse  «nneh- 
inen.  Auch  hier  werden  an  einem  Punkte  des  abfallenden 
Sdienkels  die  Gorren  nahe  susammentreten,  um  dann  den 
Werth  fflr  Ihre  Grenzcurve  ansunehmen.  Wenn  einmal  mit  der 
höheren  Intensität  die  Einzelcurven  der  Grensourre  rascher  sich 
fontthem  beginnen,  so  dass  ihre  Gipfel  unter  die  der  kleineren 
Intensitäten  fallen,  sinkt  auch  der  Wendepunkt  des  abfallenden 
Theiles  unserer  Cune,  so  dass  diese  mit  den  Curven  niederer 
Intensität  einen  Kreuzungspunkl  besitzt  ^Fig.  27  und  26). 

Bei  dem  kleinen  Intervalle  0.1 0  kunirnt  noch  eine  weitere 
V^ürcLTl rtiiissiiikrit  zum  Ausdruck,  die  damit  zusammenhiinfit, 
dass  die  Kinzeicurven  sehr  kleiner  Intervalle  ihre  höchste  Ent- 
wicklung viel  rascher  erreichen,  weshalb  die  beiden  Curven  auf 
Figur  27  schon  zu  Anfang  des  abfallenden  Curventheiles  ein- 
ander sehr  nahe  treten.  Dass  in  diesem  Beispiele  die  Differenz 
der  absinkenden  Curventheile  nicht  mehr  so  bedeutend  ist,  wie 
in  Fig.  sa,  Hegt  wohl  daran,  dass  fttr  das  Intervall  OAO"  die  In- 
tensität E^^ZTt  schon  flbermaximal  Ist. 

Diese  Aenderungen  der  Gnrven  beweisen  uns,  dass  die 
Gunren  des  Totaleffectes  nach  der  Htf he  der  Einzelcurven  sieh 
richten,  und  mit  Ihr  steigen  und  fallen. 

Vergleichen  wir  nun  die  Curven  der  verschiedenen  Inter- 
valle bei  gleicher  ReizintensitUt.  Beispiele  dafür  habe  ich  in  Figur 
50j  51 , 52,  Tafel  VII  aus  dem  Versuch  Y  gegeben,  i  ür  jede  Heiz- 
Intensität  wächst  die  Curve  mit  der  Verkürzung  des  Intervalles, 
erreicht  aber  uni^efähr  /ur  nnmiichen  Zeit  ihr  Maximum.  Ebenso 
nillt,  wenigstens  für  kleiocre  und  mittlere  Intensitäten,  der 
Wendepunkt  des  Abfalles  zeitlich  nahe  zusammen.  Da  nun, 
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Dach  den  Einzeicurven  zu  schliessen,  die  Grenzwerthe  um  so 
Diederer  sind,  je  kleiner  das  Intervall  ist,  so  mttssen  aueh  beide 
Schenkel  des  abfallenden  Theiles  mit  dem  Intervalle  zunehmen, 
so  dass  die  Gurven  gleicher  Intensität  an  bestimmten  Punkten 
sich  schneiden«  Biese  Schnittpunkte  fallen  hinter  den  Wende- 
punkt, auf  den  zweiten  Schenkel  des  abfallenden  Gurventheiles; 
sie  sind  um  so  weiter  vom  Wendepunkte  entfernt,  je  grösser 
die  Din'orenz  zwischen  den  beiden  Intervallen  ist.  Ein  Heispiel 
dafiii  ^ibt  der  Vergleich  des  hUervalles  0.4i  und  0.2O  bei 

£  =  aoö. 

Für  das  liUervall  0.1 0"  derselben  Reizgrüsse  £=300  lnKjef 
sich  schon  eine  Unregelmässigkeit,  weil  die  Einzeicurven  dieses 
Intervalles  viel  rascher  der  Grenzcurve  sich  nahern,  als  dies  bei 
den  grösseren  Inter\ allen  z.  B,  Int.  0.%Q  der  Fall  ist.  In  Folge 
davon  sinkt  auch  der  absteigende  Cur\enast  viel  tiefer  und 
kommt  dessen  Wendepunkt  unter  den  des  Intervalles  0.20  zu 
liegen,  so  dass  der  Kreuaungspunkt  beider  Gurven  frtlber  ein- 
tritt.  Das  Gleiche  ist  der  Fall  bei  der  Intensität  377,  nur 
mit  dem  Unterschiede ,  dass  hier  auch  der  Wendepunkt  des 
Intervalles  OM  auffallend  liefer  liegt,  weshalb  die  Gurven 
des  Intervalles  0.20  und  0,10,  unter  sich  wieder  viel  äbn- 
lieher,  vor  ihrem  Wendepunkte  mit  dem  Intervalle  0.42  sieb 
kreuzen. 

Auf  Figur  o2  habe  ich  Curven  von  maximaler  Inleusilal  bei 
den  Intervallen  0.42  und  0.10  aufcezeichnet.  Beide  stehen  sicli 
(le^wegeu  in  ihrer  Form  viel  naher.  Da  die  Maximalintensitüt 
für  das  Intervall  O.i?  =  4rii  für  0.10A  =  377  darstellt,  so 
müssen  auch  die  Ausgangspunkit  der  Cur\en  verschoben  sein, 
desgleichen  wird  für  das  grössere  Intervall  0.4^  wegen  der 
höheren  Keizintensitat  die  Entfernung  des  Ausgangspunktes 
vom  Gipfel  kleiner.  Strenge  genommen  sollten  alle  Intervalle 
die  gleiche  Maximalintensitat  haben,  da  die  Summationsourven 
nicht  vollsttfndig  gleich  sein  können,  so  lange  nicht  auch  die 
erste  Einxelcurve  ihre  maximale  ReizgrOsse  erreicht  hat.  Dass 
also  die  Maximalintensitat  für  das  kleinere  Intervall  früher  ein- 
tritt, als  für  das  grossere,  liegt  nur  an  der  ungleichen  Entwick* 
lung  der  Einxelcurve  nach  der  Reizzahl,  bei  den  verschiedenen 
Intervallen ;  weshalb  die  geringe  Differenz,  welche  für  die  höch- 
sten Intensitäten  zu  Anfang  der  Summatiouscurve  noch  vorhan- 
den ist,  nicht  mehr  unterschieden  werden  kdnn.  Ob  wirklich 
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der  Gijifet  der  Gurve  bei  dem  grosseren  Intervalle  niederer  ist, 
wie  bei  dem  kleineren,  mag  dahin  gestellt  bleiben,  da  ich  gerade 
dafür  keinen  zweiten  vergleichbaren  Fall  unter  meinen  Ver- 
Sachen  habe.  Wahrscheinlich  wird  es  aber  durch  die  ganze 

Form  der  Curven. 

Kehren  wir  nun  nochmals  zu  deii  Curvea  zurück,  welche 
fttr  die  SuLuiiiciiioitscurve  die  GesaninUmenge  der  überzUhligen 
Pulse  in  ihrer  Aenderung  iiiil  der  Heizanzahl  wiedergeben.  Auf 
ihnen  bedeuten  die  Oi'flinaieii  die  überzähligen  Pulsniengen, 
dif  Aljscissen  die  Anzahl  der  Heize,  hi  Figur  31,  Tafel  IV  sind 
solche  Curven  gieicben  IntervaHes  aber  verschiedener  Intensität 
dargestelii«  Es  lässt  sich  aus  ihnen  der  Einfluss  der  Intensität 
entnehmen,  indem  mit  ihr  die  Geschwindigkeit  des  Anstieges 
wächst.  Wahrend  aber  bei  kleinen  und  mittleren  Intensitäten 
die  Gesohwindigkeitszimahme  hauptsächlich  auf  den  mittleren 
Curveniheil  beschränkt  bleibt,  rttckt  sie  mit  wachsender  Reiz* 
gHteae  iouner  mehr  gegen  den  Anfang  der  Curve  vor,  und  wird 
gegen  den  Grenswerth  lu  fHlher  oonstant.  Fttr  die  maximale 
Inftensität  erhalten  wir  eine  Gurve,  die  schon  nahezu  mit  gröss- 
ter  Geschwindigkeit  anbebt,  und  allmählich  mit  abnehmender 
Geschwindigkeit  in  eine  Gerade  übergeht. 

Bei  grösseren  Intervallen  nimmt  die  Ge^jchss  indigkciL  glei- 
cher Cur\  enabschnitle  mit  der  Intensität  besländig  zu.  wenn 
auch  in  ungleichem  Maassc.  Das  Gleiche  niuss  für  die  kleineren 
Intervalle  miltlerer  Inlcnsitat  /utrcllcn.  Bei  hohen  Intensitäten 
dagegen  zeigt  sich  in  so  ferne  ein  Unterschied,  als  die  Ge- 
schwindigkeit der  Curve  von  höherer  Intensität  theüweise  unter 
die  der  niederen  herabsinkt.  Die  Curven  hoher  Intensität  diver* 
giren  also  nicht  während  ihres  ganzen  Verlaufes,  sondern  nur 
im  Anfangstheil,  um  dann  nach  einer  kurzen  Gonvergenz  nahezu 
parallel  der  Geraden  sich  zu  nähern« 

Bei  Betrachtung  der  Gurven  gleicher  Intensität  aber  ver- 
schiedenen Intervalles  [Figur  49,  Tafel  VII)  ist  zunächst  zu  be- 
acfaten,  dass  die  Gurven  um  so  spater  der  Geraden  sich  nähern, 
je  kleiner  das  Intervall  ist,  d.  b.  je  später  die  Einzelcurve  in  die 
Grenzrurve  Ubergeht.  Da  die  Grenzeurve  mit  dem  Intervalle, 
v  enu  It-lzteres  nicht  sehr  gro^s  ist.  zunimmt,  so  ist  der  Winkel, 
tien  diese  Gerade  mit  der  Abscisse  einschliesst,  um  so  spitzer, 
je  kleiner  das  Intervall  ist.  Ks  müssen  sich  also  die  Curven 
voD  verschiedenen  Intervallen  in  einem  bestimmten  Punkte 
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kreuzet).  Dieser  Kreanmgspunkt  Ist  aber  um  so  weiter  entfern l, 

je  grösser  die  Differenz  der  beiden  Intervalle,  und  um  so  grös- 
ser die  Heizintensilal  selbst  ist,  wie  wir  soiileich  aus  der  Ge- 
stalt der  Curven  entnehmen  woidfri     Dn'  Curven  wachsen 
nllmlich  anfantis  um  sorascher,  je  kli^iior  (l;is  Intervall  ist,  d.h. 
sie  (livergiren  bis  zu  dem  Funkle,  wo  die  Wirkunj^scnn'en  der 
Einzelreize  für  das  grössere  Inter\"all  die  grösseren  wrrdt^n. 
Von  hier  an  mtlssen  sie  convergiren,  zuerst  schnell,  dann  laui^- 
sam  bis  zum  Kreuzungspunkte.  Da  nun  aber  die  Einzelcurven 
des  kleinen  lotervalles  mit  zunehmender  Intensität  viel  raa<^er 
sich  vergrOssern,  wodurch  auch  die  anf^ngliciie  Divergenz  in 
den  Curven  der  Gesammtwirkung  anwächst,  wSfarend  die  Nei- 
gung der  Geraden,  der  sie  sich  allmählich  nttbem,  bei  den  ver- 
schiedenen Intensitäten  nahezu  gleich  bleibt,  so  mos«  mit 
wachsender  Reizgriisse  auch  der  Kreuzungspunkt  hinausgescho- 
ben werden.  Eine  Ausnahme  hievon  machen  wieder  die  Cur- 
ven bei  hohen  Intensitäten,  sobald  die  von  der  Intensität  he- 
dingte  Zunahme  der  Einzelcurve  für  das  grössere  Intervall  be- 
deutender wie  für  das  kleinere  wird,,  d.  h.  wenn  in  der  Gurve 
der  Gesamuitu  :i  kung  die  Geschwind iiikeit  des  Anstiegs  gegen- 
über einer  Curve  grosseren  Intervalles  abnimmt,  wodurch  auch 
ihr  Kreuzungspunkl  früher  eintreten  imiss.   Kin  solcher  Cnter- 
sclued  kommt  auf  Figur  49.  heim  Vergleich  des  Inler\ alles  0.?0 
und  0.42  bei  £"=300  oder  377  zur  Geltung.   Noch  deutlicher 
tritt  es  zu  Tage  bei  maximaler  Intensität,  weil  dabei  die  anfangs 
nahezu  gleich  grosse  Einzelcurve  um  so  rascher  ihrer  Greuth 
curve  sich  nähert,  je  kleiner  das  Intervall  ist. 

£s  ist  also  der  Einfluss  der  Reizintensittft  auf  die  Summa'- 
tionscurven  bei  den  einzelnen  Intervallen  mit  der  Retzanzahl 
wechselnd,  und  Ittsst  sich  nur  dann  ein  richtiges  Bild  von  der 
Aenderung  der  Summationscurve  nach  der  Relzstärke  für  die 
verschiedenen  (ntervalle  erhalten,  wenn  die  Curven  von  verschle* 
dener  Reizanzahl  bestimmt  werden.  Aus  den  Curven  der  Ge- 
sammtwirkung ist  auch  leicht  zu  ersehen ,  w  eichen  Nutzeffecl 
die  Reizung  hei  verschiedenen  Intervaüeti  h  ii,  urul  lasst  sich  auch 
leicht  beweisen,  da.ss  für  nicht  zu  lange  Einuii  kung  die  kleinen 
Intervalle  den  Vorzug  vei'dicnen.  Die  Curven  kleiner  Intervalle 
wachsen  ja,  wie  wir  gesehen,  rascher  an,  und  sinken  erst  bei 
längerer  Reizd.iuer  unter  die  des  grösseren  Intervalles  herab, 
diese  Ditl'erenz  ist  für  mittlere  und  kleine  Intensitäten  am  he- 
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deutendsleo.  Ausserdem  gestattet  nur  das  kleine  Intervall  eine 
hedeulonde  Veränderung  von  kurzer  Dauer. 

Bekutintlich  liec:?  dns  Intervall  der  physioloErischon  Heizung, 
wenigstens  fttrdie  Muskeln.  uiUerhalb  0.05".  Ich  i:!;iiibe  es  spricht 
nichts  datiPLzen.  das  ph\ sioloj^ische  Intervall  ini  Allgemeinen  als 
sehr  klein  anzunehmen,  da  die  Erregungen  von  einander  sehr 
nahe  stehenden  Apparaten  ausgehen.  Ein  solches  Intervall  würde 
wenigstens  in  diesem  Falle  den  grtfsstenNutzeffect  haben,  sodass 
dabei  derOrgfiittsmus  mit  dem  geringsten  Kraftaufwand  aiMten 
würde - 

V.  Die  Ursachea  der  Yeräuüeruug  der  Eiuzelcurve. 

Ich  hoffe  dargethan  tn  haben,  dass  die  Resultate,  welche 

ich  dnirch  Einwirkung  einer  Accelerans-Reizung  auf  die  Ver- 
mehrung der  Schiai^zahl  des  Herzens  erhalten  habe,  sich  aus 
dem  Suiuiiiationsgesetze  erkldi  en  lassen,  unter  der  Annahme, 
dass  die  Einzetcurve  nicht  allein  eine  Function  der  ReizintrTisilat, 
sondern  auch  der  Ueizzahl  ist,  welche  Function  aber  wiedei  nach 
der  Reizgrässe  selbst  und  nach  dem  Intervalle  variabel  gedacht 
werden  muss. 

£s  fragt  sich  also,  auf  welche  Ursache  eine  solche  Ver- 
Snderung  der  Einzelcurre  zurflcksufUhrea  ist. 

Bei  einer  Erklärung  vonSummationsvorgängenim  lebenden 
Organismus  haben  wir  immer  damit  zu  rechnen,  dass  die  Reizung 
selbst  eine  Zuslandsanderung  im  nervtfsen  Apparate  hervor^ 
bringt,  vermöge  deren  die  Bedingungen  fbr  den  Erfolg  des  nach- 
folgenden Reizes  geändert  werden.  Es  muss  also  die  Einzel« 
eurve  mit  der  Retzzahl  sieh  ftnderu,  und  zwar  eutspreofaend  der 
Grösse  der  Znstandsanderung,  welche  zur  Zeit  der  Reizung  be- 
«teht;  das  heissl  also,  analog  der  Ordinate  der  durch  die  vorher- 
gehende Reizung  bedingten  Surainulionscurve.  Da  der  Grund 
dieser  Aenderung  der  Einzelcurve  schon  bei  Beginn  derselben 
besteht,  so  findcrt  sich  die  Form  der Curve  wohl  im  Ganzen,  muss 
sich  aber  immer  fihnlich  bleiben. 

Nun  kann  die  (Grösse  der  mißlichen  Zustandsänderung  im 
nervösen  Apparate  nur  eine  beschrankte  sein,  und  darf  ein  ge- 
^visses  Maass  nicht  Ubersehreiten.  Da  aber  dieser  Einfluss  mit 
der  Höhe  der  Sunimationscurve  allmählich  erst  sich  ausbildet, 
und  um  so  mehr  sich  gelteud  macht,  je  mehr  die  Summationsourve 
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dieser  Grenze  sieh  ntfbert,  so  wird  dadurch  oidii  die  Einzelcurve 
als  solche  geändert,  sondern  eigentlich  nur  die  einzelnen  Ordi- 
naten  der  Summationscurve,  was  sich  bei  der  Gonstruction  der 
Einzelcurven  aus  dieser  durch  eine  mehr  oder  weniger  grosse 
Umwandlung  ihrer  Form  ausdrttcfcen  muss. 

Wenn  eine  Summation  eine  zweite  hervorbringt,  so  richtet 
sich  letzlere  nicht  mehr  nach  den  Eiüzelcur\en  der  ersten  Suin- 
üiaiiün,  sondern  nur  nach  den  Ordinaten  derselben.  So  lange 
aber  die  erste  noch  aus  regelmässig  sich  ändernden  Einzel- 
curven zusauiuiengesetzt  ist,  wird  dies  auch  bei  den  Einzel- 
curven der  Fall  sein,  welclie  wir  aus  der  zweiten  construiren 
können,  vorausgesetzt,  dass  wir  nicht  bei  dieser  früher  an  die 
obere  Grenze  gelangen.  Die  Aehnltchkeit  in  der  Form  der  Ein- 
zelcurven hört  alsbald  auf,  wenn  einmal  irgend  ein  Theii  des 
nervtfsen  Apparates  an  die  Grenze  seiner  Zustandsänderung  an- 
gekommen ist.  Bas  schliessliche  Besultat  fttllt  also  ganz  ver- 
schieden aus,  je  nachdem  die  mögliche  Zustandsfinderung  an 
einem  Theile  des  nervösen  Apparates  grifsser  oder  kleiner  wie 
die  des  anderen  ist. 

Kommen  wir  nun  auf  unsem  speciellen  Fall  zurück,  so  ist 
zunächst  im  Auge  zu  behalten,  dass  die  Ursache  der  Herzbe- 
wegung im  Herzen  selbst  zu  suchen  ist:  die  Erregung  des 
Nervus  acceleran^i  Ulierlrüst  sich  also  nicht  direct  auf  die  Herz- 
niusculalur,  sondern  durch  verschiedene  Zwischenglieder,  und 
haben  wir  es  nicht  mit  einer  einfachen  Summation,  sondern  mit 
versclüedeneu  Summationsvorgangen  zu  thun.  Der  Zusammen- 
hang zwischen  der  Accclerans-Reizung  und  der  Pulsvermehrung 
ist  also  sehr  compiicirter  Natur.  Ausserdem  kommt  noch  iii  Be- 
tracht, dass  wir  diu*ch  Veränderung  der  Schlagzahl  des  Uerzens 
indirect  den  ganzen  hier  in  Betracht  koninienden  nervösen 
Apparat  unter  andere  Bedingungen  setzen.  Ich  will  dabei  nur 
auf  eine  Möglichkeit  aufmerksam  machen,  weil  sie  mir  zum 
Theil  an  der  Aenderung  der  Einzelcurve  betheiligt  zu  sein  scheint. 
Hit  der  Veränderung  der  Schlagzahl  des  Uerzens  wird  die  Lei- 
stung der  Herzmusculatur  ebenfalls  eine  andere^  und  zwar  an- 
nähernd proportional,  da  die  Starke  der  einzelnen  Gontractionen 
fUr  gewöhnlich  wenigstens  gleich  bleibt.  Da  dies  die  Bildung 
einer  grösseren  Menge  von  Zersetzuriüsproducten  bedingt,  so 
wird  dadurch  der  chemische  Zustand  der  Herzmusculatur  ein 
anderer,  und  desgleichen  auch  die  Erregbarkeit  derselben,  weao 
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niefat  mit  der  Leistung  der  Ifttscalatar  die  Darehspftlung  der- 
selben in  gleichem  Maasse  santmmt. 

Erhöht  sich  die  Schlagzahl  des  Herzens,  so  vermehrt  sich 
roch  die  BlulmoDize,  welche  in  der  Zeiteinheit  in  das  Gefass- 
svsiern  geworfen  w  ird,  wenigstens  so  lansie  die  HerzeoDtraction 
gleich  gross  hleibf.  Da  nun  der  Austausch  zwischen  Zelle  und 
Umeebungsflüssiizkeit  um  so  rascher  und  intensiver  vor  sich 
i^hi,  je  grösser  der  Unterschied  in  der  Zusammensetzung  der 
Innen-  und  Aussen-Flüssigkeit  ist,  so  wird  der  Austausch  bei 
dem  häufigeren  filutwechsel;  der  bei  Gleichbleiben  des  Blut- 
druckes eintreten  muss,  auch  leichter  und  besser  sich  vollziehen 
kSnnen»  Wir  haben  also  auf  der  einen  Seite  eine  Anhaufang 
von  Zersetxnngsprodacten  Im  Hersmuskely  hervorgemfen  durch 
seine  grössere  Leistung,  auf  der  andern  Seite  eine  bessere  Ans^ 
^Inog  solcher  Zersetfeungsproducte  durch  den  häufigeren  Blut- 
wechsel. Es  wird  deshalb  allein  auf  die  Lage  der  einselnen 
Iheile  des  nervösen  Apparates  und  auf  die  Blntvertheilung  in 
ihm  ankommen,  welcher  Erregbarkeitsandemng  jeder  derselben 
durch  den  Wechsel  in  der  Schlagzahl  des  Herzens  ausgesetzt  ist. 
Die  gleiche  Betrachtung  gilt  auch  für  die  Zufuhr  des  notbwen- 
digen  Emähningsmaterials  etc. 

Bei  directer  Reizung  eines  nervfisen  Apparates  nmss  die 
schon  besprochene  Grenze  der  möglichen  Zustandsttnderung  so- 
wohl durch  einen  maximalen  Reiz,  wie  durch  eine  Summation 
sabmaximaler  Reize  hervorgebracht  werden  können.  Anders  ist 
es  bei  indirecter  Reizung,  wo  die  Höhe  der  möglichen  Zustands> 
Sndemng  des  direct  gereizten  Theiles  eine  andere  ist,. wie  die 
des  zweiten,  auf  den  sich  die  Erregung  übertrugt.  Wir  dttrfen, 
gbuhe  ich,  annehmen,  dass  histologisch  und  physiologisch  gleich 
geartete  Organe  bei  ihrer  Beisung  auch  eine  ähnliche  Einzel- 
curve  geben,  so  lange  wenigstens  nidit  das  Gegentheil  erwiesen 
ist.  Nun  zeigen  aber  die  Untersuchungen  von  Krfes  und  Se- 
wsfP),  dass  eine  Verstärkung  des  Reizes,  das  heisst  eine  Sum- 
mirung  der  Reize  im  Nerven  selbst  nur  bei  einem  Intervalle 
unter  0.006"  eintritt,  so  dass  dieses  Intervall  ungefähr  die  Länge 
der  Einzelcurve  des  gereizten  Nerven  repräsentiren  würde. 

Es  ist,  glaube  ich ,  daraus  der  Schluss  zu  ziehen ,  dass  in 


\]  leber  die  Summirung  untermnximaler  Reize  in  Muskeln  und  Ner 
veo.  Archiv  ffir  Physiologie  voo  Du  Bois-Reymond.  Bd.  4881. 
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memeo  Versuchen  bei  eioem  Mininialintervali  von  0.035"  eiue 
Summation  im  Nerven  überhaupt  nicbt  eingetreUn  kt,  sondern 
erst  in  den  folgenden  Tiieiien  des  nervösen  Apparates,  und  dass 
die  auffallende  Länge  meiner  Einselourven  wohl  erst  von  dem 
motorischen  Theile  des  ganzen  Apparates  herrOhrl,  wie  ja  auch 
der  wUlkttrlich  bewegliche  Muskel  eine  verhaltnissmassig  lange 
Gontractionscurve  aufweist.  Damit  erklärt  sich  auch^  warum 
trotz  maximaler  Reisung  noch  eine  weitere  Summation  za8iande 
kommt,  indem  diese  nur  der  maximalen  Zastandsttndemog  im 
Nerven  entspricht,  wo  wegen  der  Grösse  des  von  mir  ange- 
wendeten Reizintervalles  überhaupt  keine  Suuiniation  slallfin- 
deu  kann,  während  die  üiii  igen  Theile  des  nervösen  ApparaleSj 
deren  ZustandsHnderung  viel  $p<Lier  ihre  oberste  Grenze  erreicht, 
eine  solche  uoch  gestatten. 

Was  nun  Jie  Verllnderung  betrifftj  welche  die  Einzeicur\e 
unter  dem  Kintlusse  der  Reizzahl  erleidet,  so  ist  dieselbe  zweier- 
lei Art,  die  eine  zu  Gunsten,  die  andere  zu  Ungunsten  ihrer 
Grösse  und  ihres  Umfanges.  Die  anfängliche  Zunahme  der  £iiH 
zelcurve  mit  der  Heizzah)  zeichnet  sich  dadurch  aus,  dass  die 
Curven  alle  einander  ähnlich  bleiben,  das  heisst  ihre  Form  nur 
wenig  ttndem.  Es  ist  dies  ein  Zeichen,  dass  die  Umache  dafQr 
auf  das  Zustandekommen  der  Einselcurve  selbst  von  Einfluss 
ist,  und  sich  nicht  erst  im  Laufe  der  Summation  entwickeln 
kann.  Daher  liegt  es  sehr  nahe«  die  Zustandsanderung  des  ner- 
vösen Apparates  durch  die  vorhergehende  Reizung  dafttr  io 
Anspruch  zu  nehmen.  Principiell  lüsst  sich,  glaube  ich^  dagegen 
nichts  einwendcü  ,  ja  es  ist  sogar  sehr  wahrscheinlich ,  dass, 
wenn  einmal  ein  System  in  eine  heslinimte  Schwingungsrich- 
tung versetzt  ist,  der  gleiche  Ansloss  eine  grossere  Wirkung 
erzielt. 

Eine  grosse  Unterstützung  findet  diese  Annahme  femer 
darin,  dass  die  nämliche  Modification  der  Gurve  durch  eiue  Kr- 
h(Ukung  der  Aeitintensität  erzielt  werden  kann.  Da  es  feststeht, 
dass  ein  grosserer  Reis  auch  eine  grössere  Erregung,  oder,  was 
dassellie  ist,  eine  gr()ssere  Zustandsänderung  im  nervt^sen  Ap- 
parat hervorbringt,  wodurch  auch  der  sichtbare  £riolg  ein  grOs-* 
serer  sein  muss ,  so  dtlrfen  wir  die  gleiche  Wirkung  bei  dem 
nachfolgenden  Reize  voraussetzen,  in  Folge  der  durch  die  vor- 
hergegangene Reizung  hervorgebrachten  Zustaudsänderung.  Wir 
müssen  also  annehmen,  dass  die  Grösse  der  Einzelcurve  voa 
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der  fl<fbe  des  SttnunationaabMiliiiUtes  abbttngt,  der  der  voraus- 

^e^angeoen  BeUung  eotspriobt. 

Es  liease  sieh  flberhaupt  die  ganze  Abhängigkeit  der  Eintel- 
«orve  von  der  Reizzahl,  der  Intensität  und  dem  Intervalle  er- 
klären, unter  der  Annahme,  dass  die  Grenze  der  ZustaiidsaiKier- 
uu^  eines  nervösen  Apparates  um  so  s[>dier  erreicht  wird,  je 
iriü^er  s^ine  Einzelcurve  ist,  und  dass  letztere  bei  dem  hier  in 
Frage  kommenden  Apparate  von  dem  2serven  ge^eu  den  End- 
appamt  zunimmt. 

Dadurch  wird  verständlich,  v^arum  eine  Erhöhung  einer 
Einzelcurve  schon  eintceien  iLann,  wenn  deren  Aeix  nooh  in  das 
Latenzstadium  fallt,  zu  einer  Zeit,  wo  ein  sichtbarer  Erfolg 
Aoeh  nicht  vorhanden  ist,  indem  in  etaem  Theile  des  nervösen 
Apparates  gani  gut  der  Erregungsvorgang  sehon  abgelanfen  sein 
Üdd,  ehe  derselbe  im  Eodappafale  beginnt. 

Die  Einielourve  wUehst  unter  dem  Einflüsse  der  Reissahl 
ankags  mitBunehmender,  dann  abnehflnender  Gesehwindigheit. 
Oh  das  Gleiche  für  die  Reissiarke  gilt,  ist  wenigstens  nach  Fig. 

Tafal  IV  sehr  wahrscheinlieh.  Jedenfalls  nimmt  aber  die  Ge- 
schwind itjkeitszunahme  nach  einigen  Reizen  ab,  bis  die  maxi- 
male Liijzeicurve  erreicht  wird.  Diese  GeschwindigkeiLsander- 
UDg  in  dem  Wachsthum  der  Einzelcurve  liesse  sich  schon  aus 
einem  einzigen  Siiininati(iM> vorgange  al)leiten,  unter  der  von  mir 
>ciion  iiL  riiaehlen  Aonahnie,  dass  die  Gs  üssp  der  Einzelcurve  von 
der  Zustandsiinderung  abhängt,  welche  die  vorausgehende  iieiz- 
ung  hervorgerufen  hat.  Dieselbe  wird,  als  Summation  aufgefasst, 
anfangs  rascher,  dann  aber  langsamer  ansteigen.  Es  ßndet  da- 
mit auch  die  Thatsache  ihre  Erklärung,  dass  die  Geschwindigkeit 
der  Zunahme  mit  der  Reizgrtfsse  wächst,  indem  dabei  die  Einsel- 
curve  des  ersten  Reises  im  gansen  Umfange  grösser  ist,  so  dass 
die  Snmmatienscurve  ebenialls  rascher  ansteigt. 

Vollständig  reieht  aber  eine  einsigs  Summation  zur  Er^ 
Utfmng  nicht  aus ,  indem  die  Zunahme  der  Einselcurve  eine 
Gfenie  hat,  die  nicht  dbersehritten  werden  kann,  und  die  um 
10  rascher  erreicht  wird,  je  höher  die  Intensität  ist.  Bei  einer 
einzigen  Summation  daiit  ^t'D  uiassle  die  Einzelcurve  conslant 
wachsen,  alierdiugä  luil  aliuehmender  Geschwindigkeit,  und 
zwar  müsste  die  Zunahme  um  so  beträchtlicher  sein,  je  höher  die 
Reiziutensitat  gewählt  ist.  Dies  trifTt  nun  allerdings  bei  niederen 
Eeizgrössen  zu,  aber  wie  gesagt,  nicht  mehr  bei  den  höheren. 
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Wir  haben  also  bielUr  eine  weitere  Sommatfon  lu  Httlfe  su 
nehmen,  und  swar  der  Art,  dass  die  erste  ans  verbfiltnisamassig 
kurzen  Einieleurven  zosammengesetsi  ist,  wobei  deren  maxi- 
male Zustandsandemng  bald  erreicht  wird.  Damit  heben  sich 
die  an  gegebenen  Sobwierigkeften ;  bei  lintermaximalen  Reisen 
wird  wegen  der  kurztMi  Einzolcurve  die  Grenzhöhe  der  ersten 
Sununation  bald  erreiclit  werden,  so  dass  nun  hei  weiteren 
Reizen  die  Eiozelcurven  alle  gleich  auslallen,  wahienü,  wenn 
einmal  die  Grenze  der  niuglichen  Znslandsänderuny  überhaupt 
erreicht  ist,  weder  durch  Erhohunii  der  Rei/irit(  nsit;H ,  nooh 
durch  weitere  Siirmnalion  eine  höhere  Wirkung  für  einen  Hlin- 
zelreiz  erzielt  werden  kano.  Es  niuss  also  mit  der  Vermehrung 
der  Reizintensität  die  höchste  Wirkungscurve  des  Einseireises 
immer  früher  auftreten. 

Wegen  der  längeren  Einselcnrve  und  der  weiteren  Eot* 
femüng  der  maximalen  Znstandsanderung  im  «weiten  Theile 
des  nervösen  Apparates  kann  aber  auch  dann  noefa  eine  Summa* 
iion  eintreten,  wenn  fttr  den  ersten  Summatlensvorgang  die  maxi- 
male Htfhe  oder  die  Grense  der  möglichen  Zostandsanderung 
eingetreten  ist,  wie  wir  ja  auch  bei  einmaligem  maximalen  Reize 
noch  eine  Summation  zu  Stande  kommen  sehen. 

Wenn  einmal  die  maxim  ik  Zustands£lnderung  in  einem 
Theile  des  Apparates  eingetreten  ist,  wird  allerdings  die  Wir- 
kungscurve des  Einzclreizes  auch  ihre  Form  Hndem  müssen. 
Deshalb  tritt  aber  auch  bei  uns*  rer  Siirnmation  die  Fonnver- 
ilrulerung  um  so  früher  ein,  je  grösser  die  intensitiit  ist,  d.  h.  je 
schneller  wir  uns  der  Grenze  der  möglichen  Zustands£lodening 
des  einen  Theiles  nahem. 

Auf  die  ntfmliohe  Weise  lUsst  sich  auch  die  Abhängigkeit 
der  Einselcurv  e  von  dem  Intervalle  erklären.  Dieselbe  wird  bei 
dem  grtfsseren  Intervalle  mit  steigender  Reissahl  nur  langsam 
wachsen,  einmal  da  das  Intervall  grosser  sein  kann  als  die  Er- 
regungscurve  eines  Theiles  des  in  Frage  kommenden  Apps- 
rates,  dann  weil  die  Znstandssndening  als  Summation  auf* 
gefassi  selbst  langsamer  zunimmt,  und  ihre  Gnrve  eine  viel 
niederere  Grenzhöhe  besitzt,  so  dass  die  bei  jedem  Intervalle 
zu  erreichende  höchste  Eiazelcurve  mit  der  GrOsse  des  Inter- 
valles  kleiner  svinl. 

Deswegen  muss  aueli  die  Cur\ ruentw  ickelung  nach  der 
ReizzabI  bei  dem  grösseren  Intervalle  eine  gleichmüssigere  &eii^> 
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dt  die  Bnme  der  mOgUehen  ZusiandflKodening  des  nervtfsen 
Apparates  gar  nfchi  oder  bei  vfet  höherer  hiteneKst  ersi  errelebt 
wird. 

Zwischen  dem  Blnflosae  der  Intensiiat  wie  dee  klervattes 
asf  dfe  Grosse  der  Bfnseletirve  ist  deshalb  elM  bo  grosse  lieber^ 
etostlintnung ,  weil  durch  beide  die  Summationscurve  erhöht 

werden  kann,  und  (liuiiit  auch  die  Einzelcurve  des  nächsten 
Reites.    Mit  Erhöhutii.i  beider  tritt  auch  die  sogenaniitt*  rück- 
l;iufige  BoweLiuriL;  der  Einzelcurve,  d.  h.  deren  Verkleinerung 
und  ümforriiiiiiii  früher  ein,  weil  sowohl  durch  d?is  eine  wie 
das  andere  die  niavini.dc  Zustandsänderung  eines  Theiles  des 
nervösen  Apparates  früher  hergestellt'  werden  kann,  und  da- 
dareh  nothwendiger  Weise  auch  die  Umgestaltung  der  Ein- 
seleorve.  Es  beruht  daher  auch  die  rückläufige  Bewegung  wohl 
inm  grössten  Tbetle  auf  den  Summationen  allein ,  und  muss 
dieselbe  am  so  grosser  sein«  je  mehr.Theile  des  nervösen  Ap- 
parates In  ihre  maximale  Zustandsandening  eingetreten  sind. 
Aach  waran  die  Grosse  der  auftretendan  FormverHaderung  von 
im  iniervali  allein  abhängt,  UM  sich  weW  ArUilren;  den« 
wenn  an  Irgend  einem  TJhelie  des  In  Erregung  versetjEt^n  Appa- 
rates die  Grenze  der  möglichen  Zustandsunderung  erreicht  ist, 
wird  die  belrelTcDde  Summationscurve  nicht  mehr  in  ihrer  IJoiic,  * 
sondern  nur  mehr  im  Abfalle  mit  deni  luter\alle  und  der  In- 
lensität  sich  ändern.  Die  von  der  ersten  abhJingige  zweite  Sum- 
miili  )n  wird  dadurch  in  gleicher  Weise  von  dem  Intervalle  und 
der  intensittit  unabhüngig.  Und  w^ie  die  erste  Suinnialionscurve 
sich  in  der  Zeiteinheit  um  nahezu  gleiche  Stücke  vergrössert,' 
wenn  einmal  die  Grenze  der  möglichen  Zustandsänderung  er*- 
reicht  ist,  so  muss  auch  der  Zuwachs  für  die  zweite. Summa- 
tionseorve,  von  Intervall  und  Intensität  unbeei^flusst,  nahezu 
gleieb  sein.  Dfe  aus  dem  gaurenforgünge  resuhirendd  Einsel- 
wn»  wird  also  nm  so  niederei'  s^iri,  Je  grosser  die.  Beizanzaht 
m  der  ZelteinheU  gewesen  ist.  ITollstllnafg  dttfsrt  sich  daraus 
diegesetzraftssige  Aenderung  der  Einzefasurve  tbit  dem  IntM^aSle 
Qodi  nicht,  und  hauptsadilldt  nicht  die  fortdauernde  Verlttn- 
gemng  der  Einzelcurve  mfC  dtoi  Intervalle  und  der  tntensftät; 
wir  mtlssten  nur  annehmen,  dass  mit  wachsender  Zustands- 
underung in  dem  letzten  Theile  des  nervösen  Apparates  die 
Einielcurve  viel  weniger  in  ihrer  Hohe  als  ihrer  Länge  zu- 
oimmt.  '   '  .  1    '-f  ■ 
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£6  darf  aber  auch  nicht  ausser  Aoht  gelassen  werden,  dass 
die  vermehrte  SeUaguihl  des  Eenens  auf  die  eehon  Mher  «n- 
gegebene  Weise  dtrect  auf  die  entstehende  Siinunatienacorve 
einwirken  kann. 

Ich  will  nicht  behaupten,  daas.  die-  BfklSnmg,  weldie  ioh 
fttr  die  Abweichung  der  Etnaseletinren  gegeben  habe,  in  Allem 
richtig  ist.  Die  Frage  wird  sich  überhaupt  erst  entscheiden 
lassen,  wenn  in  ahnlicher  Weise  der  Zusammenhaug  zwischen 
Reiz  und  Auslösung  aa  weiteren  Beispielen  (juantitativ  verfolgt 
ist.  Ich  i:laul)e  aber  gezeigt  zu  haben,  dass  es  öich  der  Mühe 
lohnt,  solche  Untorsuchuneen  anzustellen,  da  selbst  so  cotupli- 
cirte  Vorgänge,  wio  die  Al)liangigkeit  der  Pulszahl  von  der  Aece- 
lerans-Reizung,  in  so  regelmässiger  Weise  verlaufen,  dassiuiao 
Ihre  GesetamUsaigkeit  tm  ergründen  im  Slande  ist« 

Hauptresuitate. 

Zum  Schluss  möchte  ich  die  hauptsäclilichsten  Resultate 
der  vorliegenden  Arbeit  in  folgenden  Sätzen  zusammenfassen : 

1)  Die  Wirkung,  welche  eine  Reizung  des  N.  acceleraus 
auf  die  Schlagzahl  des  Herzens  ausübt,  lässt  sich  als  eine  Sum- 
mation  auffassen,  welche  sich  aus  den  Wirkungscurven  aller 
angewendeten  £inzelreise  susammensetsi. 

Sl)  Diese  Wirkung  hän^t  von  der  RetsiatensitSts  der  An- 
zahl der  Reize  und  dem  Intervalle  zwischen  zwei  einander  fol- 
genden Reizen  ab,  in  der  Weise  wie  es  die  Gesetze  der  Sum- 

mation  verlangen.  Aur  ist  dabei  noch  die  Annahme  zu  machen, 
dass  die  Wirkungscurven  cjlcicher  Reize  nicht  identisch  siaii, 
sondern  im  Verlaufe  der  Reizung  eine  Aenderung  erfahren. 

3)  Die  Wirkung  des  Einzelreizes,  d.  h.  die  £inzelcurve; 
hSngt  nicht  allein  von  dem  Zustande  des  nervösen  Apparates 
und  der  Reizintensität  ab,  sondern  ist  auch  eine  Function  der 
vorausgehenden  Reizung,  d.  h.  der  Reizsaht  I>ie  Eivselcurre 
nimmt  anfangs  mit  der  Reixsahl  su,  um  von  einem  beslimmteD, 
dem  Reise  an  unter  Veränderung  Ihrer  Fora  bis  zu  der 
GrenzcuFve  wieder  sich  zu  verkleinem. 

4)  Mit  der  Reizinleusitat  aiiderl  sich  die  Grösse  der  Einzel- 
curve,  vor  Allem  die  der  ersten  Reize,  während  die  Grenzcurve 
von  ihr  nahezu  unabhängig  ist. 
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5)  Mit  dem  Intervalle  ändert  sieh  die  Abhängigkeit  der 

Einzelcurve  von  der  Reizzahl.  Je  kleiner  das  Intervall  ist, 
desto  schneller  wachsen  die  Curven  der  ersten  Reize,  nehmen 
aber  für  die  folgenden  Reize  unter  Umgestaltung  ihrer  Form 
um  <o  bedeutender  bis  zur  Grenzcur>'e  ab.  Mit  der  Verkürzung 
j;>  Intervnllcs  füllt  auch  die  Grenzcurve  mit  einem  um  so  spa- 
teren Reize  zusammen.  Die  Gestalt  der  Grenzcurve  hängt  also 
hauptsächlich  von  dem  Intervalle  ab,  und  somit  auch  die  Grösse 
der  Umwandlung,  welche  die  Form  der  Einzelcurve  im  Yer^ 
Me  der  Beisvng  erleidet. 

6)  Die  dorch  eine  Yerkünong  des  Intervalles,  wie  durch 
«ine  Steigemng  der  IniensitSt  zu  erzielende  VergrOssemng  der 
Bhizelearve  erreicht  eine  maximale  Grenze,  welche  nm'SÖ  irttfaer 

eintritt,  je  kleiner  das  Intervall,  oder  je  grösser  die  angewendete 
Reizin tensit^tt  ist;  wobei  in  demselheix  Maasse  die  Annaiierung 
aa  die  Grenzciir\''e  sich  beschleunigt. 

7;  Die  Veränderung  der  Einzelcurve  wahrend  des  Verlaufes 
der  Reizung  lässt  sich  durch  die  Annahme  erklären,  dass  die 
durch  die  Reizung  des  N.  acceleralfks  hervorgebrachte  Pulsver- 
inehrang  das  Besultat  mehrerer  Summationen  ist.  Dieselben 
Aussen  in  verschiedenen  nervQsen  Apparaten  zu  Stande  kenn 
OCH,  welche  ungleiche  Err^gungsctirven  besitzen,  wobei  dem 
Bndapparale  die  grtisseire  Eitegungscurve'  zukommen  würde. 
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Bei  menscblichen  Embryonen  von  6tshi«iss  des  ersten  und 
von  Anfang  des  zweiten  Entwickclungsmonates  sind  die  Zellen 
der  Spinalgiinglien  bipolar.  Von  den  beiden  Ausläufern  derselben 
tritt  der  dorsal  gelegene  in  den  Binterstrang  des  Bückenmarlcea 
ein,  während  der  ventral  g^iehlete  den  motoriachen  Wusnel^ 
Casem  aich  zuwendeii  um  in  deren  Begleitung  peripberiewarta 
weiter  zu  gehen.  Die  Auslaufer  beginnen  miteineoi  coniscjiea  An- 
satzstücke, verschmälern  sich  aber  weiterhin  zu  dttonen  Eftsero 
vom  Charakter  von  Axencylindern.  Ihre  Verbinduni^  mit  dem 
Zellenleib  ist  keine  mittel-  sondern  eine  seitenstündige^  Am  meis- 
ten excentrisch  liegt  der  Korn,  auf  diesen  folgt  eine  mehr  oder  min- 
der breite  Plasmazone,  von  deren  Randlheil  die  l)eideü  AuslaultT 
nach  entgeü;engeselzlen  Richtungen  abgehen.  Das  beschriebene 
Verhalten  der  Zellen  ist  als  einleitende  Vorstufe  für  die  Bildung 
T-förmiger  Fasern  aufzufassen.  Fttrdie  Beobachtung  ist  es  günstig, 
dass  in  diesen  frühen  Entwickelungsperioden  das  Ganglion  noch 
nicht  von  ßlndegewebselementen  durchwachsen  ist  und  dass 
daher  die  Zellen  auch  noch  keine  besonderen  Scheiden  tragen. 
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Alfred  FiBcher,  Neue  Beiträge  zur  Kenntniss  der  Siebrohren , 
Vorgelegt  v«,  d.  w.  MUgiiede  Schenk,  (Mit  2  Tafeln.) 

Durch  eine  geeignete  Methode,  welche  ich  bereits  in  den 
BerichteD  dar  deutaeben  boianiscben  Gesellschaft  ^)  mitgetheilt 
habe^  ist  es  mir  gelungen ,  die  Basebaifenheit  des  Siebröbren- 
Inhaltes  genauer  tu  bestimmea,  als  es  biaber  geschehen  war. 
Sdion  die  wenigen  Dioetylen,  welche  icb  nnieraiicbl  batte, 
leigten,  dass  die  SIebrtfbren  der  Guoiirbi€aoeen  einen  anders 
differensirten  labaH  fittfarlen,  als  die  von  Anobwa,  Golei]»  etc.  Es 
lag  die  Yermuiüning  nabe,  dass  alle  Siebrtlbrany  welche  Snrke- 
ktener  enibalten,  die  gleiebe  9esoha0snbeit  des  Inhaltes  aeigen, 
dass  aber  bei  andern  die  Verimltnisse  der  Gneurbltaoeen  sieh 
wiederfinden  würden.  Von  diesen  Erwägungen  gel  eitel  habe 
ich  noch  eine  Anzahl  von  Dicotylen  uiil«  rsuchL.  Anderseits  habe 
ich  aber  das  abgebrühte  Material  dazu  vci  wendel.  die  Lebens- 
geschiehte  der  Siebröhren  ven  Cucurbita  von  Anfang  bis  zu 
Ende  cirii:«  iicud  lu  stiuliren.  Ankntlpfend  an  Ciicnrhita  werde 
ich  die  Siebriiliren  dor  Dicotyjpn  ilhej-liaupt  be5;})reclien. 

L'm  den  Inhalt  der  unverletzten  Siebröfaren  kennen  zu  ier^ 
DeD,  brttbte  ich  anfangs  ganze,  ausgetopfte  Pflanzen  in  heissem 
Wasser  ab.  Spater  führte  ich  nur  einzelne  Tbeile  unrverletster 
PAassan  in  dasselbe  ein.  Man  l^ann  biersu  die  Sprossenden 
bennteen,  man  kann  aber  mit  gleich  gntem  Erfolg  aaeb  Stttdie 
mitten  am  Stengel  in  das  beisse  Wasser  hineinbringen.  Selbst- 
veiständlieb  dttrfen  die  abgebrItfaCen  Stücke  erst  nach  einigen 
Mimten ,  welche  rar  Gerinnimg  und  Ffxirung  des  Siebrobrin- 
hahes  genügen,  abgeMbnttten  werden,  wenn  man  unverletztes 
Material  erhalten  will.  Die  ganze  Manipulation  ist  so  einfach, 
dass  ich  auf  eine  genaue  Beschreibung  verzichten  kann. 


1  III.  Bd.  üeber  den  lohalt  der  SiebrObren  in  der  nnverletzteo 
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Um  WiederholuDgen  zu  vermeiden,  will  ich  mein  Unter- 
suohangsoiaterial  gleich  hier  aufzahlen  mit  Angabe  der  Art  und 
Weise,  in  welcher  es  gewonnen  wurde.  leh  werde  spater  nur  l 
noch  von  unverletzt  abgebrühtem  Material  oder  von  Kochmaterial 
reden. 

4 .  Cucurbita  Pepo  (ganze  Pflanze  und  einzelne  Tfaeile  ab» 

gebrOht). 

2.  Ecbaüium  Elaterium  (ganze  Pflanze). 

3.  Lagenaria  vulgarii»  ^uberäter  Theil  einer  eingetapften 

Pflanze). 

4.  Humulus  Lupulus  (einzelne,  zweijMhriize  AesteV 

5.  Urtica  dioica  einzelne  Stücken  mitten  am  Slengei).  ' 

6.  Xanthiuni  Slrumarium  pnnze  PHanze). 

7.  Euphorbia  Latbyris  [ganze  Pllanze). 

8.  Dahlia  variabilis  (einzelne  Stücke). 

9.  Fraxinus  excelsior  (einjährige  Aeste). 

40.  Tropaeolum  raajus  (einzelne  StengelstUckeJ . 
Ausserdem  wurden  frisdie  und  in  Alkohol  aufiiewahrte  Stengel- 
stucke,  welche  also  partiell  entleerte  SiebrOhren  enthielten,  von 
einer  grossen  Zahl  von  Dicotylen  untersucht.  Ein  Veraeichnb» 
derselben  findet  man  am  Ende  der  Abhandlung. 

I.  Die  active  Siebröhre. 

Nacli  den  Beobachtungen,  welche  bisher  über  die  Funetions- 
dauer  der  Siebrühren  angestellt  worden  sind ,  unterliegt  es 
keinem  Zweifel;  dass  dieselben  bei  allen  Pflanzen  nur  eine  be- 
stimmte Zeit  lang  functioniren  und  dann  zu  Grunde  gehen.  M  tu 
bei^eicliiK't  diesen  Vorgang  als  OMiicration.  ein  N?ime  .  welcher 
treliend  darauf  hinweist,  dass  die  Siebröhren  bis  auf  unkennt- 
liche Beste  verschwinden;  ihr  Inhalt  wird  entleert ,  die  Röhre 
zusammengedrückt.  Bekanntlich  Hegen  an  der  Peripherie  der 
Siehiheile,  in  der  secundüren  ftinde  immer  Schichten  oder 
Gruppen  solcher  obliterirter  Röhren,  Welche  früher  und  leider  sir 
weilen  auch  jetzt  noch  als  besonderes  Gewebe,  als  Hömprosen- 
chym ,  bezeichnet  werden.  Die  offenen,' activen  Siebrohren  kHunen 
aber,  wie  ni  Bamv  zuerst  erkannte,  auch  vorttbergehend  in  eioeii 
Ruhezustand  eintreten.  Diese  Veränderung  findet  jedenfalls  im 
Winter  bei  allen  unseren  perenoirenden  Pflanzen  statt.  Man  be- 
zeichnet solche  transitorisch  geschlossene  Siebröhren  als  passiv. 
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Ba  UiitersQchungeii  ttber  die  aotiven  Siebröbren  wohl  nur 
im  Sumner  angestelil  werden ,  so  isl  keine  Gefahr  vorhanden, 
daaa  dieeelben  mit  den  paasiven  verweohaeK  werden*  Dagegen 
hal  mnn  sorgfältig  xwischen  aetiven  und  efaliterifonden  SielK 
rOhren  au  nnterseheiden ,  wenn  man  den  Bau  der  ersteren  er- 
feiwlien  wilL  Die  bereits  obliCerirten  Rohren  sind  ja  sicher  zu 
erkennen,  die  obliterirenden  dagegen  dürften  zu  mancher  Ver- 
wechhiuDg  geführt  haben.  Beobaelilungeuj  welche  man  an  diesen 
gemacht  hatte,  übertrug  man  auf  die  acliven  Kohren,  deren 
eigentlicher  Bau  obendrein  bei  der  Untersuchung  verletzter 
Pflanzen  gar  nicht  zu  ermiltcln  war. 

Das  Gesagte  wird  mein  Streben  rechlfer  liizeii ,  den  Begriff 
lactive  SiebrOhret  strenger  als  bisher  zu  lassen.  Bei  allen  An- 
giospermen ist  eine  SiebrOhre  erst  dann  und  nur  so  lanize  als 
activ  zu  bezeichnen,  als  sie  beim  Zerschneiden  der  Pflanze 
Sehlanehköpfe  bildet.  Die  Entstehung  dieser  ist  aber  abhfingig 
einmal  von  der  Besobaffenbeit  der  Biebplatten  und  sweitens  von 
derjenigen  des  Inlialtee.  Die  ersteren  müssen  offen  sein,  gleieli- 
vlel  wie  stark  das  sie  nmsehliessende  Gallnegerflst  ist.  Der 
lelitere  muss  noch  flüssig  und  filbig  sein,  Sehlelm  vor  den 
Siebplatten  abnisebeiden.  Sobald  eine  dieser  beiden  Be- 
dingungen wegfallt,  die  Siebplatten  unwegsam  werden  oder 
der  InljalL  in  später  zu  schildernder  Weise  sich  \  craodLrt  hat, 
ist  die  Siebrühre  nicht  mehr  activ,  sondern  in  Obliteration  be- 
griflen. 

4.  Dar  Inhalt.  Nach  der  BeschalTenheit  des  Inhaltes  unter- 
scheide ich  drei  Arten  von  Siehrt^hren  bei  den  Dicotylen.  Ks  ist 
nicht  unmöglich,  dass  eine  Ausdehnung  meiner  Untersuchung 
auf  eine  grössere  Zahl  von  Pflanzen  auch  eine  grössere  Mannig- 
faltigkeit ergeben  haben  würde:  berücksichtigt  man  aber  die 
Erfahrungen,  welobe  andere  Forscher  in  dieser  Beziehung  mit- 
getheilt  haben,  so  seheint  die  Annahme  gereehtfsrtigt,  dass  auch 
die  Siebrofaren  der  nooh  nioht  nntersuebten  Diootylen  einem  der 
drei  sogleidi  ni  sobildemdMi  Typen  angeharen  werden.  loh 
wiU  dieselben  snnttohst  kurs  besehreiben  und  dann  einige  spe- 
eieliere  Bemerkungen  folgen  lassen. 

4.  Typus.  SiebrOhren  mit  gerinnbarem  Saft.  Der 
Inhalt  besteht  aus  einem  schmllchtigen,  protoplasmatischenWand- 
heleg  und  einem  klaren,  in  der  Hitze  gerinnenden  Safte,  dem 
Siehröbrensaft.  Cttcurbita. 
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2.  Typus.  Sie  brüh  reu  oiil  Sehl  ei  i».  Der  iDball  besteht 
aus  einem  zarlen,  ruil  kleineren  und  grüsseren  Schleimmengen 
beladenen  Wandlielege  und  dioer  iüarea,  uiekl  n^ruuModkaii, 
wässerigen  Flüssigkeit.  Hwmulus. 

3.  Typus*  Sittiif Obren  Olli Stä.rkekttmern.  Der  In- 
baH  besteht  aus  einem  larten^  gerimgeSebieanmengeii  führenden 
Wandbelege  und  einer  klaren,  ninsbl  ^»rinnendegi  FUhssIgfcait  mk 
kleinen  SttfrkekOmern.  CqUu9, 

Zu  dem  «rstea  Typus  geboren  aueser  den  SiebrOhreo  von 
Cocurbila  noofa  diejenigen  von  BdmUüm  (Taf»  Fig.  4  u.  8) 
und  Lagenaria,  Nach  BeobaohlungeD,  welche  ich  frtthldr  an  AI* 
koholmalerial  gemacht  habe,  mus»  ich  annehmen^  dass  alle  Cu- 
curbilaceen  gleich  geb;jute  Siebröhren  besitzen,  welche  einen  be- 
sonderen Typus  reprasenliron.  U eher  denselben  habe  ich  bereits 
früher  eine  ausfühi  lu  he  Milthcihiüt^  verüOentlicht.')  Der  Inhalt 
der  activen  Siebiohieu  besteht  aus  einem  Wandbeleg  und  se- 
rinnbarem  Saft,  Siebröhrensaft.  Schlauchköpfe  kommen  m  der 
lebenden  Pflanze  gar  nicht  vor,  wie  ich  früher  gezeigt  habe. 
Schleim  in.  grösseren  Mengen  lehU,  dagegen  findet  er  sich  in 
spfiter  zu  besprechender  Weise  an  den  Siohplatten  fast  immer 
vor,  aber  ohne  SchlauohkOpCe  zu  bilden.  Auch  lionnte  mankleine, 
glttnsende,  winaige  TrGpfobeii  oder  Kttgelcben,  weloheioi  Wand- 
belege regelmflssig  voitomweni  fiUr  Schleim  halten.  Dieselben 
konnten  absv  aueh  als  Mlkvoßpmen  betrachtet  werden»  jedenfalls 
bestehen  sie  aus  Ei  weiss.  Sie  sind  nicht  mit  den  grossen  SchleioH 
tropfen  su  verweohseln,  welche  in  noch  gesehlessenen  jungen 
Siebröhrengliedern  abgeschieden  werden.  Ihr  Schicksal  wird 
uns  im  näciisteii  Kapitel  /u  beschäftigen  haben. 

NachBeobachtunf^en  im  ril>^ebrüiilem  Material  kommen  Sieb* 
röhren  mit  Sehleim  bei  Huinuhts  Lupulus  (Taf*  I,  F*ig.  3 — 5  und 
Urtica  dio'ica  (Taf.  I.  Vis,.  6,  7,  9)  vor.  Wahrscheinlich  gehören 
die  Siebrohren  einci-  grösseren  Zahl  von  Dicotylen  hierher.  Ich 
habe  bei  den  weiter  unten  genannten  Pflanzen,  welche  allerdings 
nur  frisch  oder  in  Alkohol  aufbewahrt  untersucht  wurden,  fesir 
stellen  können,  dass  die  partiell  entleerten  Siebröhren  keins 
Starkekörner  enthalten  und  gleiche  Beschaflenheit  ihr^  Inhaltes 
seigeni  wie  di^nigen  von  Hufoulus  (Taf.  1^  Fig..  5)  und  Urtica 
(Taf.  I,  Flg.  6)  nach  der  Verletsung  der  Pflanse.  Es  ist  aber 


1}  Berichte  der  deatschen  bottDischen  GeMlIsehaft  JU. 
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■iehiuDiiHiglieb,  dass  in  dem  einen  oder  dem  andevn  FaUe  Siel>- 
ighno  mit  gerinabarem  Safte  Vorgelege»  liabeOy  welche  ja  nacii 
eioer  partiellen  Entleerung  dasselbe  Bild  gewähren,  wiß  die  mit 
Styeim  (Taf.  I,  Fig.  2) .  Pa  aber  das  SiisbrtlhrBnsyatra  ^r  Cu- 
arbitaeem  auch  in  anderer  Beftiekung  so  eseeptinnell  ansgeftilldet 
ift,  «a  halte  leb  es  für  wabrscbeinlioh ,  dass  alle  andern  stürhe- 
ftmn  SiebrObren  der  Dicotylen  dem  zweiten  Typus  angehören, 
lih  üiochie  deshalb  deniselhen  noch  (olgende  Pflanzen  ein« 
ordnen : 

4.  Parietaria  officinalis        6.  Oxalis  stricta 

2.  Boehmena  nivea  1,  Sedum  roaximuin 

3.  Cannabis  s  Ufva  8.  Polentilla  anserioa 

4.  Atriplex  ni^ens  9.  Rubus  Idaeus 

5.  Cbenopodium  murale    40.  Gytisus  Laburnum. 

Von  den  dicotylen  Wasserpflansen  aeheinen  folgende  hier- 
her zu  gehören :  Myriophyllum  tpicatum,  Hottonia  palustris  und 
UtfIfurU  vulgaris.  Bei  diesen  enthalt  der  Wandbekg  der  Sieb- 
rahran  jedenfidla  nur  sehr  gering»  Sohleimmengfsn,  wie  nir  aua 
der  Kleinheit  der  Sahlauabkdpfe  su  folgisn  aoheintb  Nach  den 
iagabenBn880v*s^)  oad  Jahozbwski's*)  werden  sieh  vermnthlich 
Iiier  aneeMiesaen :  Tüia,  Wtamnus  und  ArülolwAia,  Wahr- 
seheinlidi  werden  auch  die  Siebröhren  zahlreicher  Monocotylen 
diesem  Typus  angehören,  wie  ich  aus  Beobachtunutn  an  Tra- 
descaiUia  virginicüj  Phil&dendron  Sellowianumj  6paryamum  fa- 
mosum  schliesse. 

Die  acliven  Siebröliren  in  abgc'l)i  iihien,  unverleUten  laler- 
üodien  von  Humulus  und  Urtica  zeigen  die  in  den  Fig.  3,  4, 
7  u.  9,  Taf.  I  wiedergegebene  Beschaffenheit  iiires  Inhaltes. 
Derselbe  gliedert  sieh  in  einen  zarten  Wandbeleg  mit  Schleim 
Qod  eine  wässerige ,  nicht  gerinnbare  Flttasigjkieit.  Die  letztere 
btt  wahrseheinlich  dieselbe  Zusammensetzung  wie  der  Zellsaft, 
eine  Frage,  welche  sich  vorläufig  jeder  Untersu^ng  entlieht. 
Bor  Ina  Wandbelege  abgelagerte  Schleim  verhlUl  sich  gegen  Be~ 
igSBtien  ao,  wie  liUe  Snbstana  der  SohlauehkOpfe  in  den  partiell 
eatleeirten  Rdhren,  woraus-  folgt,  dasa  er  ans  Eiweiss  beatefat« 
Br  findet  sieh  seltener  in  Fenn  von  Tropfen,  gewöhnlich  bildet 

4)  Bau  und  Entwicklung  der  Siebröhren.  Sitzungsberichte  der  Dor- 

piter  Nalurforschor-Gesellschaft.  VI.  Bd.  4884.  pag.  300. 

2  Ftndcs  compar^es  sur  les  tuhes  cribreux.  M6moiies  de  la  sociötö 
nationale  des  scienses  naturelles  de  Cberbourg.  XXiU.  4880.  pag.  305. 
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er  längere  oder  kflrsere,  schmale  FMden,  welche  aber  niehi  die 
wiaaerige  Plttaalgkeit  durdisetasen,  sondern  dem  Wandbelege 
anhaften. 

Etn  ganz  anderes  Bild  gewlhren  die  Sehrohren,  wenn  man 
die  lallende  Pflanie  oder  gewOhnltdies  Alkeholmaterial  niiCer- 

sucht.  An  einer  Seile  der  Siebplatten  hat  sich  Schleim  in 
grösserer  Menge  zu  ansehnlichen  SchlauchköpleD  im^ehäuft 
(Fig.  5  u.  6,  Taf.  1).  In  dem  Protoplasma,  welches  hi©  und  da 
von  der  Wand  sich  zurückgezogen  hat ,  findet  m;m  nur  noch 
wenig  Schleim,  dessen  Hauptmasse  bei  der  partiellen  KntlpiM  ULiii 
der  Siebröhren  von  fler  ausströmenden  Fltlssigkeit  fiu  tL.'«M  issen 
wurde  und  an  der  Siebpiatte  als  Scblauchkopf  sich  ansammelte. 
So  bestätigt  sich  abermals,  dass  der  Siebröhreninhalt  beim  Zer- 
schneiden der  Pflanzen  tief  eingreifende  Veränderungen  erHihrt 
nnd  in  dem  unverletzten  Qrganismna  eine  durchaus  andere  Glie- 
derung besitit. 

Aus  den  Untersuchungen  Batosi's^)  ist  es  bekannt  ^  dass 
die  Stebrohren  der  meisten  Dieotylen  kleine  StirkekOmer  ent- 
halten, weMe  gewühnllch  an  den  Siebplatten  sich  anhftuln 
und  lebhafte  Wimmelbewegung  zeigen.  Wenn  auch  neuere  Be- 
obachtungen ergeben  haben,  dass  das  Vorkommen  derStürke  in 
den  Siebrehren  keineswegs  ein  so  aligemeines  ist,  wie  Baiosi 
annahm,  so  steht  es  doch  fest,  dass  die  Mehrzahl  der  unter- 
suchten Dieotylen  stUrkehdltige  Siebruhren  besitzt.    Ich  habe 
eine  grössere  Zahl  dicotyler  Pflanzen  untersucht  und  ^^  erde  die- 
selben rtrn  Schlüsse  der  Arbeil  auf/.;ifden.    Besonders  wichtig 
erschien  es  mir,  alle  diese  Untersuchungen  ^u  gleicher  Zeit  und 
wahrend  des  Sommers,  an  lebhaft  wachsenden,  gesunden  Pflan- 
zen auszufuhren.  Auf  diese  Weise  allein  war  es  möglich,  ver- 
gleichbare Resultate  zu  erlangen,  da  die  Jahreeseiten  nach  Res- 
sow^)  auch  Einfluss  auf  den  Inhalt  der  Siebrahren  haben.  Nadi 
Russow's^)  und  meinen  Beobachtungen  unterliegt  es  keinaoi 
Zweifel,  diass  die  Mehrsahl  der  Dieotylen  ^»^rend  der  Vegetatioas- 
seit  Stärke  in  den  SIebrtihren  enthalt.  Ueber  die  beaonderee 
Eigenschaften  der  kleinen,  mit  Jod  meist  weinroth  sich  fMea» 
den  StttrkekOmohen  wolle  man  Bnosi's  oben  cithte  Abband-  ! 
lung  Tergleichen. 

^   I 

I    Bot.  Zeit.  1873.  | 
%]  Dorpat.  SitzuDgsb.  I.  c.  pag.  3t  2. 
3}  1.  c.  pag.  390. 
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ftiwsow*)  bat  wohl  Boem  darauf  anfmerkaa»  gemacht, 
dasa  in  den  starieheltigeii  Siebrtfhren  mniger  Söhleim  (kleinere 
SdilanchkOpfe)  verkommiy  als  in  den  siarkefreien ,  dasa  die 
Menge  derselben  im  umgekehrten  YerhaHnias  iuMu  8tarkefei<^<- 
thoK  steht.  Hieratfs  erklärt  es  sich,  dass  die  Schlauchköpfe 
in  den  partiell  entleerten  Siebröhren  des  dritten  Typus  gewiJhn- 
lich  einen  geringen  Umfang  haben.  Ich  hübe  sie  aber  immer 
und  luweilen  recht  kraftige  aneetroffen  (Fig.  1 1 ,  13  u.  15,  Taf.  I). 

Üeber  die  Gliederung  des  Inhaltes  in  abgel>rühiiMi  Pflanzen 
habe  ich  schon  früher  ausführlich  berichtet.  Neue  Beobaehtun- 
geo,  weiche  ich  an  Xanthium  Strwriariumj  Euphorbia  LathyriSy 
Dahlia  variabiliSj  Fraxinus  excelsior  und  Tropaeolum  majus  an- 
gesteUV  bnhe,  haben  meine  erste  Mittheilung  voll  bestätigt.  Die 
aetiven  Siebröhren  des  abgebrflhten  Materialea  enthalten  einen 
feinen  Wanilbeleg  mit  geringen  Sdileimmengen  and  eine  nicht 
gerinnende,  wSsserige  PItlssigkeit  mit  StSrkekOmeni  (Fig.  40, 
«n.  U,  Taf.  1). 

Beim  Zerschneiden  der  lebenden  Ulanse,  welclies  eine 
patUeile  Entleerang  der  in  starke  Stremang  versetzten  Plttssig«- 
keit  rar  Folge  hat,  bilden  sich  Scblauchköpfe.  Man  vergleiche 
^  Figuren  40—16,  Taf.  I. 

Die  Slärkekürner ,  welche  in  theihveise  entleerten  Sieb- 
röhren  meist  an  einer  Seite  der  Siebplatte  zusaitunen  mit  dem 
Schleim  angehUufl  sind,  scheinen  in  der  lebenden  Pllanze  sehr 
oft  auf  beiden  Seiten  il(  i  seiben  tw  liegen.  Ich  mochte  aber  be- 
zweifeln ,  dass  dir  Starkekorner  überhaupt  eine  feste  Lage  Uin- 
l^ere  Zeit  beibehalten ,  da  sie  ausserordentlich  leicht  beweglich 
sind  und  bei  jeder,  auch  noch  so  schwachen  Strömung  der  Siei>- 
rCitrenflUssigkeit  ihren  Ort  verandern  werden. 

S .  Die  Siebplatta»  Aas  den  Arlieiten  Wilhblh's,  JANcnwsEi^a 
and  Russoir's  hatte  sieh  ergeben,  dass  alle  activen,  partiell  ent* 
leerten  Siebrtfliren,  deon  nur  solche  haben  die  Genannten  nnter> 
sacht,  stark  callöse  Siebplatten  besitsen.  Das  Gallüsgerttst  Uber- 
nehtdas  ganse  Gellulosesleb,  httllt  dasselbe  vollständig  ein  und 
verengt,  je  nach  seiner  eigenen  Entwickelang ,  die  Si^ladier. 
Es  erhob  sich  die  Frage,  ob  die  Siebplatten,  welche  in  der  ver- 
letzten Pflanze  stets  starke  Gallusgerüste  tragen,  auch  in  der  un- 
verletzten callüs  sind. 


4)  1.  c.  pag.  3 Ii. 


Digitized  by  Google 


Ahn»  FisoiiR, 


Uatersucht  man  abgebrühtes  Material  mit  denbekunnteD  Cal- 
lusreageDtien,  besonders  mitCbloruiikjod-JodkaliumjodlöauDg  ^) 
oder  mit  Gorallin,  so  bat  es  auch  noch  bei  starker  Vergrösseruiig 
daBAnsehein,  als  ob  die  Siebplatten  oalIus£rei  wären.  lohbabe 
lange  Zeit  diese  Ansiebi  gehabt,  bis  es  mir  uil  Hilfe  der  Oel- 
Immersion  gelang^  an  allen  Platten  dar  «otiven  Siebrdhren  Ton 
Guonrbita  Gallus  naehsaweisea.  Allerdings  ist  derselbe  so 
ausserordentlieb  dflnn^  dass  er  leioht  Oberaehen  werden  kann. 
Die  mit  starker  GoralliDlOsung  bebaadelten  Siehplatiten  nehmen 
nur  einen  schwachen  rosaen  Hauch  an,  an  durchschnitteDen 
Platten  sieht  man,  dass  eine  ausseist  dünne  Lage  von  Üaliusaul 
ikneu  sich  ausbreitet  (Fig.  23  u.  24,  Tai.  i). 

Von  einem  Callusgerüst  kann  ninn  nicht  mehr  reden,  dieses 
ist  dagegen  in  allen  partiell  eutJeer  teu  liohren  neben  deutlichen 
Schlauchköpfen  vorbanden.  Jetzt  werden  die  Siebplatten  durch 
Corallin  augenblicklich  schön  hyacinthroth  gefärbt,  jetzt  hat  der 
Gallus  die  oft  beschriebene  Mächtigkeit  erreicht.  Durch  seine 
Vergrösserung,  welcbe  infolge  der  Verletzung  eintritt,  sind  die 
Siebltfoher  stark  verengt,  kurz  alle  jene  £igeDthttmIicbkeiteD 
haben  sieb  eingestellt,  welebe  bisher  als  nemuü  fttr  die  aetive 
Siebrohre  besohrieben  worden  sind.  Richtig  ist^  dass  dieselbe 
stets  callOse  Platten  besitst,  der  Gallus  bildet  aber  nur  eine 
aussererdentliob  dünne  Scbiobt  und  so  bleibt  es  bis  sum  Be- 
ginne der  Obliteration.  Er  vergr<lssert  sieh  aber,  sobald  die 
Pflanze  verletzt  wird.  Ausführlich  habe  ich  diese  Verhältnisse 
bei  Cucurbita  studirt ;  bei  den  anderen  Dicotylen,  welche  ich  in 
abgebrühtem  iMateriai  untersuchte,  habe  ich  nur  festgestellt,  dass 
der  Gallus  viel  schwHcher  entwickelt  ist,  als  nach  partieller  Eni- 
leerung  der  Siebrolire. 

Eine  andere  Kiaenthümlichkeit .  welche  man  bisher  noth- 
wendig  übersehen  niusste ,  wurde  an  den  genannten  l^Üanzen, 
besonders  wiederum  an  CucurbUa  verfolgt.  Die  Siebplatteu 
sin<!  meistens  mit  kleineren  Schlcimmengen  bedeckt,  gleichviel 
welchem  Typus  die  betreffende  Siebröhre  angebi^rt.  Es  bandelt 
sieb  aber  hier  nicht  um  SoblauobkOpfe,  sondern  um  eine  Aus- 
sobetdung  oder  Anbtfufang  von  Sobleim  am  Rande  derSieblöeher 
und  auf  beiden  Seiten  der  Platte»   Ich  werde  Cmiirbita  ge- 


\]  Vergl.  Rvfsow,  1.  c.  pag.  260. 
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Bitter  beayclien,  di9  a&derai  PfianMB  crgehea  noh  dann 
^  belreflbttdeB  YerlillltiilsBe  im  Bettwt. 

Befrachtet  pian  mit  Jedglyoerin  ^  welches  our  4eii  Scbleira 
und  twar  gelbbraun,  den  Gallus  aber  gar  nicht  fürbt,  behandelte 
LäogsschuiUe  aus  abgebrühtem  Material,  so  sieht  man^  dass  die 
SiebpJatten  ebenfalls  gelb l) raun  und  meist  dunkler  als  der  ge- 
roQBene  Siebröhrensaft  gelaibt  sind.  Bei  stärkerer  Vergrösse- 
ruDg  erkeoDl  man,  dass  dieselben  nicht  sjans^  schleimfrei  sind, 
sondern  auf  beiden  Seiten  niedrige  \\  är2sehen  des  bekannten 
Schleimes  z«i  tragen  aoheiiien.  Auf  der  Fiaofaenansioht  «rgifibl 
sich  aber,  dasa  dieser  nur  die  Ränder  der  ßieblacker  umsäuM. 
IHb  Bttty n  des  4!Mhiiospsiebes  sind  schleimfrei  und  sind  nur 
m  ttiiMflB  dUmaoa  »Sohleiauriiig«  (s)  eiogaiaMfc  (Fig.  23,  Taf.  i). 

NM*  aeHaa  triOl  mae  in  ahgaM^tofli  M«ferial6Mf^lal«eBy 
hm  dBMQ  4U  eioBdineB  Mdeiniiiiga  Uber  4ie  iCelMoafllMJkeD 
hiaiweg  a«  caaer«MMiiiiifillch0ii,  4ttiuiaii  MMt^inMnahiiiiiMa 
siod.  JeUi  ist  das  Sieb  «aHfllllBdKg  m  eine  aBohieiaifattllea  eiiH 
geiohioaseii,  ifvialohe  an&h  deo  dttnaen  GaUttülbeKug  bedeckt 
and  unsichtbar  macht,  daher  leioht  zu  Täuschungen  fiUbren  kann. 
Die  Schleimhulle  bildet  gewissermassen  eine  zweite ,  äussere 
laihüilunfi  der  Siebplatte.  Diese  wird  von  dem  Siebröhi*ensaft, 
welcher  deu  Schlei iii  am  Rande  der  Sieblöoher  abscheidet, 
durchsetzt.  Zu  einer  vollslandipen  Ausfüllung  derselben  mit 
Sehleim  kommt  es  in  der  lebenden  Flianze  nicht,  der  ächlaioi« 
beleg  beschränket  sich  aof  die  Händer  der  Löcher. 

Indem  abgebrühten  Material,  beideasenltesleUttng  selbst 
hct  grtsster  Vorsioht  gewaltsame  Bewegungen  des  Stebröhren^ 
mttm  nioht  in  mmeiden  sind,  findet  sieh  sehr  wii  ein  hrttf<* 
iigwar  fiebieimlwlig  vcny  eblor  diie  lebeodaManae  anmifihiiieii 
ist.  Id  dieser  selbst  rooss  die  Dioha  vnd  AiubretlMig  deBflSlfceii 
sber  grossen  Sohwanknngen  unterworfen  sein,  da  auch  hier 
seitweiiig  stärkere  Strömungen  des  Inhaltes  kaum^iiusbleiben 
werden.  Diese  haben  aber  immer  eine  Abscheidung  von  Schleim 
aas  dem  Siebröbrenaaft  sur  Folge,  wie  in  Überzeugendster 
Weise  die  Entstehung  der  Schlauchköpfe  zeigt.  Ks  ist  deshalb 
uüiiioglich,  ein  Schema  für  eine  normale  active  Siebröhre  in  Bezug 
auf  die  Grosse  des  Schleimbeleges,  wie  ich  die  besprochene 
bildunc  nennen  will,  aufzustellen.  Derselbe  wird  manchmal 
ganz  fehlen,  bald  auf  Sciileiniringe  an  den  Porenriindern  be- 
schränkt, bald  als  voiistäadiga  Sohleimhttlie  ausgebildet  sein. 


MO 


Ja,  da  det  Sobleiiii,  wie  dieBntwiekelung  der  Siebriilinn  itlgt, 
leicht  und  normaler  Weise  geltet  wirdi  so  Ist  ansnnehmen,  daM 
an  einer  und  derselben  Platte  der  Sobleindbeleg  je  nach  Um- 
stttnden  seine  IMekeTertiadeni,  vieUelohtseitweilig  gaas  sdimii« 

den  wird. 

Diese  Fraseii  Ii  essen  sich  natflrlioh  durch  meine  liUer- 
sucbungen  nicht  lüsea,  sie  werden  sich  einstweilen  auch  nicht 
lösen  lassen.  Als  ein  sicheres  Ergebniss  derselben  hebe  ich  aber 
hervor,  dass  der  klare  SubroUrensaft,  ich  rede  iniiner  noch  von 
Cucurbita,  sehr  leicht  Schleim  fibziischeiden  vermag  und  dass 
hierauf  die  Verschiedenheiten  in  der  Starke  des  Srhleimbeleges 
zurtlckzufuhren  sind.  An  den  Balken  des  Celluiosesiebes  staut 
und  verdichtet  sich  der  in  Bewegung  begrifTene  Siebröhrensaft, 
es  erfolgt  Scbleimabsondeniiig ,  wie  bei  der  Sohlaudikopf- 
bildungf  aber  in  viel  geringeram  Ifaasse,  loh  habe  aueh  \ieie 
Platten  ohne  Sehleimbeleg  gesehen.  Die  LOsher  waren  nur  mit 
dem  geronnenen  Siebrtfbrensaile  erCilU. 

Da  dieSlebplsMen  in  der  lebenden  Pflanse  nur  sslir  sehmeh 
eallOs  sind,  in  partiell  entleerten  Rttbren  aber  von  einem  staiken 
GaUusabersug  bedeekt  werden,  so  fragt  es  sich,. woher  das  Mik 
terial  zum  Wachsthum  des  Oallus  gekommen  ist.  Der  Sehleim- 
beleg ist  in  verletzten  Röhren  nicht  mehr  zu  sehen  und  ent- 
weder von  detij  aussLrciuienden  Safte  fortgerissen  oder  in  Gallus 
verwandelt  worden.  Es  ist  unmöglich,  das  eine  oder  das  andere 
zu  beweisen.  Ueber  die  AlislaiiiiiJunL:  des  Gallus,  welcher  bald 
ein  l  iiiwandlungsproduct  der  Ceiiulose,  bnld  ein  Er/eueniss  des 
Inhaltes  sein  soll,  aelien  die  bisher  an  deu  verletzten  und  un- 
verletzten activen  Siebröhre  angestellten  Beobachtungen  keinen 
Aufschlnss.  Wir  werden  diese  Frage  in  den  beiden  naehslso 
Kapiteln  wieder  aafsunehmen  haben« 

n.  SntwickelongsgeBchichte  der  Siebröhr^ 

Da  dieses  Thema  in  letzterer  Zeit  von  Wilhelm  Janczewski*) 
und  Rlssüw^)  ausführlich  bearbeitet  worden  ist,  so  werde  ich  nur 

1 )  Bei  t  rüge  sor  Kenntaiss  des  SiebröbtenappaiatM  dicotyler  Pflaaico- 

Leipzig  1880. 

2)  1.  c.  Mömoires  des  scicnces  naturolles  de  Cherboarg.  XXIII.  <88*. 
8)  1.  c.  Dorpe ter  Naturf.  Qesellsdi.  VI.  1884. 
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wrige  EnriBitemiigfA  und  B6riirli<igiiiigei&  m  dfltf  lUltJMÜttiigeii 
d0r€«D«iiilmi  geben.  In  enter  Linie  babe  ieb  den  Inhalt  der 

SiehrOhren  bertteksiefatigt,  dessen  Entwicklung  bisher  nur  von 
Wilhelm  und.  wie  nicht  anders  möglich,  nur  in  Rücksiclu  auf 
die  daiiialige  Ansicht  über  die  Beschoffenheit  dei*  activen  Sieb- 
röhren untersucht  worden  ist.  Die  Entwicklung  der  Siebpiatlen 
habe  ich  nur  bei  Cucurbita  verfolgt  in  der  Abeiohfti  tiber.  den 
Ucspnmg  des  Gallus  GenaiuTes  zu  erfahren. 

4.  Der  Inhalt.  Die  verschiedene  Gliederung,  weiche  der- 
^ibe  in  activen  Siebröhren  xeigt,  lies»  erwarten,  dass  auch  seine 
finlwieUung  in  verschiedener  Weise  verlaufen  wUrde.  ich  ber 
ginne  Mwe  DarsteUnng  Alt  den  Veränderungen,  welche  in  dem 
jnngbn  neoli  geschlossenen  SiebctfbMn^de  nM|  Abwlittdiing 
dnr  GleitBfllUen  aieb  abeiNieleii)  und  werde  innllclwt  Guewrbita 
al>  Beprtteentainten  dee  emieii  Typns  hgachtdbnn.  ^ 

Pes  junge.  SieJ^branglied  e«Üi«li  beiCttcnrbila'  mmm  krttf-* 
Ilgen  protoplaanuiliedieftWnndbeleg  rote  einem. graaen  aeHkern 
nakd  sonst  wesserige,  nieht  gerinnbare  Flüssigkeit,  Zellsaft,  fai 
solchen  durch  porenfreie  Querwände  getrennten,  also  noch  ue- 
schlos^tneii  Röhren  gliedern  scheiden  sich  zunächst  kleine,  glan- 
zende Tropfen  aus^  welche  im  Protoplasma  liegen  und  bei  ge- 
nauerer Untersuchung  als  Scbk  im  sich  erweisen.  (Fig.  i  7,  Tai.  i.) 
Sie  nehmen  während  der  langsamen  Erweitenmg  des  jungen  Röh- 
reni;iiedes  an  Zalil  und  Umfani?  schnell  mi  (Fiü;.  SO,  Taf.  II),  und 
finden  sich  sowohl  an  den  U&ngs>,  als  auch  an  den  Querwänden. 

Dieee  Vorgänge  hat  bereits  Wilbblh*)  richtig  beschrieben, 
die  IsrMcen  Entwi«kelungstadien  des  Inhaltes  sind  ihm  dagegeti 
entganfen^  .WumW  enheint  bereits  offene  Siebrtthren  ftlr  nooh 
geeebUKaMe  gehalten  aabnteiit  wie  Kg*  l<^4,  laUVIIl  und  seine 
dam  gehMge  AnMinandenelnyig  ailf  pag»  54  nto.  aeblieaMn 
llaal.  IHe  dtirte  Fignr,  wefiobar  die  einieliiaft  SiafarOhren- 
gBedar  beceita  4leiilliebe  Scblanebkupfe  enthaiteit,  atalU  ant^ 
schiedeil  eine  aelive  Siebrebre  dar.  In  Pig»  99  dagegen  bat 
WaBBUi  eines  der  von  ihm  ttbersehenen  oder  falsch  gedeuteten 
Stadien  abgebildet.  Die  Schlei mlropfen  sind  verschwunden, 
»der  Schleim  hat  die  anfanglich  homogene  Beschaflenheit  ati^ 
scheinend  mit  einer  jLarnigeu  vertauschte,     Die  Zeichnung 


1)  I.  C.  pag.  44. 

%  l  Q*^^  ^  SU  Fig.  »9  laT.  VIU. 
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iwrob  naoh  eisern  MaeeraliattBpräpanrt  an^elNiligl,  in  waiehen 
natttrlidi  der  am  deo  SoUeiniMii^D  bereH»  enteieiidene  SM»* 
TOhreMait  bo  eiiieiii  l0liikOniii(^  Gei<biitel''er8taint  wer,  0» 

glaube  ich  mir  Wilhelm's  Darstellung  deuten  zu  sollen.  WfMitt« 
setzte  eben  voraus,  dass  Schlauchküpfe  bei  Doruialer  EiUw  iek- 
luDg  der  Siebrohren  enistehen  mttssteii  und  so  mussie  er  auf 
Abwege  geriUhea. 

Wir  haben  das  juntie  Siebröhrenglied  während  der  Ab- 
scheidung  der  Schleinitropfen  verlassen.  Wenn  diese  in  gros- 
serer Zahl  auftreten ,  dann  ist  auch  die  TQpfelung  der  zukünf- 
tigen  8iebp1atte  voHeiKtet.   Kurz  vor  oder  nach  OefiiiuDg 
dieser  vollzieht  sich  nun  mit  dem  Inhalte  der  8iebr5hre  eine 
sehr  wkMge,  bisbermabl  beachtete  Vetlndentiig.  Bie  Sehieiiii«- 
lR>pieii¥ersehwinden  und  weidenfii  dem  Seileeft au^ifiier  Idanw, 
beim  ErhiUen  geiiiiMMBdeD  Fltli8i(jkeK  geitot.  Be  bit  eMi»  wSe 
ioh  BohMa  im  dm  ^eriobten  der  deeteoben  betanifobea  Cfesell- 
•cbeftkon(erMfaiilbabe,€lebfilhmisaftgebMel.  JetMlitMiiA 
der  SeHkera  geaabwondei,  wehrMbelnlieh  wird  er  luglefeb  min 
den  Schleimtropfen  gelttst.  der  8iebrtfhreninhalt  haC  nunmebr 
seine  definitive  Betohaffenheil  erreicht,  er  besieht  iuis  einem 
zarten  protopla3Uiatiaoh6Q  W^udbelege  uud  dem  gerinuban^ü 
Siebrohrensaile.  '  ' 

I>ie  OeflFnung  der  Siebplatte  uud  di^^  Losung  der  Schleim- 
tropfen zum  Siebrührensaft  scheinen  selten  zu  Lrleirher  Zeit  ,  iie- 
wöhnlich  nach  einander  einzutreten.  Dann  geht  wohi  meist  die 
Bildung  der  Siebkicher  derjenigen  des  Siebr^renaaftes  voraus, 
leb  babe  aber  aeoh  nieht  wenige  Präparate  geeebeii,  welche  di^ 
umgekehrte  Reihenfolet'  nndeuteten.  Die  Figuren  48  und  ^% 
Taf.  I  and  Fig.  %  Xaf^  XV  meiner  AbbondliiQg  in  den  Berliner 
Berubiea  xeigeo,  deit  die  UMang  der  MäeinilropfeB  ö/ar  Oafl^ 
nwig  der  6ieb|dettea  verauslsliig.  Die  flg.  tt,  täV  I  ymb* 
eebeiilfebt  de»  mngekdirt^n  Ml.  Da  beide  Vorgänge,  gleieb- 
viel  in  wwAober  fieibenfolgc ,  jedealaller  sebnell  Mf  4^itmi» 
folgen,  so  ist  4181  Reaellet  des  gMebe.  DCe  oH^ne  iStiab^ttif  ist 
sunllobet  sefaleimfrei  und  erst  spUter  scheidet  sich  aus  dem  Sieb- 
röhrensaft der  oben  iieschriebene,  nicht  selten  erst  am  Ende  der 
Functionsiianer  luftretende  Schleimbeleg  ab. 

Die  Entwicklung  des  Inhaltes  beginnt  auch  bei  den  Sieh- 
röhren des  zweiten  Typus,  hei  IJumulus  und  Urtica,  mit  der 
Abscheidung  glänzender  Troplen  im  Wandbeleg  (l*ig.  8,  Taf.  1). 
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Sie  beflt6heD  aos  Sctdeim,  welcher  aber  später  nicht  gelitat  wird^ 
wie  bei  Cucurhiiaf  sondern  seine  Beschaffenheit  anch  in  der 
aetiTen  Rtfhre  beibehaH.  Nur  die  Gestalt  der  Schleimanbllnf- 

Unsen  üudert  sich,  die  Tropfen  gehen  in  Fäden  oder  Stränge 
Uber,  Fig.  8  und  9,  Taf.  I.  Wahrscheinlicli  wird  diese  Verän- 
derung durch  die  Iieim  Oeü'üeii  der  Siehplallen  eintretende  Be- 
wegung der  wässrigen  SiebröhrenÜüssigkeit  hervorgerufen. 

Andere  Umwandlungen  in  der  Anordnung  und  Beschaffen- 
heit des  Inhaltes  finden  niclit  statt,  abgesehen  von  der  Lösung 
des  Zellkernes.  Derselbe  verschwindet  allem  Anscheine  nach 
bei  Urtica  nicht  vollstUndig.  Als  Rest  desselben  mcichte  ich 
ein  kleines,  scheibenförmiges  Gebilde  deuten,  welches  fast  in 
allen  activen  Siebröhren  von  Uriiea^  bald  an  einer  Siebplatte, 
liald  anderswo  liegend,  vorkomat,  (Fig.  7  und  9,  Taf.  I,  K),  und 
seinen  Reaetionen  nach  als  Schleim  anfsafassen  ist.  Sidher  kann 
ich  nicht  entscheiden,  dass  hier  ein  Rest  des  Zellkernes  vorliegt. 
Die  Gestalt  des  fraglichen  Gebildes  hat  mich  za  dieser  Ver* 
mnlhung  geführt. 

Die  geringen  Schlei mrnengen,  welche  in  den  activen  Sieb- 
röhren des  dritten  Typus  uew  oliniich  vorkommen,  entstehen  zu- 
sleich  iiiil  den  Sttirkekurnern  in  den  noch  geschlossenen,  jungen 
Uulireniiliedern.  Die  Stärke k»>rüchcn  liefen  an  beiden  Seiten 
der  zukünftigen  Siebplatle.  Ich  habe  diese  Thatsachen  sehr 
*^chn^l  an  abgebrühtem  Material  von  Xnnthhtm  Strumnn'um  (Fig- 
16,  Taf.  I)  beobachtet.  Briosi  deutet  dasselbe  ftir  Paeonki 
Moutan^)  an.  Die  weitere  Ausbildung  der  Siebröhren  ist  von 
keinen  nennenswerthen  Veränderungen  des  Inhaltes  begleitet, 
abgesehen  von  der  Lösung  des  Zellkernes.  Ein  schönes  Beispiel 
fttr  die  Entwickelung  stärkehaltiger  Siebröhren  hat  Wilhblm 
gegeben.  Er  beschreibt,  dass  bei  Vüis  innifera  in  den  noch  ge- 
schlossenen Röhrengliedern  kleine  Stärkekörner  und  Schleim- 
massen entstehen. 

f.  Die  Siebplatte.  Die  Enlwickelungsgeschichte^)  der  Sieb- 
platte  ist,  wie  schon  gesagt,  von  Wilhelm,  Janczewski  und 
Russow  eingehend  studirt  worden.  Es  handelt  sich  hierbei  be- 
sonders um  das  erste  Auftreten  des  Gallus  und  um  seine  Ab- 
stammuDg.  In  beiden  Beziehungen  sind  die  genannten  Forscher 


<)  Bot.  Zeit.  1878,  pag.  3S6. 
2j  Siebröhrenapparat  etc.  pag.  1 6 — 1 7. 
Ihtb-phyi.  ClMi«  186«.  SO 
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zu  abweichenden  Resultaten  gelangt.  Naoh  Wuuelm  und  Jaji- 
CUW0KI  ist  der  Gallas  ein  Umwandloogsprodacl  der  Gelluloae. 
nach  Russow  wird  er  vem  Inhalte.auf  die  Siebplalte  abgelagert. 
Diese  Ansieht,  welche  bereits  von  HANsram^J,  dem  Entdecker 
des  Gallus,  aufgestellt  wurde,  vertreten  auch  Basy^  und 
Stsasbohgbi^. 

Unanfechtbare  Beweise  für  eine  der  beiden  Annahmen  las- 
sen sich  nicht  beibringen  und  hieraus  erklären  sich  zum  Theil 
die  abweichenden  Ansichten.  Geht  uutn  von  der  L'ntersuchunL' 
aller,  stark  calioser  Platten  aus,  so  wird  man  den  CaliuüS  fUi' 
eine  Auflagerunii ,  ftlr  ein  Produet  des  Inhaltes  ansehen.  Ver- 
sucht man  dagegen  die  Abstammung  de.<^  Gallus  an  jungen  Sieb- 
platten zu  erforsi'hen ,  so  wird  man  zunächst  zu  der  andereD 
Ansicht  neigen.  So  erklMrt  sieb,  dass  Wiluelm  und  Jancz£w&ki. 
welche  fast  aussobliessUoh  auf  eDiwickelungsgesohicbtlicheD 
Beobachtungen  fussen,  zu  einer  anderen  Aulfassung  als  Rlssov 
kommen  mussten,  welcher  mit  dem  Studium  der  alten  Gallus- 
polster  begann. 

WzLHBLii  hat  beobachtet,  dass  auf  den  noch  nicht  durch- 
löcherten Querwänden,  den  tukttnftigen  Siebplatten,  rundliche 
Fleckchen  von  abweichendem  Liohtbrechungs\  eruiögen,  welche 
aus  Gallus  bestehen,  sichtbar  werden.  Diese  GaUusfleckchen 
vergrössera  sich  und  lassen  zwischen  sich  nur  ein  Balkenwerl 
aus  Cellulose,  das  zukünftige  Sieb,  frei.  An  den  callüsen  Stellen 
L'iilstehen  seliiitsslioh  die  Sieblöcher,  der  Callus  breitet  sieb 
auch  über  die  Ceiluln>el>alken  aus  und  hüllt  die  Sieb|)latte  all-  • 
seilig  iu  dos  sogenannte  Gallusgerüsl  ein.  Aus  diesen  Beobach- 
tungen folj^crl  Wilhelm,  dass  elf  i  Callus  durch  Umwandluug 
der  Cellulose  enlsteht.   Er  h;tt  doch  nur  festgestellt,  dass  auf 
der  anfangs  homogenen  Querwand  rundliche  Fleckchen  auf- 
treten, welche  aus  Gallus  bestehen.  Uieraus  aber  xu  scbliesseo, 
derselbe  sei  aus  der  Wandsubstanz  hervorgegangen,  ist  ebenso 
verfehlt,  wie  der  Schluss,  dass  der  Oelfleck  auf  dem  Papier 
durch  eine  locale  chemische  Umwandlung  desselben  entstandeo 
sei»  Eine  weitere  Begründung  seiner  Ansicht  hat  Wilbblk  oicbl 
gegeben. 


4)  Die  Milchsaftgefässe  etc.  pag.  36. 

i)  Vergleichende  Anatomie  pog.  184. 

3)  Das  boluiiiscbc  Practicum  pag.  150  ,Ptuus  silvcätriS/. 
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JmcBiwBKi  ist  ZU  Resultaten  gdangt,  welohe  denen 
WiLnui%  Rtoov's  mad  meinen  eigenen  widerBpreehen.  Er 
heschreibl  die  EntwMelunss  der  Sidbplatte  (bei  Pkragmiks 

und  Aristolochia)  folsenderniassen.  Auf  beiden  Seiten  der  an- 
fnnps  hon)ogeneD  Cellulnsewand  bilden  sich  corrcspondirende 
Warzen,  welche  zunächst  ebenfalls  aus  Gellulose  bestehen. 
Diese  Warzen  verwandeln  sicli  unter  gleichzeiticer  Vergrösse- 
runiz  in  C.dhis.  Zwischen  den  Calluswarzon  h[(Ml)l  ein  zunächst 
«lus  reiner  Cell u lose  bestehendes  Gitteru  erk  übrig,  welches  das 
Sieb  liefert  und  später  von  Gallus  überzogen  wird.  Die  Löcher 
<  ntsleliefi  dadurch,  dass  die  swischen  den  oorrespondirenden 
Calluswarzcn  vorbandene  Gellulose  sieh  in  Gallus  yerwandeli. 
Jetit  ist  die  Querwand  durchJtfoheri,  die  Ltfdier  sind  aber  mll 
Canospfropfeii  TersoiilosseB.  Diese  werden  später  Ten  den  ?er- 
bliduQgsniden  durcbboltfl.  Wenn  wirklich  zuiiflohsl  Gellulose^ 
mnea  aldi  bildeten  und  an  ihrer  Stelle  spater  Galloswarsen 
wfcübnen,  dann  würde  die  Entstehung  dieser  ans  jenen  mit 
groBser  Wahrsohefnliehkeit  angenenmien  werden  kanne».  Einst«- 
weilen  erheben  sich  aber  einige  Zweifel  gegen  die  Janczewski- 
sehen  Beobachtungen. 

Jaktczbwski  hat  nur  mit  Chloi  zinkjod  (chlorure  de  zinc  jode) 
searbeitet  und  schliesst  immer  dann  auf  Calhis.  wenn  er  eine 
hraune  Färbung  erhalt.  Unzei'selztes  Chlorzink jod  fnrbt  aber 
n;ieh  Wilhei-m's  M ,  Rrsjsow  s -^j .  und  meinen  eicnen  i  -rfahrungen 
ilen  Gallus  gar  nicht,  bringt  ihn  nur  zu  starker  Quetlung.  Zu 
dieser  Unklarheit ,  wekshe  vielleicht  nur  durch  eine  ungenaue 
Ausdrucksweise  hervergemfen  ist,  kommt  hinzu,  dass  die  ganie 
Ansicht  Ja^czfwski's  ausserordentKeh  oomplicirt,  geradezu  pa^ 
radox  ist.  Es  bilden  sieh  correspondirende  Verdickungen  auf 
tier  Gellttlosemembran,  diese  wird  also  gewisaermassen  primär 
getOplelt.  Die  Verdiekungen  vergrUssern  sich,  dann  sollen  sie 
sieh  in  Gallus  verwandeln  und  an  ihrer  Stelle  sollen  spster  die 
SiehpoPSD  entstehen«  Die  anfangs  dünnen  IfemiwattsteUen  da- 
gegen Helen  das  Geltulesesieb.  Gerade  diese  mtissten  aber, 
^ch  Analogie  zu  schliessen,  zu  den  Siebtüpfeln  und  schliess- 
lich zu  den  Löchern  sich  umbilden.  Da  endlich  nicht  anzu- 
»ehmen  ist,  dass  die  Siebplatten  bei  verschiedenen  Ptlanzen 


4}  L  c.  pag.  85. 
Sj  i.  c.  pag.  360. 
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iD  versohiedeDer  Weise  sich  entwielboln,  so  kann  man»  wie  auch  | 
Russow  geüian  hat,  die  Angaben  liircawafti^  deren  AllgemeiD*  | 
giltigfceit  er  sicher  selbst  voraossetst,  aadi  an  andern  als  den 
von  ihm  untersachten  Pflanzen  centroliren« 

Meine  Untersuchungen  an  Cucurbita  haben  nun  in  Uebeiv 
einstimmung  mit  Rcssoir  ergeben,  dasa  der  Gallus  nicht  in  Fenn 
^on  Wanen  auftritt,  sondern  die  seichten  Ttipfelgrttbeben  aus- 
kleidet. Aber  auch  spater  treten  nicht  Calluswarzen  auf,  der- 
selbe hat  iniiiiei-  die  in  den  Figuren  28  mul  -J^J  Tdl.  l  abgebildete 
Form,  weiche  Russow  «^aiiz  treffend  als  seichte  Schttsselchen  be- 
schreibt. 1  i  st  dann,  wenn  der  Gallus  auch  über  die  Fialken  des 
Ceiiulosesiebcs  sich  ausbreitet  (Fig.  28,  Taf.  1),  l)eko!TmU  man 
den  Eindruck  von  Calluswarzen.    Diese  sind  aber  auch  jetzt 
nicht  vorhanden,  man  hat  es  nur  mit  bei  gewissen  Ansichten 
warzenförmig  erscheinender  Cellulosebalkea  m  thun,  welche 
auf  ihrer  Oberfläche  mit  Gallus  ftborsogen  sind.  Wie  JA.xciursai 
SU  seiner  Auffassung  gelangt  ist,  kann  ich  mir  nicht  erklären, 
da  grobe  Beobaehtungsfehler  ihm  in  seiiter  Arbeit  niohl  nach- 
sttweisen  sind*  MMifoUs  verlauft  die  Entwicklung  der  Sieb- 
platten bei  Cttcurbita  ganz  anders. 

Russow  hat  feststellen  kt^nnen,  dass  die  jungen  Siebplatten 
sohott  vordem  Sichtbarwerden  des  Gallus  gettlpfelt  sind  und  dass 
dieser  in  die  sehr  seichten  TtipfelgrUbch«!  abgelagert  wird. 
Diese  Ablat:crung  hat  Ri  ssow  natürlich  nicht  direct  beobachten 
köniieii.  sie  ist  nur  erschlossen  aus  der  eben  mitgetheilten  That- 
sache,  dass  die  Platten  vor  dem  Erscheinen  des  Gallus  getüpfelt 
sind.  Hieraus  allein  über  die  Abstaujinung  desselben  eine  An- 
sicht ableiten  zu  wollen ,  würde  voreil ii:  sein  und  deshalb  h<U 
Küssow  noch  Folgendes  fi\r  seine  BoiiaupluiiJ^  vorjiebracht.  Der 
Gallus  erscheint  nicht  in  rundlichen,  verwaschenen  Tupfen,  son- 
dern in  rundlich  eckigen  Plättchen,  welche  an  durchschnitteneo 
Membranen  haarscharf  von  der  Cellulose  abgegrenst  sind,  wie 
unsere  Figuren  27  und  39  TaC.  1  zeigen.  Diese  Thatsachen, 
weiche  i€h  voll  bestätigen  kann,  veranlassen  Hossowsu  folgendes 
allgemeinen  Bemerkungen :  aBs  ist  nicht  denkbar,  dass  bei  einer 
dkemiaeben  Umwandlung  einer  Substanz  in  eine  andere  wahrend 
dieaea.Proeesses  eine  scharfe  Grense  swischen  diesen  Substaosea 


1)  1.  c.  pag.  303. 
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l>68tehe.€^)  Diese  Bemerkung  mag  richtig  nein,  man  sollte  aber 
eo  allgiemeiq  gehaltene  Stttie  nicht  far  oder  gegen  die  Deutung 
hestimmter  Thataaehen  verwenden,  da  sie  nichts  beweisen  und 
4c>oh  leicht  au  Tttnadiungen  ftüuren  kdilnen. 

Besser  ist  der  Bin  wand  Rossow's*),  dass  in  alten,  stark  cal^ 
llfsen  Platten  das  Gellulosegitter  nicht  dünner,  in  manchen 
Fällen  dicker  geworden  zu  sein  scheint;  als  ii  über  und  dass  man 
nicht  begreifen  kuiino,  wie  dasselbe  an  der  Oberflache  in  Gallus 
f?ifh  verwandeln,  eine  vielmal  stärkere  Calluslafzo  abscheiden 
künue.  nhiu'  selbst  dünner  zu  werdtui.  Mehr  als  ein  Wahr- 
scheiuiichkeitsbeweis  liejzl  aber  auch  in  dieser  Benierkuniz  nicht 
und  über  einen  solchen  ist  auch  Russow,  ebenso  wie  Wilhelm 
und  J4NCZEWSK1,  nicht  hinausgekommen.  Mit  einer  grösseren 
Wahrscheinlichkeit  muss  man  sich  aber  hier  begnügen ,  da  man 
immer  nur  einselne  fixirte  Stadien,  niemals eontinuirliche  Heiben 
heobaohten  kann.  Ich  habe  mich  bemttht,  einige  neue  Wahr* 
sebeinlichheitsgrUnde  für  Russow  und  gegen  Wiiiülv  und 
JAHcnwsu  aufzusuchen. 

Nach  meinen  Beobachtungen  verlfiuft  die  Entwiekelung  der 
Siebplatte  und  des  Gallus  bei  CucurbUa  folgendermassen.  An 
der  jUii^^Lii  Querwand,  der  sukfinftigen  Siebplatte,  l^sst  sieh, 
wie  Russow  gezeigt  hat,  schon  vor  dem  Auftreten  des  Gallus 
eine  seichte  Tü|)felung  in  glücklichen  Präparaten  erkennen. 
Abpr  diese  pi  im  iren  Tüpfel  sind  noch  nicht  die  sotjenannlen 
Siebiüpiel,  aus  welchen  später  die  Sjl  blocher  werden,  soiniern 
sie  sind  klein  und  ausserordenilic  Ii  seicht.  Die  Membran  ist 
»schwach  wellenförmig  hin-  nnd  hergebogen,  der  Unterschied  in 
der  Dicke  zwischen  den  dünneren  und  dickeren  Partien  der 
Wand  ist  nur  am  Rande  der  Platte  deutlich,  nach  der  Mitte  der* 
selben  zu  aber  weniger  leicht  zu  erkennen«')  (Fig.  53,  Xaf.  ü). 
^Icbe  c^Ilusfreie,  seicht  getüpfelte  Querwände  kommen  selten 
surBeobaohtung,  dieses  Stadium  soheint  schnell  vcrttbersugehen. 

Es  beginnt  nun  die  Bildung  des  CaUus  bei  gleichzeitiger 
YergrOsserung  der  Tüpiel,  welche  nach  und  nach  zu  den  Biel>- 
tttpfeln  sich  verbreitem  und  vertiefen.  Der  €allus  tritt  zunächst 
nur  in  den  Tupfelgrübchen  auf  >  erfttllt  dieselben ,  wie  Bussow 


I  I.  c.  pag.  305—806. 

2)  1      png.  306. 

3/  cf.  Hissow,  i.  c.  pag.  303. 
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geieigt  hak ,  in  Form  flacher  Plttltohea,  oder  seichter  Sobttseel- 
chen  von  rundlich  eckigem  Umriss  (Fig.  SSI,  Taf.  I),  der  Ge- 
stalt der  Tüpfel  entsprechend.  Der  Gallus  seist  sich  von  seinen 
ersten  Auftreten  an  sehr  scharf  gegen  die  Cellnlose  ab,  eine 

Thatsache,  welche  Russow  bereits  hervorgehoben  hat  (Fig.  27  il 

29,  Taf.  i;. 

Oer  Inhalt  des  jungen  Siebröhrengliedes  zeigt  immer  schoo 
einige  Schleimtropfen,  wenn  die  Callushildaug  anfüntit  und  es 
erhebt  sich  die  Frage,  ob  beide  Vurtiantre  nicht  vielleicht  im 
Zusamnionhanice  stehen.  Einit^e  Prilparate,  von  denen  eines 
in  Figur  i9,  Taf.  I  abgebildet  ist,  haben  mich  auf  diese  Ver- 
niuthung  geführt.  Man  sieht,  dass  die  junge  Siebplatte  bereits 
deutlich  getüpfelt  ist  und  dass  die  Tüpfelgruben  von  scharf  ab- 
gegrenzten Callttsplattcben  (ca)  ausgekleidd  werden .  Der  Wand- 
beleg hat  sieh  verschoben,  zeigt  aber  noch  deutlich  die  warseo- 
fOrmigen  Aussacltungen,  welche  er  in  die  TttpfelgrAbchen  hinab 
getrieben  hatte.  Im  Grande  jeder  dieser  Ansstttlpungen  hat  sich 
glänzender  SiebrOhrenschleim  [s)  abgesondert,  welcher  hisr 
ebenso  wie  an  beliebigen  andern  Stellen  des  Wandbeleges  ab- 
geschieden wurde.  Die  Form  der  Aussackungen  entspricht  ge- 
nau der  dor  Tüpfel srü beben,  deren  Callusbelege  wiederum  ge- 
nau dt  n  Schleiniaii>  iHiiniuageu  entsprechen.  Kurz,  es  sieht  so 
aus,  als  ob  vom  Waiidbele^  zunächst  Schleim  ,ihi:(  schieden 
worden  wäre  \md  dieser  dann  unter  Verwandlniiu  in  (Gallus  in 
den  TOpfeln  sich  ahlairerte.  Ob  hierl^oi  die  (iellulose  mitwirkt, 
oder  üb  der  Gallus  nur  aus  Schleim  hervorgeht,  ist  nicht  zu  snper. 
Man  könnte  ja  das  Bild  auch  folgendermassen  deuten.  In  den 
Tüpfelgrttbchen  wird  Schleim  abgeschieden,  dieser  wirkt  ge- 
wissermasen  Utzend  auf  die  Cellulose,  verwandelt  dieselbe  in 
Gallus  und  bewirkt  dadurch  eine  Vertiefung  und  YerbreitemDg 
der  Tttpfei.  Man  sieht,  eine  sichere  Entscheidung  ist  auch  hier 
nicht  mCglich,  obschon  der  Augenschein  mehr  daAlr  sprichti  dsss 
der  Schleim  auf  die  Cellulose  abgelagert  und  ^{elleiciit  mit,  viel- 
ieicfat  ohne  Theilnahme  dieser,  in  Gallus  verwandelt  wird. 

Bei  der  Weiterentwicklung  der  Siebplatte  rttcken  sich  die 
(^ailusplättchen  in  den  correspondirenden  Tüpfelchen  immer 
niilier,  da  die  zwischen  ihnen  vorhandene  Tüpfel  wand  immer 
iliinner  und  düiuicr  wii-d  Fig.  52,  Tafel  11).  Vielleicht  vereinigt 
sich  die  lii«'rh('i  in  Liisuni:  wellende  Cellulose  mit  den>  Schleim 
ZU  Gallus,  hierüber  w  eiss  ick  nichts.  >iOch  ehe  die  OeÜuuug  der 
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9iebtllpfel  erfolgt,  breitet  sich  der  Gallusttberzvg  in  dttnner 
Seilicht  auch  auf  die  Balken  des  Gellolosesiebes  aus  (Fig.  28, 
Ttf.  P.  Das  nächste  Stadium ,  die  Oefftaung  der  Poren  und  das 

Verhalten  des  Gallus  hierbei,  habe  ich  el)enso  wie  meine  Vorgänger 
aii-bt  untersucht.  Djis  Resultat  dieser  letzten  V^erHnderungen,  die 
fertige,  offene  SiehpiaUe,  ist  bereits  geschildert  worden. 

Im  Hinblick  auf  die  Verhnltnisse ,  welche  wir  nn  dieser 
kennen  selemt  haben,  ist  es  nioulu-h,  die  Vorgiinpe  bei  der 
Durchbohrung  der  Siebttlpfel  vernmthungsweise  voraus  zu  be- 
stimmen. Wenn  die  Zellwand  zwischen  den  eorrcspondirenden 
Calhispiättchen  in  den  Tüpfelgruben  vollständig  cclöst  oder 
geschwunden  ist,  dann  nsttssen  sich  zunächst  diese  Gallusplätt- 
eben  berühren  und  die  neue  Siebpore  Terschlieasen.  Später 
ist  dieselbe  aber  weit  geoflfhet  und  nur  am  Rande  von  einer 
dttmien  Callusschicht  ausgekleidet.  Es  muss  also  nothwendlg 
eiae  partielle  Auflösung  des  Gallus  stattgefunden  haben,  durch 
welche  die  Siebporen  für  den  Siebrohrensaft  wegsam  wurden. 
Vielleiciii  hat  dieser  selbst  die  Fähigkeit,  Gallus  aufsultfsen. 

in.  Die  Obliteration. 

Auf  die  Vorgänge  bei  der  Oblilerafion  musste  ich  mein 
Adi^eninerk  einfirer  Wirlorsprtlehe  wpiien  Irnkcn,  weiche  zwi- 
o-hen  meinen  neuen  Beoh.ichtuniicn  über  die  iiesphan'enheit  des 
Inhaltes  und  denjenigen  Angaben  scheinbar  bestanden,  welche 
Koch'1  und  ich*)  Ober  prall  mit  Schleim  erftlllte  Röhren  ver- 
üffeotiicht  haben.  Der  Erstere  fand  dieselben  in  absterbenden 
Blättern  von  Ecballhm.  Ich  habe  die  gleiche  Erscheinung  in 
der  Schale  junger  KOrbisfrüchte,  welche  gleich  nach  ihrer  Los^ 
Uenuung  von  der  Pflanse  in  Alkohol  gebracht  worden  waren, 
and  an  obliterirenden,  stark  calltfsen  Rohren  der  Intemodien 
beohachtet. 

Da  aber  der  bekannte  Schleim,  wie  ich  neuerdings  gezeigt 
habe,  die  activen  SiebrOhren  nicht,  wie  ich  früher  annahm,  prall 
erfüllt,  j.i  in  denselben  nicht  einmal  in  Form  von  Schlauchköpfen 
VQrkonmjt,  so  erhob  sich  die  Frage,  wie  derselbe  in  den  ab- 


I)  Ueher  den  Verlauf  und  die  Endigupgen  der  Siebröhren  in  den 
Buttern.  Botan.  Zeitg.         pag.  405« 

S)  SiebrOhreosystem  der  Gucurbilaceen,  pag.  37  u.  47. 
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sterbenden  Blattern  von  Ecbcdlium  und  in  den  obliterirenden 
Siebröhren  der  Internodicn  entsteht.  Kunstproducte  konnten 
hier  nicht  vorliegen,  diese  Vermuihung  schien  nur  betreffe  der 
jungen,  in  Alkohol  gebrachten  Früchte  einige  Berechtigung  tu 
haben.  Ich  werde  spttter  zeigen,  dass  diese  Annahme  der  Wahr- 
heit entspricht*  Zunächst  handelt  es  sich  um  die  Entstehung  des 
in  obliterirenden  Siebrohren  vorkommenden  Schleimes,  welcher 
ein  normales  Erzeugniss  der  lebenden  Pflanze  ist.  Dies  folgt  aus 
der  Beobachtung,  dass  obliterirende,  scbleimerfullte  Röhren  in 
abgebrühtem  und  lebendem  Maleriul  ebenso  reselmilssig  au  den- 
selben Orten  sich  vorfinden,  wie  im  Alkohol malerial. 

Die  ersten  VeriindoiMmcren,  welche  au  alternden  Siebröhren 
auftreten  und  die  Oliliieratiou  einleiten,  betreffen  den  Inhalt.  So 
bestätigt  sich  de  Hahv's  Ausspruch,  dass  eine  vom  Druck  'der 
umliegenden  Gewebe)  unabhängige  »Veränderung  der  obliteri- 
renden Organe,  speciell  ihres  Inhaltes,  die  primMre  und  der  Druck 
nur  eine  mitwirkende  Ursache  der  Erscheinung  ist«.*)  ich  glaubte 
früher,  mich  dieser  Aussicht  nicht  anschliessen  zu  können,  da 
ich  annahm,  dass  die  activen  Siebrl^hren  bereits  prall  mit  Schleim 
erfüllt  seien  und  ohne  weitere  Veränderung  des  Inhaltes  oblite- 
rirten*).  Ich  freue  mich,  durch  eigene  Untersuchungen  meine 
irrigen  Meinungen  berichtigen  zu  können, 

4.  Der  Inhalt.  Bei  den  activen  Siebrdfaren  des  ersten 
Typus,  denjenigen  der  Cwmrbüa/ceen ^  besteht  der  Inhalt  aus 
einem  Wandbeleg,  gerinnbarem  Soft  und  dem  verschiede ü  star- 
ken Schleimbcleg,  welcher  die  von  einer  dünnen  Callusschichl 
tlberzogenen  Siebplatten  bald  vollsländii:  als  Schleindiüde  he- 
dei  kt,  bald  in  Form  von  Schleinu-intren  nur  die  Sieblöcher  um- 
säumt. Schleim  ist  in  verschwindend  kleiner  Menije  nur  vor- 
handen und  doch  sind  die  obliterirenden  Siebröbren  oft  prall 
davon  erfüllt.  Zahlreiche  Beobachtungen  haben  ergeben  ,  dass 
die  Inhalte  obliterirender  Siebröhren  nicht  immer  die  gleicbea 
Veränderungen  erfahren,  dass  das  Endziel  die  Entleeniog 
der  Rohre  —  auf  zwei  verschiedenen  Wegen  erreicht  wird. 

Am  häufigsten  verlauft  die  Obliteration  folgendermassea: 
Der  klare  SiebrOhrensaft  erstarrt  zu  Schleim,  welcher  als  gläa- 
zender  Faden  die  SiebrOhre  ganz  ausfüllt.  Gleichzeitig  wird 


1^  Verj:!  An  iluaiic,  pne.  577. 
2j  Cucurbitaceen,  paij.  46. 
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dieMibe  von  dem  umliegenden  Gewebe  bald  mehri  bald  weniger 
lasanunengedrQckt ;  deshalb  sind  auch  die  obliterirenden  Sieb* 
rdhren  meist  beträchtlich  enger  als  die  activen.  Einselne  Sta- 
dien dieses  Erstarrungsvorganges  aufzufinden  ist  mir  nicht  ge- 
luDgeo ;  ich  bin  der  Meinung,  dass  derselbe  sehr  schnell  verlauft. 
Diese  Ansicht  findet  eine  Stütze  in  der  sicher  ermittelten  That- 
sache ,  dass  der  Siebröhrensafl  sehr  leicht  und  schuell  Schleim 
bei  der  Bildiini;  der  Sehl  auch  köpfe  abscheidet.  Dasselbe  findet 
auch  bei  der  Ubiiteratiun,  aber  ohne  Verschiebung  des  Inhaltes 
statt ,  die  ganze  Menge  des  Siebröhrensaftes  verwatidelt  sich 
unter  Wasserabgabe  in  S<-])Ieim.  Die  leichtlösliche  Modiric.jtion 
des  Eiweisses,  weiche  im  Safte  gelöst  war,  geht  wieder  in  die 
unlösliche,  den  zHhen  Schleim  (Iber. 

Dieser  erleidet  aber  noch  neue  Veränderungen.  Zunächst 
stellt  derselbe,  wie  schon  erwähnt,  einen  glanzenden,  homoge- 
nen Faden  dar  (Fig.  33,  Taf.  i) ,  welcher  schon  bei  schwacher 
Vergrtfssemng  sehr  scharf  hervortritt.  Später  wird  der  Schleim 
brüchig,  es  entstehen  Qnerrisse  und  grossere  Lücken,  welche 
darauf  hinweisen,  dass  derselbe  eintrocknet.  Hiermit  im  Ein- 
klänge steht  .die  Thatsache,  dass  das  Lumen  der  SiebrOhre  wie- 
der abgenommen  hat.  Die  Lticken  und  Risse  werden  breiter, 
vermehren  sich,  der  Schleimfaden  zeigt  die  in  Figur  34,  Taf.  I 
^ledergegebene  Beschaffenheit.  Juiidlich  ist  er  in  einzelne, 
durch  grosse  Lücken  t;etrennle  Stücke  zerfallen,  welche  immer 
kleiner  werden  und  endlich  ganz  verschwinden.  Jetzt  i^t  die 
Siebrohre  entleert,  der  aus  dem  SiclMohi  onsaft  hervorgef»augene 
gliinzende  Schleim  ist  gelöst,  aus  der  übliterirlen  Siebröhre  ent- 
fernt worden.  Diese  wird  nun  ganzlich  zusammengedr tickt. 
Bis  ra  diesem  £nds(adium  gelangt  der  Process  In  der  lebenden 
Pflanxe  immer. 

Wenn  dieselbe  dagegen  im  Herbste  abstirbt,  so  gerinnt  nur 
Doch  der  Siebrtfhrensaft  zum  zähen  Schleim,  welcher  dann  mit 
dam  ttbrigen  Gewebe  vertrocknet  oder  verfault.  Hieraus  er- 
klären sich  die  Beobachtungen ,  welche  Kocb  an  absterbenden 
Blättern  von  Ecballium^  ich  an  herbstdarren  Stengeln  von 
Cucurtita^]  gemacht  habe.  Meine  früher  ausgesprochene  Ver- 
muthung,  dass  diese  einige  Auskunft  über  die  normale  Be- 
schallenheit  des  Siebröhreainhaltes  geben  könnten ,  hat  sich 


4j  ötebrübreusyi^leiu  der  Cucurbitaceen,  pag.  41,  Taf.  IV,  Fig.  ii. 
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sonach  besUlUgt.  Nur  die  richtige  Deutaog  des  Beobachieten 
war  mir  damals  noch  nicht  mtfglioh.  Ich  nahm  an  ^  dass  die  zu 

einem  Strang  contrahirte  Schleimrnasse  die  active  Siebröhre 
früher  prall  erfüllte.  Jelzi  weiss  ich,  dass  der  Schleimslrang 
durch  die  Erstarruni;  des  kl  i reu  Siebröhrensafles  entsteht. 

Mit  einigen  Worten  habe  ich  an  dieser  Stelle  auf  ku<;n's 
Hoobachtunizen  an  EcbaUmm-BViil'  vr]  r in/iiL'ehen.  Kocn  1)0- 
schreibt,  dass  er  in  Blättern,  im  .Nnseiiiber  einer  irn 

freien  Lande  wachsenden  Ecballiuinptlanze  entnommen  wurden, 
die  Siebröhren  prall  mit  lilrmzendem  Schleim  erfüllt  fand.  Koch 
bezeichnet  diesen  Zustand  als  den  herbstlichen  und  giebt  an. 
dass  er  nur  in  den  erwähnten  Blüttem,  aber  nicht  in  Sfensd 
und  Blattstiel  und  zu  keiner  anderen  Zeit  solche  schleimerfOUte 
Rohren  beobachtet  hat.  Ich  habe  oben  gezeigt,  dass  diese  im 
normalen  Verlauf  der  Obliteration  auftreten.  Wenn  Kocn  langer 
gesucht  hatte,  dann  wUrde  er  ebensolche  Rohren  auch  im  Blatte 
stiel  und  im  Stengel  aufgefunden  haben  und  nicht  bloss  im  No- 
vember, sondern  zu  jeder  Zeit.  Die  Obliteration  der  SiebrOhren  in 
den  Blattnerven  beginnt  auch  keineswegs  erst  in  diesem  Monate, 
die  Jahreszeit  ist  zunächst  gleichgiltig.  Wenn  itniu  im  Oetober 
gelbwerdende  oder  jielbe  Blätter  von  ErbdUiitin  untersucht,  so 
liiulet  man  ebenfjdls  obliterirendc ,  prall  mit  Schleim  erfüllte 
Röhren,  so  wie  K«u:n  beschreibt.   (Fig.  45  u.  47,  Taf.  !!/ 

Der  Genannte  hat  aber  auf  einen  Punkt  nicht  iieaclitet, 
weicher  für  die  Deutung  der  Erscheinung  hätte  massgebend  sein 
sollen:  er  hat  die  Siebplatien  gar  nicht  berücksichtigt.  Diese 
sind  aber  regelnnlfssig  durch  dicke  Calluspolster  verschlosaenf 
ein  weiteres  Zeichen  dafttr,  dass  Obliteration  eingetreten  ist.  Za« 
weilen,  nicht  selten,  trifft  man  SiebrOhren,  bei  denen  einige  Sieb- 
platten nicht  callOs  aufgetrieben  sind,  so  dass  es  bei  Bttch-* 
tiger  Beobachtung  den  Ansehein  hat,  als  ob  die  schleimerfttllte 
Rehre  noch  offen  wäre.  Sieht  man  aber  genauer  hin,  so  findet 
man,  dass  stark  calldse  Platten  mit  den  andern  abwechsela, 
so  dass  durch  zwei  (iailuspolster  nicht  bloss  ein  einziges,  sondern 
zwei  oder  drei  Rühronglieder  abi^cschlossen  werden  Fig.  46. 
Taf.  II).  Koch  hat,  wie  ich  schon  gesagt,  diese  Verhaiiuisse  gar 
nicht  berücksichtigt. 

Es  ist  nothvvendig.  nn  dieser  Stelle  einige  Bemerkunp^n 
über  die  ph\ sikalischen  Eigenschaften  des  Siebröhrcnschleiiue^^ 
einzufügen.  Derselbe  kommt  vor  in  geschlossenen,  jungen  Höii- 


Digiti^uG  Uy  Google 


Nbce  Bbitiägb  m  Kbüütiiiss  dbr  Sibbiöbibü  . 


813 


raigltedeniy  als  SehleimtropfeD,  lerner  an  der  Siebplatte  der 
aethren,  als  Sehleimbeleg;  und  eodiieh  im  obliterireodeii)  als 

Sehl«nDstrang.  Die  Eigensehaften  einer  allerdings  z^hen  Flüssig- 
keit schtiut  der  Schieim  in  hich  ent\vickolnden  Siebroliieü  zu 
haben.  Seine  Abscheiilung  in  Tropfen  spricht  dafür.  Dagegen 
ist  der  Schleim  in  ohiiterirenden  Siebrühreu  sUirr  und  fest, 
keine  FlOssigkeil  mehr.  Dass  aber  dem  Schleim  jene  Eigen- 
sthalien  zukommen,  folgt  aus  seinem  Verhalten  zu  iieai^entien. 
In  kaÜ  quilil  er  stark  auf,  wie  kucu  ^j  und  vor  ihm  sehr  aus- 
fQhrlicbflAifSTBiii ')  beschrieben  haben.  Die  gequollenen  Sohleim- 
iiden  lassen  sieh  sehr  stark  dehnen,  ringeln  sich,  wenn  sie  an 
der  dnroh  Kali  bewirkten  Streckung  verhindert  werden,  in 
Seblangenwindungen  bin  und  äer,  kan  sie  zeigen  lauter  £igen- 
Sflbaften  nicht  ehierFlassigkeit,  sondern  eines  festen,  kaotschuk- 
ihnHcbeQ  Körpers.  Dieses  Verhalten  beobachtet  man  an  Pril* 
paraten  toq  lebendem  Material,  eine  kllnstltche  Gerinnung  ist 
also  ausgeschlossen;  diese  wird  auch  durch  Kali  oder  Schwefel- 
säure nicht  erst  bewirkt, denn  die  |j;lanzenden  Schleimstränge  sind 
schon  vorher  sichtbar  und  quellen  nur  noch  auf.  Da  der  Schleim 
FJweissre  i  li  m  zeigt,  so  ergiebt  sich,  dass  hei  der  Ohltteration 
»las  im  Sil  lu (  hrensaffe  aclöste  Eiweiss  als  fester,  kautschuk- 
ähnlicher kur[)er  ai>tie8cijieden  wird. 

Die  eben  dnrüeicizten  Eigenschatten  des  Schleimes  erklaren 
iuch  die  Erscheinung,  dass  derselbe  aus  angeschnittenen,  obli- 
lerhisDden  Siebröhren  nicht  nusfliesst,  dass  diese  z.  B.  in  den 
gelben  Ecballiumbl»ttem  keine  SoblauohkOpfe  bilden.  Hiermit 
Mit  aber  Kocr^s  Einwand  gegen  meine  seiner  Ansicht  nach 
ebenso  unwahrsohemlichc  als  nnbegrttndete  Behauptung  über  die 
Sotstehung  der  Scblauchkdpfe.  In  der  Wand  Hiterer  Früchte 
finden  sich  oblllerirende,  schleimerfüllte  Siebrdhren  in  grosser 
Zahl;  diese  fliessen,  wie  Kocn  mir  voraussagt,  nicht  aus,  wenn 
man  die  Frucht  in  Stocke  schneidet.  Aber  nicht  deshalb,  weil 
bei  der  Verletzung  der  Pflanze  tlberhaupt  keine  Bewegung  des 
Siebröhreninhailes  und  infolge  dessen  auch  keine  Schlauchkopf- 
hiid  in^  stauhndet,  sondern  nur  deshalb,  weil  sie  nicht  mehr 
mit  biebrührensaft,  sondern  mit  starrem  Schleim  erfüllt  sind.. 

4)  L  c.  pag.  41^6. 

5)  Milcb$a(tgefite$e  pag.  19. 

S)  Siehe  Koch's  Kritik  meiner  Untersnchungen  ttber  das  Siebrtfbren- 
sytlem  der  Cacurbllaceen.  Bot.  Zeit.  4885. 
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Die  Oblitoration  des  Inhaltes  kann  aber,  wie  schoo  ^aagt^ 
Dooh  in  anderer  Weise  gesoheben,  ohne  Bildung  des  säileim- 
Stranges.  Der  Process  beginnt  mit  einer  Veränderung  des  In- 
haltes, welche  nur  im  abgbmhten  Material  siehtbar  ist  und 
darin  besteht,  dass  der  SiebrOhrensalt  nicht  mehr  ein  fein* 
körniges ,  sondern  ein  grobflockii^es  Gerinnsel  (Fig.  36  u.  38. 
Tat.  I)  liefert.  Gleichzeitig  treten  im  Wandbeleg  der  Siobröhren 
wieder  Schleimtropfen  in  grösserer  Menge  auf,  es  scheint ,  dass 
der  Siebröhrensaft  nicht  nn'hr  im  Stande  ist ,  den  Schleim  auf- 
zulösen. Welchem  Zustiinde  in  der  leliciKicn  Pfl;mzp  das  arob- 
flockipe  Gerinnsel  entspricht,  hab(^  ich  nicht  etitscheiden  können. 
Jedenfalls  einer  Lösung ,  einem  SiebrOhrensaft  von  einer  niohi 
naher  bestimmten  Beschaffenheit. 

Anfangs  ist  das  grobkörnige  Gerinnsel  sehr  dicht,  weist 
also  darauf  hin,  dass  noch  viel  gerinnbare  Substanz  im  Sieb- 
röhrensaft enthalten  war.  Kacb  und  nach  wird  das  Gertnosel 
lockerer,  der  Raum,  welcher  von  einer  wasserigen  Flttssigkeil 
eingenommen  zu  werden  scheint,  vergrDssertsteh  (Fig.  40,  Taf.  Q. 
Spttter  zeigen  sich  nur  noch  vereinzelte  Flocken ,  die  letzten, 
spärlichen  Beste  der  einstens  im  SiebrOhrensafte  gelösten  Biweiss* 
Substanzen.  Auch  diese  schwinden,  es  bleibt  nur  der  Wand- 
beleg mit  einigen  Schleimtropfen  übrig  (Fig.  42,  Taf.  I).  End- 
lich werden  auch  diese  beiden  entfernt,  die  leere  Siebröbre 
bleibt  zurück  ulkJ  wird  zerdrückt. 

Es  erhebt  sicli  die  Frage,  ob  die  beiden  beschriebenen  Arten 
der  Oblitoration  nicht  bloss  Stadien  eines  und  dess^lbon  N  ur- 
ganges  sind,  eieren  Zusammenhang  sich  der  Wahrnehmung  ent- 
zieht. Nach  meinen  sehr  zahlreichen  Beobachtungen  verhalt  e$ 
sich  folgendermassea.  Der  Inhalt  obliterirender  Siebr^hren  er- 
leidet zunächst  immer  erst  ein  und  dieselbe  Verttnderung,  weldie 
darin  Ix  siehl,  dass  Sehl etmtropfen  im  Wandbeleg  auftreten  und 
dass  der  Siebrtthrensaft  ein  grobkörniges  Gerinnsel  lielert.  Solch« 
Siebröhren  würden  bei  der  Verletzung  der  Pflanie  noch  gewöhn- 
liche Schlauchktfpfe  bilden  und  durchaus  den  activen  gleichen, 
da  ihre  Siebplatten  in  der  Regel  noch  offen  sind.  Die  weiteres 
Veränderungen  filhren  nun  entweder  zum  Schleimstrang  oder 
zur  langsamen  Verarmung  des  SiebrOhrensafies. 

Im  ersleren  Falle,  welcher  unter  starkem  Druck  der  um- 
liegenden Gewebe  eintritt,  wird  dem  verilnderten  Siel)röhren- 
safte  eben  durch  diesen  starken  Druck  das  Wasser  schnell 
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«tttkogen  und  es  bleiben;  wie  bei  der  Schlaaehkopfbildung)  die 
sekwer  lösliehen  Eiweisssubslanzen  »ils  Sciileim,  iiier  »ils  homo- 
gener Scbleimstrang,  zurück.  Dieser  wini  dann,  wie  oben  be- 
schrieben, ;ni  (gelöst.  Dass  vsii  klichder  starke  Druck  der  um- 
liegenden Gewebe  die  Bildung  des  Schleiiustranjies  veranlasst, 
möchte  Ich  dciraus  entnehmen,  dass  die  schleimeriüilten  Höhren 
immer  einen  viel  geringeren  Durchmesser  haben,  als  diejenigen, 
deren  lohalt  anders  obliterirt.  Bei  schwächerem  Druck  werden 
die  eiweissartigen  Bestandibeile  des  Siebröhrensaftes  nach  und 
oach  forl^fubrl,  wie  darana  folgt,  dass  derselbe  ein  inuner 
schwächeres  und  flubslaDEttrokeres  Gerinnsel  liefert. 

Meine  Ansieht  würde  alba  die  sein,  da»  beim  Beginn  der 
Oblileration  der  Inhalt  in  allen  Siebr<(bren  die  gleiche  Verttn* 
dening  (Absol»eklnDg  von  SchleimiropfeD,  grobkörniges  Gerinn^ 
aal)  erleidety  dass  aber  spater  zwei  Wege  ^ur  gänslichen  Entlee^ 
mog  der  SIebrOhren  fahren.  Die  Obliteratioa  mit  Sohleirostrang 
tritt  vermiitiilieh  bei  starker  Qaetscfanng  der  obHterirenden 
Röhre  ein ;  sonst  findet  Oblileration  mit  Erhallung  des  Sieb- 
Töhreusaftes  und  langsamer  Verarnuinc:  desselben  statt.  Meine 
Annahme,  dass  der  Sieltr ulirensaft  obliterireuder  Röhren,  v\ el- 
cher ein  t^robkurniges  Gerinnsol  liefert,  unter  schneller  Wasser- 
en!/i(  hu  iii;;  /um  Schleioiatrao^  ersiaiit,  sii^iii  aich  aui  loigende 
Ueobijriit  uüg. 

Ftlbrt  njan  das  \yachsende  Ende  einer  unverletzten  Kilrbis- 
ptlanze  io  starken  Alkohol  und  läsat  dasselbe  ungefaiir  drei 
Stunden  darin  verweilen,  so  >kann  man  es  unter  Alkohol  ab- 
schneiden, ohne  dass  noch  Siebröhrensaft  ausfliesst.  Der  Alkohol 
bat  also  den  Inhalt  der  SiebrObren  fixirt,  aber  nach  dem  Alter 
dieser  in  yeraahiedener  Weise.  In  den  aetiven  Siebroliren  hat>en 
sich  Sefalanohkdpfi^  gebildet  udter  dem  Einfluas  der  Strömungen, 
welche  durch  die  wasserentsiebende  KrafI  des  Alkohols  her- 
vergerufan  worden  (Fig.  37,  Taf.  1).  Diejenigen  Siebriihren  da- 
gegen, welche  an  der  Peripherie  der  Siebtheile  liegen  nnd  be- 
rolts  in  Oblijleration  begriffen  sind,  erv^ eisen  sich  prall  mit 
Schleim  erfüllt,  deutli<*h  sieht  man  aber  von  diesen  sich  einzelne 
Schkiuitrujdeii  iiu  V\  andbeleg  abheben.    Fig.  39,  Taf.  I  bei  a.) 

Hatte  ich  diese  Siebröhren,  wie  ein  Verj^leich  mii  anderen 
Materialien  ergit  ht,  in  lu  issem  Wasser  abge))rtlht,  so  würde  ich 
nicht  einen  solchen  Schleimstrang,  sondern  ein  grobÜockifies  Ge- 
miDsel  mit  Schleimtropfeo  im  Wandbeleg  arhalten  haben.  Die 
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Figuren  88  und  39,  Tat  I  zeigen  dies.  Sie  gehi^ren  la  nngefUir 
gleich  alten,  unverletileo  Internodten,  von  denen  das  eine  «n- 
verletzt  abgebrttht  (Fig.  38),  das  andere  in  Alkohol  fhtirt  war 

(Fig.  39).  Die  s<-lil<Mtnerfalllen  Köhren  und  die  mit  grohflockigen) 
Gerinnsel  haben  die  fzleicho  Lage  an  der  Peripherie  der  GefSss- 
bUndcl.  Ebenso  hallen  ;ille  enlo-  und  ectncyclischcn  Siebrobren 
im  Kochuialerial  die  in  FiuurSS.  im  AlkoholmateriäUiie  in  Fig.  39, 
Taf.  !  abcebildete  Boschnffenhoit. 

Hieriuis  möchte  ich  aber  folccrn,  dass  der  bereit«  veründert* 
Safl  einer  obiiierirenden  Siebröhre  bei  schneller,  gewaltsamer 
Wasserentziohnngsam  Schleimstrang  eratam,  im  anderen  Falle 
nach  und  nach  alle  gerinnbare  Subslanz  verliert. 

Wir  haben  gesehen,  dass  der  Alkohol  die  Bildung  schleim» 
erCallter  Siebrobren  in  Inteniodien  veranlasal  und  wir  dlirfen 
hieraus  achliessen,  dass  es  sieb  mit  denjenigen  in  der  Wand 
junger  Frttchle  ebenso  verhält.  Die  schleiroerfallten  Rohren, 
welehe  ioh  früher  besofarieben  habe,  sind  nach  meinen  neuen 
Untersuehungen  sum  Thetl  Runstproduete.  Ich  sage  mm  Theil, 
denn  es  kommen  schon  in  jungen  Früchten  oblilerirende  Sieb- 
rühren mit  Schleimstrantj  in  grosser  Zahl  in  der  Fruchtwand  vor. 
Es  ist  aber  unnujgl^ch,  im  Alkoholmaterial  zwischen  schleimer- 
fülUen  Huiiren.  welche  schon  in  der  lebenden  Frucht  vor  ii  imlen 
waren,  und  soIcIkmi  /.u  unt«  rsclieiden,  welche  durch  den  Alkohol 
gewissermassen  erst  e.  zeniit  worden  sind. 

Ich  habe  zwei  ungefähr  gleich  alte,  junge  Früchte  zu  einer 
neuen  Untersuchung  benutzt.   Die  eine  derselben  war  an  der 
Püanseohne  Verletzung  in  heissem  Wasser  abgebrüht,  die  andere 
unter  denselben  Bedingungen  drei  Stunden  in  Alkohol  gebracht 
worden.  In  der  letEteren  waren  alle  Siebrobren  des  hypodermalea 
Netses  prall  oder  nahezu  Yolistttndig  mit  Sehleim  erfitllt  (Fig.  U, 
Taf.  II).  Die  letsteren  zeigten,  dass  der  Siebr<»hrensafitTor  seiner 
durch  den  Alkohol  bewirkten  Erstarrung  in  sohwaoher  Strömung 
gewesen  war.  In  der  abgekoehten  Frucht  befanden  sieh  die  hypo- 
dermalen  Siebrobren  im  Zustande  der  Figur  45,  Tlaf.!!.  Schwache 
Schleimtropfen  (s)  als  Andeutung  der  beginnenden  Obliteralion. 
Dieselben  Tropfen  zeigten  sich  auch  im  Alkoholmaterial  (Hiu  44). 
dessen  Siebröliren  denmach  auf  demselben  Sladium  der  Obli- 
teralion standen.    W.ihrend  aber  das  heisse  \V,Msser  den  Sio!'- 
rolirensaft  zur  (iei'inuuDg  brachte  (das  Gerinnsei  ist  hier  mn  ii 
feinflockig),  hat  der  Alkohol  vermöge  seiner  starken  Wasser- 
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«DBiehung  die  ErstarruDg  zam  Schleimstrang  veranlaast.  Diese 
achleimerfallten  Siebrtf bren  habe  ich  früher  neben  anderen, 
welche  bereits  in  der  Obliteration  vorgerückt  und  auch  mit 
Schleim  erfüllt  waren,  vor  mir  gehabt,  jene  waren  ein  Kunst- 
producl  des  Alkohols,  diese  ein  normales  Erzeugniss  der  leben- 
den  Pflanze. 

Die  Obiiteralion  der  Sielifohren  eadel  mit  einer  ganiti  i<  lien 
KnlJcerung  derselben,  der  Inhalt  wird,  gleichviel  welche  \  er- 
anderungen  er  erleidet,  fortgeführt.  Auf  weichen  Wegen  das 
geschieht,  musB  ich  dahingestellt  bleiben  lassen.  Bei  den  Sieb- 
lehren  des  »weiten  und  dritten  Typus  habe  ich  die  Obliterations- 
erseheinungen  nicht  lückenlos  verfolgt.  Das  Eodresqltat  des 
in  Rede  siebenden  Proeesses  isi  auch  hier  eine  gttnaliehe  £nt* 
leerang,  welcher  bei  Bwmdus  s.  B,  die  Bildung  eines  Schleim- 
siranges  vorangeht.  Bei  den  Siebrtfhren  mit  SttfrkekOmem  vor- 
sefawinden  diese  xuletzt  nach  dem  Wandbeleg  mit  seinen 
Sefaleimelnlagerungeii.  Schleimstränge  entstehen  hier  nicht* 

loh  habe  schon  früher  darauf  hingewiesen,  dass  schleim- 
erfuUte,  obliterirende  Siebröhren  grosse  Aehnlichkeit  mit  Milcii- 
röhren  haben  und  früher  oft  als  Lebenssaflgefasse  beschrieben 
worden  sind.*-  Auch  HANSTEr?r  hat  diese  Vermuthunp:  ausjje- 
spjo«  iu  n.  ist  aber  dem  anderen  Irrthume  verfallen,  solche  obli- 
lerireude  blebrohren  für  active  zu  halten,  hi  diesen  kommen 
aber  SchleinislrHnge  nicht  vor.  denn  gerade  durch  die  Verwand- 
lung des  Siebröhrensaftes  in  zähen,  festen  Schleim  wird  die  Stoff- 
Wanderung  unmöglich  gemacht. 

2.  Der  Callas.  Von  allen  Forschem,  welche  Uber  Siebröhren 
gearbeitet  haben,  ist  hervorgehoben  wordm,  dass  mit  dem  Alter 
derselben  der  Gallusttbersug  der  Siebplatten  tunimml,  bis 
eiidlicb  ein  vollständiger  Verschluss  derselben  eintritt.  Da  alle 
activen  Siebrtshren  bereite  caltose  Platten  besitzen,  so  ist  es 
schwer  antugeben,  bei  welchem  Umfange  des  Galltts  die  Oblite- 
ration beginnt.  Bas  Wachsthum  desselben  steht  auch  nicht  in 
einer  erkennbaren  Besiehung  an  den  Veränderungen  des  In- 
baltes.  Wie  Figur  35,  Taf.  I  zeiel,  hat  derselbe  gelegentlich 
noch  die  typische  Beschatfenlieii  acliver  Röhren,  wUhi  eiid  die 
Mellen  schon  von  dicken  Calluspolst^rn  verschlossen  sind.  In 
anderen  Fallen  wiederum  hat  der  Inhalt  bereits  merkliche  Ver- 
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änderungea  erfahren,  ohne  gleichseitige  VergrOsserang  des 
Gatlusttberzuges  (Fig.  40,  Taf.  1).  Eine  Regel  für  diese  Ver- 
hältnisse habe  ich  nicht  auffinden  können.  Ich  kann  nur  be- 
stätigen, dass  iü  ohliterirendfü  Siebrcihren  der  Gallus  sich  stark 
vermehrt  und  sowohl  (iie  Siebplalten,  als  auch  die  Siebfelder 
endlich  ganz  verschliefst.  Nach  der  Lösunc;  des  Inhaltes  erhal- 
ten sich  die  Caiiuspolsler  noch  lange  Zeit,  schemeo  dann  aber 
auch  zu  zerfallen. 

Um  tlbor  die  Abstaniomng  des  Gallus  weiteren  Aufschluss 
zu  bekommen,  habe  ich  das  VVachsthum  der  starken  Gallus- 
poister  in  obliterirenden  Siebrtfhren  von  Cucurbita  genauer 
verfolgt.  Ich  muss  hier  an  eine  Bemerkung  Russow*s anknüpfen. 
Oerselbe  hat  beschrieben ,  dass  die  dicken  GallusmasseD  aus 
zweierlei  Sabstanseo  tttsammengesetsi  erscheinen,  einer  mit 
Jod  sich  heller  färbenden  Gnindsubstanzy  und  dunkler  werden- 
den cy  Ii  ndrischen  Stiften,  welche  dieselbe  senkrecht  sur  Sieb- 
platte durchsetsen .  Russow  hat  weiterhin  die  Vermnthung 
ausgesprochen,  dass  jeder  dieser  Gallasstifte  einen  haarfeinen 
Schleimfaden  umschliesst,  den  letzten  Rest  der  Verbindungs- 
fäden, welche  die  Iniiaileder  activeii  Uuhreiii^iieder  vereinigten. 
Endlich  hat  Russow  gezeigt,  dass  in  alten  Calluspolslern  die 
Stifte  nicht  mehr  zu  sehen  sind.  Die  Beobachtung  iltsso^  s 
habe  ich  bis  auf  kh  lue  Einzelheiten  wiederholen  kennen.  Meine 
ßeobachlunij;en  sind  fokende. 

Auf  einem  gewissen  Stadium  der  Obiiteralion ,  auf  wel- 
chem bereits  ein  deutlicher  Schleimstrang  vorhanden  und  das 
Galluspolster  stark  aufgeschwollen  ist,  geben  von  jenem  dicke 
stiftfihnliche  FortsSitze  durch  den  Gallus  und  die  in  ihm  verbor- 
gene Siebplatte  bis  zum  ntfchsten  Rdhrengliede  aus  (Fig.  30, 
Taf.  1).  Diese  Schleimförtsätze,  deren  Znsammenhang  mit  dem 
Schleimstrang  ausser  allem  Zweifel  steht,  färben  sich  mit  Jod- 
kalium-Chlorsinkjod dunkler,  aber  auch  reiner  braun,  als  der 
röthbraun  werdende  Gallus.  Sie  sind  jedenfalls  mit  Ri*s90W*9 
Gallusstiften  identisch.  Die  Schleimfortsatze  sind  aber  durch- 
weg homogen,  nur  färben  sich  ihre  oberen  Lanzen  etwas  heller. 
In  alteren  Stadien,  nachdeja  der  Gallus  bedeutend  sich  ver- 
grössert  hat,  sind  die  SchleiiufortsiUze  viel  dünner  geworden, 
sie  scheinen  oft  mitten  im  Gallus  zu  endigen  (Fig.  31,  Taf.  !]• 
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Endlich  sind  sie  nahezu  verschwunden,  einit^e  feine  Striche  in 
J*'iii  mächtigen  Calluspolster,  welche  jetzt  schwer  noch  durch 
ein»'  andere  Fürbunt^  sich  abheben  (Fig.  32,  Taf.  1),  verrathen 
ihr  einstiges  Dasein. 

Die  vom  Gallus  verdeckten  Siebplatten  haben  ihre  ur- 
sprüngliche Dicke  ungefähr  beibehalten  (Fig.  ?r»,  Taf.  l),  sodass, 
wie  Russow  und  Hansteii^  schon  hervorgehoben  haben,  das  Ma- 
terial zum  Wacfasthum  des  Gallus  wohl  kaum  von  dem  Cellulose- 
sieb  getieferl  worden  sein  kann.  Dagegen  sind  die  Schleim- 
fbrtsütxe  immer  dttnner  und  endlich  unsichtbar  geworden.  Ueber 
iiir  Verschwinden  lassen  sich  nur  xwei  Vermuthungen  aufstellen. 
Entweder  sie  sind,  wie  spSter  der  Schleimsträng,  gelost  worden, 
oder  sie  haben  sich  in  Gallus  verwandelt.  Der  erste  Fall  ist 
darch  die  Beobachtung  nahezu  ausgeschlossen^  dass  der  Schleim- 
Strang  noch  nnverHnderl  vorhanden  ist,  während  die  Schleim- 
fortsätze iiii  liallus  verschw  unden  sind.  Wenn  diese  ci'lusl  wer- 
den.  dann  ist  es  zum  mindesten  wahrscheinlich,  dass  au*  l\  der 
Schlt  iiiisirans  gelöst  wirr),  Sehon  ein  Vergleich  unserer  Figuren 
30— .ii,  Taf.  i  zeigt  diii^ri^en,  dass  eine  Umwandlungder  Srhleim- 
fortsnize  im  Caflus  rei*l»(  wohl  anzunehmen  ist.  Dieser  wächst, 
jene  verscliw  inden,  eine  andere  Substanz,  welche  das  Material 
zur  Callusbildung  Hefern  kiinnte,  ist  nicht  vorhanden,  also 
wird  der  Schleim  es  sein,  welcher  in  Gallus  sich  verwandelt. 

Zu  derselben  Annahme  gelangten  wir  im  vorigen  Kapitel, 
als  wir  die  Entwicklung  der  Siebplatten  besprachen.  Ebenso- 
wenig wie  wir  dort  einen  exaclen  Beweis  dafür  liefern  konnten, 
dass  der  Gallus  als  metanK>ri>hosirter  Schleim  in  die  Tüpfel- 
grflbeben  abgelagert  wird,  ebenso  kann  man  mehr  als  das  Mit- 
gctbeilte  auch  bei  ' den  obliterirenden  SiebrOhren  nicht  fest- 
stellen. Allerdings  bietet  dasselbe  einen  für  die  mikroskopische 
Forschung  genügenden  liev\  eis,  dass  der  Seliieirn  sich  in  Gallus 
verwiindelt.  üb  die  Berührung  mit  dem  Ijereils  s  (»i  liandenen 
(ialius  dl Veränderung  herhednln  l.  ist  eliensn  wt-nig  zu  ent- 
scheiden, wie  die  Fraize  oli  die  Gellulose  der  jniiijeii  Si(»hplatte 
Ihm  cler  Gallusbildung  bellu'iligl  isl.  Soviel  steht  aher  fest,  dass 
der  Schleim  in  jungen  und  alten  Siebrühren  das  Material  zur 
Knfslehung  und  zum  Wachsthum  des  Callus  liefert,  dass  dieser 
nicht  ein  Froduct  der  Cellulose,  sondern  in  erster  Linie  des  In- 
haltes isl  und  auf  die  Siebplatte  aufgelagert  wird. 

Vielleicht  hat  Rossow  günstigere  Präparate  als  ich  vor  sich 
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gehabt.  Seine  Angabe,  dass  die  Callusstifte  SchleimfiideTi  um- 
scliiiessen,  würde  dann  dühia  /u  deuten  sein,  dass  die  Aiilaniis 
dicken  SchleimfortsJitze  von  aussen  nach  innen  sieh  in  CnUus 
verwandeln.  Daiui  wtirden  in  der  Thal  Bilder,  wie  sie  Hi'ssut 
vorige  letzen  haben,  entsleiicn  ') 

Man  hat  bisher  alle  Siebröhreii  für  aeliv  gehidleii,  tlereu 
Siebplatten,  wie  stark  auch  ihr  CallusUberzug  sein  mag,  von 
Scbleimfüden  durchzogen  werden.  Die  neue  Auffassung,  wekbe 
durch  meine  Beobachiungen  Uber  den  lohalt  der  SiebrObren  in 
der  unverletzten  Pflante  angebahnt  worden  ist,  lasBt  eine  soleh<> 
Annahme^  wenigstens  fttr  Cucurbita,  nicht  mehr  su.  Der  Sehlein 
ist  Btth,  unbeweglich  und  lür  den  Transport  in  grosseren  Men- 
gen nicht  geeignet.  Die  Siebrtfhre  wird  dann  als  geschlossen 
SU  betrachten  sein,  wenn  die  Sieblifcher  nicht  mehr  von  Sieh- 
rtfhrensaft  durchströmt  werden,  sondern  von  SchleimMen  er- 
fttlli  sind.  Alle  Siebrühren,  welche  man  an  lebendem  Material 
beohiu  liiet,  sind  eben  durch  die  vom  Schlauchkopf  ausiieheiulen 
Fortsalze  bereits  gesrhiossen.  die  Ctmuimnication  zw  isehen  den 
einzelnen  (Hiedern  ist  i^i  storl,  sohald  der  Siehnihrensafl  durcb 
von  ihm  abge.schiedenen  S^  lilt  im  \  erdrangt  winl. 

Ks  ertibritJ^t  noch,  mit  einigen  Worten  zu  seliildern,  nie 
man  sich  unter  der  Voraussetzung,  der  Gallus  entstehe  aus  dem 
Schleime,  die  sur  Obliteration  führenden  Vorgänge  zu  denkao 
hat.  Wir  nehmen  eine  active  Siebrtfhre  von  Cucurbita  zum 
Ausgangspunkt,  ihr  Inhalt  besteht  aus  einem  zarten  Wandbele^t 
und  Siebrtthrensalt,  die  Siebplatten  sind  von  einem  dttnoeo 
CallusOberaug  bedeckt.  Ausserdem  hat  sich  an  timen  Schleim 
als  Schleimbeleg,  nehmen  wir  an  in  Form  von  Schleimringeo, 
an  den  Rändern  der  Löcher  abgesetxt.  Bei  längerer  Punction^ 
dauer  der  Siebrtthre  wächst  dieser  Schleimbeleg,  die  Bioge 
können  zu  einer  SehleindiUlle  verschmelzen. 

Gleichzeitig  wird  sich  aber  der  an  den  Gallus  angrenzende 
Schleim  in  Gallus  serwandehi.  der  ('aliuhiiberzuj^'  \erdi<'kt  >iih 
auf  Rosien  des  Sehleirnbeieges.  Mit  der  Zeit  erreiehl  <lafiM  JtT 
Colins  eine  aiisehnii«*!»«'  Starke,  die  S»e!ilnt*lier  werden  bisri 
verentzt,  sodass  für  den  Siebröhrensall  nur  noch  enge  Canäle  j 
übrig  bleiben.  Schleim  wird  immer  noch  abgeschieden,  die 
Schleimringe  werden  immer  enger  und  schliesslich  zu  massives 
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F.nlen,  welche  die  vom  Callus  ausgekleideten  Siehporen  aus- 
fiillen.  Jefzt  ist  tli(»  Siebr(>hre  schon  erschlossen,  der  Sich- 
r->hn'nsafl  kann  nicht  mehr  aus  einem  (llicde  in  das  andeMc 
übertreten.  Die  Schleinifäden  oder  SehliMinforlsätzc ,  weicht« 
die  Siebporen  durchseUen,  verwandeln  sieb  nun  alimälig  in 
CaUus. 

%'ach  dem  Vorhergehenden  wini  auch  die  Thatsache  ver- 
sUtndlich,  dass  der  CaliusUL»erzug  bei  partiell  entleerten,  activen 
Siebrttbren  viel  sUirker  ist,  als  in  der  lebenden,  noT^rletzten 
niafiie.  Der  Schleimbeleg  der  Siebplatten  verwandelt  sich  in 
Gallus  und  ausserdem  liefern  noch  die  Schleimfaden»  welche  vom 
Schlauchkopf  durch  die  Poren  entsendet  werden ,  Material  zu 
fortgesetsfeer  Gallusbildung.  Die  Vermehrung  de«;  Gallus  geht 
aber  schnell  von  statten,  wie  folgende  Beobachtung  lehrt.  Kine 
ODTerletzte  KUrbispflnnze  wurde  in  zwei  Stücke  geschnitten  unil 
nun  sofort  ein  Prüpaiat  hergestellt.  F>le  Siebplatten  der  activen 
Hi»hrcn.  welche  nnttlrlich  Schlnui  hkiipfc  besessen,  waren  von 
''inein  starken  Cal  lusLri  iist  tlberrojicn,  viel  sl.n*kcr  als  derCalhis- 
uherzug  in  nnverlet/.l  ;ihuel»rülileni  Mnteri.il .  Dlm*  Schleim  scheint 
sich  demnach  sehr  schnell  in  Galhis  zu  verwandeln,  wenn  ein- 
mal die  Bedingungen  hierzu  gegeben  sind  Tlissl  man  abge^ 
sdmittene  Stücke  längere  Zeit,  vielleicht  24  Stunden  liegen,  so 
wird  man  finden,  dass  die  Galluspolster  bereits  merklich  sich 
vergrOssert  haben. 

IV.  Die  Verbindung  der  Siebrohren  unter  oinander»  mit  den 
Oeleitxellen  und  dem  Cambiform. 

Betrachtet  man  einen  ( hiersclmitt  durch  einen  (lefassbündel- 
siehtheil  einer  belicMiien  IMn  ixle,  s(»  wird  m;m  finden,  d.issdie 
»'inzcinc  Siebriihre,  welche  iunner  an  einer  Seite  an  o'ww  (ieleit- 
?''ile  ;nigrenzt,  gelegentlieh  auch  deren  zwei  besitzt,  bald  rings 
voD  Cainbiforui  umgeben  ist^  bald  mit  einer  anderen  Siebrühre 
oder  wohl  auch  mit  mehreren  in  Berührung  steht.  So  künnen 
Nester  von  zwei,  drei,  gelegentlich  auch  vier  sich  berührenden 
Hiebrtfhren  vorkommen,  welche  dann  von  einer  gemeinschaftlichen 
Gambiformhtllle  umgeben  werden^}.  IsoHrte  Rohren  und  diese 


f)  Man  vergleiche  htertu  die  frtther  von  mir  gegebenen  Abbildnnf^en : 
B«riclile  der  deatscben  boL  Gesellscb.  III,  Taf.  XV,  Pig.  4.  —  Bericbte  der 
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mehrxahli^en  (iruppen  ßnden  sich  UDgefahr  gleich  hiiiitig  vor. 
Aul  dem  Liiiigsschnilt  zeij^l  sich,  dass  mehrere  Siebrohren  oft 
f^rosse Streeken  nebeneifiaiuier  herlaufen,  dann  sich  trennen  und 
au  andei  «'  sich  anschliessoit  oder  isülir  l  hli  ilir  n  Hieraus  erklärt 
es  sich,  dass  Querschnilte  aus  verscldedeuen  titihen  desselben 
Siebtheiles  eine  verschiedene  Anordnung  der  Siebröhren  und 
infolge  dessen  auch  der  CambiformxellendarbieieD.  Diese  sieben 
alle  mit  einander  in  VerbinduDg  und  bilden  ein  zusammenbUD- 
gendes  Maschenwerk,  welches  die  Siebröhren  durchziehen . 

Die  ieUteren  entwickeio,  wenn  sie  an  gleiohnaipige  Ele- 
mente angrenzen,  aber  auch  nnr  in  diesem  Falle,  auch  in  den 
Ltfngswttnden  zahlreiche  kleine  SfebplaUen,  welche  seit  langer 
Zeit  bekannt  upd  von  Nabgiu*)  als  Siebfelder  bezeichnet  wordeo 
sind.  Sie  sind  stets  in  so  grosser  Menge  vorhanden,  dass  die 
benachbarte  Siebrohren  trennenden  Längswäude  reich  mit  oorre- 
spoudirendeii  1  üpfelchen  besetzt  ei  seheinen.  Mau  vergleiche  die 
Alil>iltiufii^eu  bei  H artic,  Wii  hei  m  und  in  nietnem  Aufsatz  in  den 
Bel  ichten  der  deutschen  i»ul«ihischeii  (iesellschafl.  Meii^e  soebeij 
cilirte  Fiuur  veranscliaulicht  das  Verfiallen  der  Siebröhrenwand, 
wenn  sie  an  eine  (ieleilzelle  tider  an  i4anibifüiin  angrenzt.  Im 
lelzteren  Falle  fehlen  Tüplel  durchaus,  im  erslereu  sind  sie  vor- 
handen, aber  nicht  so  tief,  wie  zwischen  benachbarten  Sieb*  | 
röhren.  I 

Schon  Hartig  und  Wilhelm*)  hatten  nachgewiesen,  dass  die 
Siebfelder  von  den  gleichen  Yerbindungsfttden  durchsetzt  werdeo,  I 
wie  die  Siebplatten.  Russow  hat  dann  mit  Hilfe  seiner  Quellungs- 
methode  bei  einer  grossen  Anzahl  von  Phanerogamen  die  Wegsann  ; 
keit  der  Siebfelder  nachgewiesen    Die  grosse  Zahl  der  zwiscbeo 
benachbarten  Siebröbren  ausgespannten  Verbindungsfäden  ver-  ^ 
anschaulicht  Fig.  49,  Taf.  II.   Mao  sieht,  dass  der  gerüDueoe 


mathom.-physikal.  Classe  der  kunigl.  särhs.  Ciesellsch.  der  Wissensch.  iMi 
Täf.  l,  FLv  1.  3  (CucuibttH  .  Fig.  17  (Physalis),  Taf.  U.  feig,  4  (Satifnga- 
Auch  Wii  HM.M,  }.  r  Taf.  VIII,  Fig.  95. 

1    Siiziiiii^sber.  d.  bnvri>^<  li.  Akml.  »1.  Wisseiisch.  1861.  I.  pac. 
Die  Siebfelilt  r  wurden  7in'r>i  %<iii  tu  Hakim;  ^BüI.  ZciJ.  18ri4,  pag.  53  tx*- 
schrieben  und  abfiebiltli  l  ^l.  c.  lal.  l,  l  ig.  15—18,  i1  u.  44J.  Auch  Moi»- 
(Bot  Zell.  ISS5,  pa^.  890)  tiat  dieselben  knrx  erwähnt. 

S)Bol.  Zeitg.  18S4,  pag.  54,  Fig.  3(. 

8}  Die  Perforalioo  der  Zellwand  etc.  Silsunssbericbte  der  Oorpaler 
NaUirf.  Gesellflch.  U84,  VI.  Bd.,  pag.  670. 
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Siebröhren saft  Ins  an  t\'\v  Siobfelder  heraDreicht  uiui  tiass  diese 
von  feioen  l  aclon  (Iuk  tisetzl  worden. 

So  leicht  ('S  ;nif  der  einen  S<m'(o  ist,  diese  TliHtsache  fest- 
J^uslellen  sn  schwor  isl  es  nndcrerseils  die  Ziisaniiiionsetziinj; 
der  Verl>induuj^sf(lden  zu  beslininieii.  Hiissi»w ')  nimmt  an,  dass 
sie  aus  Schleim  besteben,  dass  aber  die  Wandbelei^e  benach- 
buter  Siebröhren  .sich  niehl  vereinigen.  Wilmrim**)  dagegen 
behauptet,  dass  bei  Yitiseben  gerade  durch  die  llullschlanehe 
die  VerbiDdang  hergestellt  wird.  Die  Kleinheil  der  Siebfelder 
ersehwert  die  UDlerauehung  derart,  dass  inaD  wohl  am  besten 
ein  analoges  Verhalten,  wie  an  den  Siebplatten  annimmt  und 
sieh  mit  den  Naehweis  begnügt,  dass  die  Inhalte  lienachbarter 
Siebmhreo  tlberhaopt  durch  die  Siebfelder  in  Verbindung  stehen. 

Die  Siebplatten  sfnd^  wie  wir  gesehen  haben,  mit  Gallus 
über7,()f;en  und  tragen  einen  bald  stärkeren  bald  sohwi^cheren 
Schleinihelcg.  Jedenfalls  füllt  der  Schleim  bei  Cucui  iul.i  nicht 
die  Sicbpoivn  aus,  durch  welche  vielmehr  der  iinveniiHlerte 
Siebrohrcnsafl  hindurchslnimcn  kann.  Die  P(M'cn  sind  in  abge- 
brühtem Alaierial  mit  Icinkurnigcm  Gerinnsel  erfüllt  I  i-.  "23, 
Taf.  1^.  Wie  sich  diese  Verhallnisse  bei  d<'n  Sichroliren  des 
zweiten  üuii  dritten  Typus  gestalten,  habe  ich  nicht  untersucht. 
Wahrscbeinlioh  werden  hier  die  Foren  der  ebenfalls  mit  Schleim- 
belegen versehenen  Siebplatlen  von  wüssriger  PIttssigkeit  erfüllt. 

Sehr  viel  ist  bereits  die  i^age  discutirt  worden,  ob  die 
Wandbelege  successiver  Rohrenglieder  durch  die  Löeher  der 
Siebplatte  hindurch  sieh  vereinigen.  Russow')  erwähnt,  dass  er 
sieh  von  dem  Vorhandensein  eines  feinen  Protoplasmasehlauches 
in  den  Siebporen  einmal  deutlich  überzeugen  konnte,  kommt 
aber  spüler  zu  dem  Schlüsse*),  »dass  die  Protoplasma  wandbe- 
lege der  Siehplaüen  sich  nicht  in  die  Sicl>kaniUe  hineinsenken«. 
WiiHFi  M  spricht  sich  ni<  lil  iM^stiinnil  iihcr  fliesen  Punkt  aus, 
.scheint  aber  der  Annahme  zuzuneigen,  d.is.s  der  W.indbeleg 
Hflilschlauchi  durch  die  Siebporen  hindurchliilt.  Die  Figur 
m»,  Taf.  IX  hei  WfriiFi.n  spricht  flSr  dies«'  Are^iehl.  .Auch  ich 
habe  solche  Bilder  öfter  gesehen.  Da  es  sehr  schwer  ist,  den 


1)  I.  c.  pag.  571. 
ij  1.  c.  pag.  i7. 

t)  Bao  der  Slebr0hr«D,  1.  c.  pag.  i97. 

4)  Perforation  der  Zeltwand»  I.  c.  pag.  57t. 
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Wandbeleg  von  dem  feiakörnigen  Gerinnsel  des  SiebrtthreDsafles 
im  Kochmaterial  zu  unterscheiden,  da  an  jMiitieU  entleerten  Röh- 
ren die  normale  Anordnung  des  Inhaltes  gerade  an  der  Sieb- 
platte gäatlich  gestört  Ul,  so  halte  ich  es  nicht  fttr  möglich,  die 
aufgeworfene  Frage  durch  das  Mikroskop  einwurfisfrei  su  lösen. 

Ich  möchte  mir  deshalb  erlauben,  einen  andern  Weg  zu 
ihrer  Lösuni^  oder  Klärung  au/.iij;ehen.  l  iisn  e  N  oi  ste!Inni;en 
vou  den  phj.sikalisclicii  i^ii^enschaften  di^s  l'rülo|>l.iMii.Ks  lufn'  H 
zu  foljicnder  Auffassung.  So  lani;«'  dio  Siohplatic«  noch  sjosi  IiIhs- 
st'ii  ist,  liegen  die  \\  .mdhele^e  d(  r  Ueuachharlen  Uühruuj^iieder 
der  <IUn?ien  TUpfeliinMidnau  .in.  die  Au}»s(tllpungen,  welche 
bierduruli  horv()rj;erulen  werden,  sind  in  Fig.  2i9,  Taf»  1  abge* 
bildet.  Die  Wandbelcge  rücken  sich  innner  naher,  je  dünner 
die  sie  Ii  ennende  Membran  wird.  Wenn  dieselbe  endlich  fielosl, 
der  Tüpfel  zum  Perus  wird,  dann  müssen  sich  die  VVandliel^e 
berühren  und  auch  mit  einander  verschmelzen,  sobald  der  deo 
Poms  zunächst  erfüllende  Gallus  entfernt  ist.  Das  Resultat  die- 
ses Vorganges  wUrde  aber,  wie  man  leicht  einsieht,  darin  be- 
stehen, dass  die  Balken  des  Gellulosesiebes  allseitig,  also  aucli 
in  den  Poren,  vom  Wandbeleg  umsponnen  werden.  So  gelaa** 
gen  w  ir  zu  der  Auffassunt;,  dass  die  Siehplalle  zunächst  vom 
Callus,  welcher  direct  der  Cellulo^e  aullu  i^l  und  dann  \oni  Vvoio- 
piasma,  wclelies  den  Sehieifuhelej^en  als  SLülze  dieiil,  al>er- 
zogen  ist.  Oli  der  Wamiiielei;  .s|i,ilcr,  noeh  in  der  aeliven  Siel)- 
röhre,  von  den  Sieltpl.itlen  enfferni  wird,  k  inn  ii  Iii  nielil  sagen, 
in  obliterirenden  K  ilnen  scin  int  er  nictil  nielir  vorhanden  zu 
sein ,  da  die  Schlcintforlsalze  eine  durchaus  hmnogene  und 
glatte  Oherllache  besitzen. 

Die  Verbindung  des  Siebröhreninhattes  mit  demjenigen  der 
Geleitzellen  durch  feine  Fäden,  vielleicht  wie  diejenigen  in  deo 
Siebfeldern,  hült  Russow  fttr  wahrscheinlich.  Es  ist  ihm  aber 
nicht  gelungen,  diese  VerbindungsfHdon  zur  Anschauung  zubrio- 
gen.  £r  konnte  nur  beobachten,  dass  die  Protoplasmakttrper  der 
Gcloltzellcn  hie  und  da  »in  kurze  feine  spite  auslaufende  oder  ineio 
Knötchen  endigende Fortsjitzeausgezogenorschlenen«,  deren  Ver- 
bindung  mit  dem  Siebröhren  in  halle  nicht  zu  constatiren  war'). 

Das  ahgeluiihle  Mal<'ii;il  liefert  auch  in  dieser  Beziehiinj; 
sehr  günstige  liesultate.  Mit  Hille  der  Kussuw'schen  (^uellungs- 
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flwtlMKie  kann  man  aro  jedem  beliebigen  Längsschnitt  nachweisen, 
difls  der  geronnene  SiebrShreninhalt  sahlreiohe,  dicke  und 
ddone  PortaSlse  nach  den  GeleiteeUen  tn  besitot.  Bilder,  wie 
das  hl  Fig.  18,  Taf.  Ii  dargestellte  habe  ich  nnsShlige  Haie  ge- 
sehen. Der  GeleitBellfnhaU  zeigt  nur  selten  ebenfalls  solche 
iHortsBtie,  in  der  Regel  besittt  er  auch  nach  der  Siebrtfhre  zu 
eine  glatte  OI)erflaehe.  Kigcnthümlicher  Weise  {gelingt  es  nur 
sehr  selten,  die  vod  dem  Siehröhreninhalte  atisgehendeu  Fiiden 
und  Ausstülpiins^en  bis  zur  Vercini};ung  mit  dem  Geleitzell- 
pla-iu  i  sirhih.ii  /u  machen.  Die  FortsUtze  Irelen  l>is  diehl  an 
die  UiHMilaehe  des  ietzteron  heran  und  sclieiiren  liier,  iiju  hdeni 
sie  ausserordentlich  fein  i;evvordeu  sind,  blind  zu  «»udigen.  Unter 
vielen  hundert  Fjillen  habe  ich  nur  zweimal  mit  Bestimmtheit 
mich davon-überzcugen  können,  dassdie  Fortslitze  des  Siebroh  ren- 
iabaltes  mitdemderGeleitBellen  sich  vereinigten  (Fig.ä4/faf.  Ii) . 

Da  kaum,  angesichts  des  regelmassigen  Yerkommens  der 
scheinbar  blinden  Ausstttlpungen,  ansnnehmen  ist,  dass  ftkr  ge- 
iNrtinlicb  eine  solehe  Verschmelrong  ausbleibt,  so  fragt  es  sich, 
warum  man  so  seKen  dieselbe  nachzuweisen  vermag.  Einmal 
nag  daran  wohl  die  Feinheit  der  FHden  in  der  Nähe  der  Geleit- 
idlen  schuld  sein.  Sie  sind,  selbst  in  gefärbtem  Zustande,  nur 
selten  zu  erkennen.  Au.sserdem  ist  zu  bertlcksichtii:en,  dass  die 
Wncn  Fiiden  bei  der  Behandbinc  des  Präp;u"ates  mit  eoneen- 
irirler  Seh  w  rlrl.s.iure  ,  dem  sich  unsrhliessendon  Ausvn  isrlieii 
uni  \\,is>(M-  leicht  vimi  (itMi  iirieitzellen  Insreissen  weidci).  Die 
Verbiudun^sniden  zvviselicn  benaclibarten  Siehröhren  sind  viel 
stärker  und  deshalb  nicht  so  leicht  zu  zerstören.  Da  aber  diese 
ganz  das  gleiche  Bild  darbieten,  wie  die  scheitdtar  blind  auslau- 
fen Fttden  xwischen  Siebrtihren  undGeloitzellen,  so  w  ird  man 
wobl  annehmen  dürfen,  dass  auch  hier  eine  directe  Verbindung 
besteht.  DafUr,  dass  der  Siebrtthreninhalt  nach  einer  Vereinigung 
mit  dem  der  Geleitseilen  strebt,  spricht  auch  noch  die  Thatsache, 
dass  die  Fortsatse  des  ersteren  nur  den  Geleitsellen,  aber  nicht 
aoeh  dem  Cambiform  gegenober  auftreten  (Fig.  51 ,  Taf.  II). 
OieGeleitzellen  stehen  weder  untereinander,  noch  mit  dem  Cam- 
biform in  Verbindung;*). 

Sehr  instructive  Bilder  über  das  Verhallen  des  letzteren 
10  (leii  Siebröhren  erhalt  man,  wenn  mau  massig  dicke  Quer- 
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schaUteoaoh  Russow'»  Angaben  behtindelt.  Die  C^büormielleD. 
welche,  wie  oben  geseigi  wurde,  isoiirto  Siebröbrcn  oder  wenig- 
xühlige  Gruppen  solcher  umsehliessen,  sind  unloreinanderdurcsb 
zahlreiche,  deutliche  Proloplasmafilden  verbunden,  während  die 
Siebrohren  mit  ihren  GeleiUellen  vollkommen  abgeschlossen  vom 
Gambiform  sich  erweisen  (Fig.  50,  Taf.  II.)  Durch  verschieden 
tiefe  Einslelhing  des  Mikroskopes  lässt  sich  feststellen,  dass  alle 
Canibifornizcllcn  unlor  einander  zusaninienbUngen ,  <iass  aber 
niemals  eine  VerlMuduiig  mit  den  Siebröhren  oder  (ieleii- 
Zellen  vorliiindcn  ist.  Ulngsschnitle  bestätijieii  diose  be«»l»afiituüii. 

l).»s  (]aüil»iltii  Ml  gehl,  wie  bekaimi.  iin  der  Periphori*'  des 
(lOi.isslMiiidels  in  das  sogeniir»n(r  <  .rii  ndgewebe  über  und  <f«'!i( 
anch  mit  dessen  Zellen  durch  icww  1  «idon  in  r40inrnunic4»nr»i». 
Üa  auch  die  Parenich>mzeneu  der  (>efasstheile  sowohl  unlereio- 
ander,  als  mit  dem  sich  anschliessenden  Grundgewebe  duroli 
zahlreiche  feine  Protoplasma  faden  susammenhaogen,  so  ergieht 
sich,  dass  in  den  Internodien  von  Cucurbita  alle  innerhalb  de.s 
Sklerenchymringes  liegenden  Parenchymiellen  in  offener  Verbin- 
dung stehen.  Naber  auf  diese  interessanten  Verhtfitnisse  eintu- 
gehen,  liegt  ausser  dem  Plane  dieser  Arbelt.  Das  Gesagte  mag 
einen  kleinen  Beitrag  zu  der  in  neuerer  Zeit  lebhaft  discutirten 
Frage  liefern,  ob  wirklich  die  Protoplasmaktfrper  aller  Zellen 
einer  Pllanze  dmcb  die  Meuibraoen  hindurch  mit  einander  zu- 
sammenhängen. 

Aus  der  Thal  Sache,  dass  auch  die  (  liii  m/cilcii  tlui  ih  leine 
Proloplasnj.il. tdt  II  \  ci  lmudcii,  ilii  c  \\  .mdc  .iIm»  durchl^ieherl  sind, 
folgert  Russow,  dass  ^dir  i:iller-  oilcr  siebartiiicn  l'crior.ilioncn 
der  Quer-  und  Luneswaiidc  der  Siebröhren  (wcuigstens  soucii 
diese  von  Gambium  gebildet  werden)  ursprünglich  und  nicht 
wie  man  nach  den  bisherigen  Untersuchungen  annahm  durcb 
nachträgliche  Kesorptlon,  resp.  Umwandlung  der  Gellulose  io 
Gallossubstans entstandene  Löcher siudt. ')  Kufisnw  nimmtfemei^ 
hin  an,  dass  die  weiten  Löcher  vieler  Siebplatten  »durch  Ver* 
Schmelzung  mehrerer,  eng  benachbarter,  gruppenweise  ange- 
ordneter Löcher  hervorgehen,  wtfhrend  die  sehr  zahlreichen  und 
engen  Löcher  der  Siebfelder  durch  Theilung  oder  Spaltung  eolr 
stehen«. 

Ich  glaube^  dass  man  diese  Angelegenheit  leichter  ent- 


<)  I.  c.  pag.  577. 


Digitized  by  Google 


NlUC  B&1TBÄUE  ZUR  K.SKNTNISS  DfiB  SlKBRÖBUM.  327 

.s<heiden  kunu,  als  es  auf  den  orsleu  Blick  scheinen  niijs».  Man 
braucht  nur  jugendliche  Siebröhreo,  deren  Platten  noch  nicht 
delinitiv  ausgebildet  sind,  genauer  zu  prüfen,  (lelingt  es,  bereits 
jelit  feine  Fortstttse  zwischen  den  Inhalten  benachbarter  Sich- 
rtfbren  oder  snecessiver  Rdhrenglieder  oder  endlich  zwischen 
SiebrOlireD  und  Geleitzellen  sichtbar  su  macheD,  dano  würde 
fttwov^s  AnDabme  gerechtfertigt  sein.  Ich  habe  sehr  viele  Prä- 
^rale,  welche  die  Yerbindungsf^den  swlschen  aciiven  Siebrtfh- 
reo  und  auch  dtejenigcD  der  Paremchymselleii  deullich  xeigten, 
dorehgesehen,  habe  aber  die  betreffenden  Fäden  erst  an  vorge- 
rückten Siebröhren  beobru-htel.  Ungefähr  f.illl,  wie  bereits  er- 
wähnt, die  f.flsuni;  der  Sclileimtropfen  zum  Siebröhrensaft  und 
di«^  hin  (  hijoliruDg  ilei"Sicf)ttlpfcI  in  dieselbe  Zfit.  Vrirher  werden 
dicMilben  nicht  von  Protoplasmaladeu  durchsei /A,  eJiensc»  fehlen 
dieselben  zw  ischen  den  Sieliröhren  und  ihren  (leleitzellen  (Fig.  20, 
Taf.  1).  Hieraus  folgt  aber,  dass  die  charakteristischen  Locher 
der  Siebplatten  und  Siebfelder  durch  spätere  Vorgilnge  entste- 
hen  und  nicht  aus  etwa  vorhandenen  Primordiallttpfeln  der  cam- 
bialen  Zellen  sich  entwickelt  haben. 


Eosoltato. 

t.  Um  die  Annrdnun::  des  Siebröhren inhaites  in  der  lebenden, 
unverletzten  Ftlanze  kennen  zu  lernen,  f^eniigies,  einzelne 
Tbette  derselben  in  heissem  Wasser  abzubrühen. 

3.  Bei  den  Dicolyledonen  kann  man  nach  der  Gliederung  des 
Siebröbreninhaltes  drei  SiebrOhrenarten  unterscheiden : 

a)  Siebröhren  mit  gerinnbarem  Saft.  Der  Inhalt  besteht 
aus  einem  schmächtigen,  protoplasni.uis^lien  Wand- 
beleg und  einem  klaren,  in  der  Hitze  j^eriuuenden 
Safte,  dem  Siebrölirensafl.  Cucurbitaceen. 

b)  Siebrühren  mit  Schleim,  Der  Inhalt  besteht  aus  einem 
zarten,  mit  kleineren  und  grosseren  Schleimmengen 
beladenen  Wandbelege  und  einer  klaren ^  nicht  gerin- 
nenden, wässrigen  Plttssigkeit.  Humulus. 

c)  Siebröhren  mit  Stärkekömem,  Der  Inhalt  besteht  aus 
einem  zarten,  geringe  Schleimmengon  führenden  Wand- 
beiege  und  einer  klaren,  nicht  gerinnenden  Flüssig- 
keit mit  kleinen  Stärkekörnern.  Coleus. 
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3.  Diese  Gliederung  des  Inhaltes  ist  nur  in  aeliven  Rftbren  ver- 
landen ^  d.  h.  in  selchen,  welche  noch  offene  SiebplaUeo 
haben  und  deshalb  bei  der  Verletsung  der  Pflanze  Bchlaueb- 
kOpfe  bilden. 

4.  Die  Sipbplatlen  der  eotiven  Siebröhren  werden  von  einer 
s(  hl  tluiiiMMi  (liilliisschicht  Uber/»>ui'ri,  welche  entweder  voll- 
slandii:  v(mi  Schlfim  iSrhleiiiihilllcl  bedtukl  oder  nur  an  den 
Raiid»M  ii  der  Sieblooher  niil  ScliliMriirlncon  belogt  isl.  Diese 
Srhieiiii.ddacierungeu,  welehe  als  >ci>i«  ijidH  le.ir  xusamnien- 
^eiassl  \\erdeii  können,  finden  sich  auf  beiden  Seiten  der 
Siebplatte  und  nur  in  der  anverletziea  Ptlante,  sie  sind 
von  den  Sohlaucbköpfen  genau  zu  unterscheiden. 

5.  Die  g^enwUrtige  Ansicht  Uber  die  Eigenschaften  des  Proto^ 
plasnies  lüsst  ei*warten,  dass  dasselbe  die  calltfse  Siebplatte 
allseitig  umspinnt  und  also  auch  die  Porenwande  auskleidet. 
An  der  Siebptatte  muss  eine  Verschmelsung  der  Wandbelege 
benachbarter  Rtfhrenglieder  stattlinden. 

6.  Bei  der  Verletzung  der  Pflanze  bilden  sich  nicht  nur  Schlaueb- 
kiipfe,  sondern  der  Schleimbeleg  wird  verschoben  und 
schwinde!  oft  vollständig.  Ausserdem  \  ei  urösserl  sieli  der 
Callusübcrziii;  sehr  rasch,  jedenr.dls  auf  kuslen  des  Schlei- 
tnes.  D.is  l»isher  heschri(M>eiie  ( lalhisL'onlst  ist  eben.su  ein 
Kunstiu'üducl  wie  der  Schlaiichkopl ,  in  der  activen  Hübr€ 
sind  die  Sieb[>]aUen  nur  Si'hwach  callös. 

7.  In  der  lebenden  Pflanze  werden  die  Sieblocher,  so  lauge  die 
Röhre  activ  isl,  nicht  von  Schleim,  sondern  bei  Cucurbita 
von  Siebrtihrensafi,  liei  anderen  Stebrtfhren  wahrscheinlich 
von  wässriger  Flüssigkeit  erfüllt. 

8.  Die  Entwicklungsgeschichte  des  SiebrOhreninhaltes  Hebtet 
sich  nach  seiner  endgültigen  Gliederung.  Bei  den  Cucur- 
bitaceen werden  vom  Wandbeleg  zahlreiche  Schlei mtropfen 
abgeschieden  und  diese  werden  später,  kurz  vor  oder  nach 
der  Oefl^nnng  der  Siebpiatlen,  tn  dem  Zellsafi  zu  gerinn- 
barem Siebrohrensafl  gelöst.  Bei  d<Mi  Sieln  ühren  des  zwei- 
ten T\j>us  werden  zunächst  ebenfalls  Schleiiutropfen  abge- 
schiciicn  ;  tii«'se  werden  aber  nicht  yelflst,  sondem  verl»lei 
ben  als  ScIiIeinifMdiMi  und  Slränije  im  \N  juidbeleu  der  arliven 
Köhre.  Sii^ijrohreusali  wird  nielil  lichiiilet,  die  Siebrölire 
ist  mit  wiissriger,  nicht  gerinnbarer  Flüssigkeit  erfüllt.  Hie 
Siobrohren  mit  Stärke  bilden  in  den  noch  geschlosseoeo 
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RtfbreogliMlerD  Stilrkekörner  und  geringe  SchleimoDeDgen. 
Beide  eriekIeD  bei  der  Oefl'ouog  der  SiebpIatteD  keine  Ver- 
änderungen, 

y.  Die  zukttnfligp  Siebplatle  (Cucurbita)  ist  vor  dem  Auftreten 
ile.s  („»Ikis  schwach  getüpfelt,  undeutlicii  gewelil.  Dif  ser 
beijiiinl  Mtit  den  erston  Sciileiuit [ opteo  sichtbar  zu  weiden 
und  koiiiiiit  zunächst  nur  in  den  sich  verbreilerudea  und 
vertiefenden  TüpfelgrUbcben  vor. 

10.  Die  Frage,  ob  der  Gallus  ein  UonvaiKllHiii^sproduct  der 
(>lluIos(>  oder  eine  Ablagerung  auB  dem  Inhalte  sei,  lltssi 
sich  nn't  Rücksicht  auf  die  VorgHoge  bei  der  Eotwickelung 
und  OblileratioD  der  Siebrtthren  dahin  entseheiden,  dass 
der  Schleim»  also  der  iDhalt^  das  Materia!  xam  Waohslhttm 
des  Callus  liefert.  Es  ist  sogar  wahrscheinlicb,  daos  der 
Schleim  in  Gallus  sich  verwandelt.  Ein  Product  der  Gellu- 
lose  ist  dieser  nach  alten  Beobachtungen  nicht. 

U.  Die  Obliteration  der  Siebröhren  beginnt  mit  Veränderungen 
i\cs  Inlialtes  und  der  Siebplaüen.  Kine  strenge  Reihenfolge 
wird  hierbei  nicht  (Mn^ehalten. 

\i.  Der  Ihli.ilt  erleidet  bei  (iiicnrbita  in  allen  oblileiirenden 
Siclu  olii  iMi  zunächst  die  iiiciche  VernmhMMinc,  welche  sich 
durch  die  Abscheidnng  der  Schloiintroploa  und  durch  die 
(irobkörnigkeit  des  Saftgerinnsels  zu  erkennen  giebt.  Das 
Endziel  der  Obliteration,  die  völlige  Knileerung  des  In- 
haltes, wird  in  doppelter  Weise  erreicht.  Entweder  er- 
starrt der  bereits  verhinderte  Siebrtf hrensaft  lu  einem  die 
Siebrtfhre  prall  ausfttllenden  Schleimstrange,  welcher  sptt- 
ter  in  kleine  Stttcke  zerföllt  und  endlich  gans  geUfet  wird. 
Auf  diese  Weise  scheint  die  Obliteration  unter  starkem 
Druck,  bei  schneller  Wasserentziehung  zu  verlaufen.  Oder 
der  Siebrtfhrensaft  wird,  ohne  zu  erstarren,  nach  und 
nach  armer  an  gerinnbarer  Substanz,  welche  endlich  ganz 
schwindet.  Später  wird  auch  der  Waudheleg  mit  den 
Schleimtropfon  gelöst,  die  entleerte  Kohro  wird  zusauimcn- 
gedrtlckt. 

13.  Die  Siebplalleu  (Mileriien  irnrnci-  in  d<T  i;leichen  Weise. 
Ihr  Callustlberzug  verdickt  sich,  die  Poren  verengern  sich 
in  Folge  dessen  und  veranlassen  eine  Verschmelzung  der 
sie  einfassenden  Schieimringe  zu  massiven  Fdden  (Cucur- 
bita). Diese  anfangs  dicken  Schleimfäden ,  welche  den 
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Gallus  und  die  Siebplatte  durchseteeo,  werden  immer  dttn- 
ner  und  schwinden  endlich  g^inz.  Ihre  Substanz  wird  wabr- 
scheinlich  in  Callus  verwandelt. 

14.  Die  Siebr(ihrcn  sind  als  geschlossen  zu  bezeichnen,  wenn 
ihre  Siebporen  nicht  mehr  vun  Siebi  öhrensaft  ((iiiciirlMl<i) 
oder  \v;issrit;«T  Flü.ssii;koil  (Ulwige  Dicotylen).  s<tn(irrn  von 
Schleim  oi-f(llIl  werden.  Dieser  isl  nicht  fliissiL-  snnilorü 
starr  und  icsl,  kiiutschiikidinlich.  Schh^merliillte,  obliteri- 
rende  Siebröhren  können  deshalb  im  der  YerleUung  keine 
Schlaiichköpfe  bilden. 

45.  Die  Siebröhren  sieben  ndl  einander  und  mit  ihren  Geleit^ 
seilen  durch  feine  Fäden  in  directer  Verbindung. 

16.  Mit  dem  Gambiform,  dessen  Zellen  alle  unter  einander 
durch  Pretoplasroaföden  zusammenhüngen,  sind  weder  die 
Siebrdhren,  noch  die  Geleitsellen  in  offener  Gommunication. 

I.  Yeneiduiiss  der  von  mir  untersuchten  Biootylen,  deren 

Siebröhren  Sürke  enthAltan. 

(Die  mit  *  beielcbneleii  wurden  im  Juni,  die  mit  im  Jali,  alle  anderen 
von  90 — S8.  August  4889  unleroucht  Bs  liamen  nurgesundei  krSfUge  Stengel 

and  Zweige  zur  Verwendung.) 


4. 

Acer  Pseudo-Platnnu';. 

LaUi>  rus  iatiiolius. 

i. 

Aesculus  Hippucastauum. 

«4. 

Ligu.struin  vulgare. 

8. 

Altbaea  rosea. 

S5. 

Lobelia  Erinus. 

4. 

Ampelopsis  liederacea. 

96. 

Lonicera  Caprifolium. 

5. 

Anchusa  (ifflcinalis  *. 

17. 

Mattbiola  annua. 

6. 

Balsaniina  horlensis. 

38. 

Melampyrum  pralense. 

Cloniatis  Vitalba. 

i9. 

Nicandra  physaloides  **. 

H. 

i^olcus  V«TschaifoUi 

:<o. 

OciKilhPf.i  liuMinis. 

9. 

Coriiu^  aaiiguiiica. 

31. 

riilox  [Miiiculalub. 

10.  Coryiutt  Avellana. 

31. 

Pirus  Malus. 

Dalilia  variabills. 

88. 

Pisum  sativum. 

Ii.  Erysimam  cheiranihotdes. 

84. 

Polygonam  Convolvulos. 

48. 

Kraxiiius  cxcelsior. 

85. 

Poiygonum  Hydropiper. 

M. 

Fuclinia  coccinea. 

36. 

Polygonum  lapatbifolium. 

f  :•). 

1  iiritfiria  oni<  ift;(lis. 

37. 

Pol^gonufn  pprsicaria. 

16. 

Oaliuiii  silvatuuin. 

3S. 

Populus  Irciiiula. 

n. 

Galium  verum. 

8Ü. 

l'r  ufHi«;  nvfum. 

18. 

Hcdera  licUi. 

40. 

yuercu.s  (iobur. 

49.  Heracleum  Sphondyliom. 

44. 

Banunculus  acer. 

SO. 

Hypericum  perforalum. 

Iva  JiaDthiifolia  *. 

41. 

Reseda  odorata. 

Sl. 

48. 

Ribes  rubrum. 

19.  Lamium  allnim. 

«4. 

Rumei  acelosa. 
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4S.  Sambneiu  nigra. 

4«.  Scropbolaria  nodosa. 

47,  Solanum  laborftonm. 

48.  SorbQS  Aucaparia. 


49.  Sparmaonia  africaoa. 

50.  Tropaeolttm  n^jjas. 
54.  Viola  alta'ica. 

59.  XaDibium  Stnimariuin 


H.   Verzeichnisa  der  Bicotylen,  in  deren  Siebröhrea  keine 

Starke  gefanden  wurde. 

A.  Siebrtfbren  mit  gerinnbarem  Saft. 

<.  (Uioui  pita  Pepo. 

i.  Ecballium  Elaterium. 

3.  Lagenaria  vulgaris,  überhaupt  die  Cucui bitactiea. 


B.  Siebröbren  mit  Sch  le  im. 

I.  Atriple»  nitens.  9.  Myriophylluin  spicatum. 

a.  Boehmeria  nivea.  10.  Oialis  stririn. 

S.  Cannabis  sativi«.  44.  Pen  iclaii»  officinalis. 

k.   Chenopodium  muiale.  42.  Poteutilla  arisenna. 

5.  C>iisui>  Laburuum.  13.  Rubus  Idaeus. 

Hippnria  viilgam.  U.  Sedum  maxlmnm. 

7.  UottODia  palastris.  15.  Urtica  dioüca. 

8.  Hvmnlus  Lnpulus. 

Man  vergleiche  hierm  den  Teil  pag.  6  bis  pag.  7. 


Erklärung  der  ▲bbüdongen« 

(Die  eiDgeklatnmerleo  ZilTeni  gebeo  die  Vergrüsserung  an.) 

lofolge  ungünstiger  Verhttltnlsse  sind  die  Tafeln  nicht  so  ausgefallen,  wie 
ich  es  gewünscht  htttle.  Geronnener  SiebrObrensafI,  Protoplasma,  Schleim 
und  Gallus  sollten  sich  schärfer  von  einander  abheben. 

CO  s  Gallus;  ji  s  Siebplatte;    s  s  Schleim; 

a  s  Siflrkekörner;  ge  =  Geleilzelle;   cb  =  Gambiform. 


Tafel  L 

Fig.  4 .  Bcballinm  Elaterium.  Active  Siebrdbre  aus  einer  «nverletst  ab- 
gebrühten Pllante.  Der  Siebröhrensaft  ist  ta  einem  feinkttr- 
iiigen  Gerinnsel  erstarrt.  (675.) 

Fig.  Ecballium  Elaterium.  Artivp  .Siebriihre  aus  gewühnlicheni  Al- 
koholmaterinl.  Statt  des  zum  Thoil  nT!-»L'pflos*!pnf»n  Siebrohren- 
^nftps  ist  8rhleim  Schlauchkupf  nii*i  in  fciniTen  Strängen 
vorhaiuleii.  Der  übrige  Raum  von  wassriger  I  luHsigkeit  einge- 
nuinoieji.  (675.) 

Fig.  3.  Homulua  Lupvios.  Active  Siebrohre  aus  einem  an  der  lebenden 
Pflanie  unverletzt  abgebrühten  Stengelatück.  Zweiter  Typus. 
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Sidbmbro  mit  Schleim.  Derselbe  ist  bin-ta  grosseren  Strängen 
versehmolsen.  (67S.) 

Fig.  4.  Kumulus  Lupulus.  Active  SiebrObre  aus  demselben  llalerial  wie 
in  Flg.  S.  Der  Sebleim  ist  bier  in  geringen  Uengen  im  Wand" 
beleg  abgelagert.  Scblaucbktfpfe  fehlen.  (675.) 

Fig.  5.  Humulus  Lufmlus.   AcMve  SiebrObre  mit  slarkem  Scbleaebkopf 

I»  und  tleudich  callüscr  Ptnlte  aus  gewöhnlichem  Alkoholroale- 

rial,  also  parlteli  entleert.  (675.) 

Flu.  S.   Urtica  dioica.    Partiell  entleerte  Siebrühre  aus  gewöhnlichem 
vlkolinimaterial.   Schleim  {s)  unter  der  callösen  Platte  cum 

.Schlauchkopf  angehäuft  <i75.} 

Fig.  7.  Urtica  dioica.  Normale  .Siebrohre  aus  eiij»»m  an  i\or  ^\]nu/.(*  x\n- 
verlelzt  ahjjehriihl«»ni  Sten^elstiick.  Sclili-im  Ihm  Hu- 
mulus  iu  Fig.  3.  Hei  k  der  vennulhlichc  Kesl  des  Zellkernes. 
(675.) 

Fig.  g.  Drllca  dio'ica.  Entwickeloug  der  Siebrtfhre,  nach  Kochmateiial. 

Abacheldung  der  Schleimtropfen  (t)  Im  Wandbeleg  des  noch 
geschlossenen  Rtfhrengtiedes.  k  ss  Zellkern.  (675.) 

Fig.  9.  Urtica  dioica.  Wie  Fig.  7,  aber  nach  Maceratioa  mit  Schwefel** 
stture-Glycerin.  (675^ 

Fig.  40.  Dahlia  variabilis.  Aetive  SiebrObre  mit  SUIrke  aus  unverielxl  ab- 
gebrühtem SIengelstttek.  Schleim  in  sehr  geringen  llengeo  vor- 
handen. {675,} 

Fig.  II.  Dahlia  variabilis.  Active  Siebr<ihre  mit  Scblaucbkopf  (f)  aus  Al- 

koholmaterial.  (675.) 

Fig.  Euphorbia  Lalhyris.  Active  Sieluohre  aus  einer  unverletzt  abge- 
brühten Pflanze.  Bei  n  dir  diiK  fi  (l;js  h^is.se  Wa'^';«'!-  aufgequol- 
lenen ätarkekorner.  Im  Wandbeleg  kleioe  Schleiuitrüpfchen  (s). 
(675.) 

Fig.  13.  Euphorbia  Lathens.  Partiell  eiilUurlc  .Sietxotii c  mit  8clil;tueh- 
köpf  [s]  aus  gewohnlichem  Alkobolmatcrial.  (675.) 

Fig.  44.  Xanthium  Strumarium.  Active  Siebrahre  aus  unverletzt  abge- 
brühter Pflanze.  Schleimtröpfchen  im  Wandbeleg.  (675.) 

Fig.  45.  Xanthium  Strumarium.  Gewöhnliches  Alkoholmaterial.  Partiell 
entleerte,  aetive  Siebröbre  mit  Scblauchkopf  (i)  und  starkem 
Gallus.  {675.) 

Fig.  16.  Xanthium  Strumarium.  Entwicklung  der  Siebrühre.  Im  noch 
gest  htossenen  Uohrctiglic«!  finden  sich  bereits  Starkekörner  (a) 
und  Schleim tropfcüen  (<).  k  «  Zellkern.  (675.) 

Fig.  17—48.  Cucurbila  Pepo. 

Fig.  il.  EnlwickeluMi;  des  Inhaltes  (Kochmatenalj.  Abscheidung  der 
Sehleimlnipfrn  im  Wandbeleg.  (675.) 

Fig.  iü.  fclnlwickcluii^  des  Inhaltes.  (Kochmaterial. ]  Die  Sehlei mtropfea 
bis  auf  kleine  Reste  («)  zum  klaren,  hier  geronnenen  Slebröhren- 
safl  gelöst.  (676.) 
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Fig.  49.  K(M  hntaU'i lai.  Schwetclsaurciuuceration.  Der  Inhalt  steht  auf 
dem  Stadium  der  vorigen  Figur,  die  Siebplatte  ist  aber  uoch 
gesGhlo68«B,  da  aadoni  Pallas  die  Inhalto  der  beiden  Glieder  in 
Verbindoiifs  stehen  oder  doch  Andeutimg  einer  solchen,  viel' 
leicht  durch  die  PrUparation  zeratarlen,  vorbanden  sein  müss- 
ten.  (675.) 

fig.  it.  Kocbmaterial.  Tiiliall  auf  einein  im  Vergleich  zu  Fig.  17  etwst 
vorgerückteren  Stadium.  Schlcimtropfen  noch  nicht  alle  gelöst, 
Siehplalten  noch  geschiosseUi  Schwefe I sä ureprii parat.  (675.) 

Flg.  <1.  liLocIimaterial.  Srhioinüropfon  noch  nicht  alle  gelöst,  ihr«' l.nsung 
haHf  Nif'Ht'irht  clieii  »Tüt  angefangen  hie  Si»'|>|)|;ill»»  ist  aber 
«"hiiij  lortig,  geullucl.  Bei  si  i>l  ii  u  ii  Losurii;  iUm  Cf Ihilose 
durch  die  Sch>^efeläaurc  der  Schiuuabeleg  der  Stebplalle  uhrig 
geblieben.  (675.) 

Fig.  ia.  Cptwickelung  der  Siebplatte.  Koclimaterial.  Aufireten  der  Callos* 
plXttcben  in  den  Tikplelgrilbchen.  Flalle  noch  geschlossen,  die 
weissen  Streifen  stellen  die  Balken  des  snkttnfUgen  Siebes  dar. 

t%  a.  Fertige  celtOse  Siebpialte.  (Kochmalcrial.)  Die  L<>cher  werden 
von  einem  feinkornigen  (icrinn.sel,  dem  geronnenen  Siebröhren- 
safl,  erfüllt  und  amKandevon  Schleimringon     unisüumt.  HOO.) 

hjj.  tk.  Fertige  .^iebplatte.  (KonhmattTial.)  Flüchen-  und  V/uerschnitts- 
a4»sicht  des  c^ünnen,  iivnyi  punktirten  Cnllusüberzuges.  (1200.) 

Fig.  Flachenanxicht  eim'r  st«irk  call6.sen  Platte  einor  ohliterirenden 
Siebrobrc  nach  Auflosung  dos  Gallus  in  Sehwefeisaure.  Die 
Löcher  der  Siebplatte,  deren  Balkenwerk  ungeGihr  dieselbe 
Stärke  wie  in  Fig.  2t  hat,  werden  von  Schleimfortstttzen  {*) 
darchiogen.  Der  Raum  zwischen  diesen  und  den  Gellulose- 
balken  wncfe^vom  Gallus  eingenommen.  (Kochmaterial.)  (800.) 

Fig.  M.  Fliehen-  und  Querschoittsansicht  des  Celluloscsi(>h('s,  einer  alten 
«itnrk  ca  Honen  Platte,  durch  Schwefeistture  fi'eigolegl.  (Kocb- 
material.) (800.) 

Fig.  il.  (»neiorhnitt  durch  eine  noch  geschlossene  .  juui^e  Siebpialte  ^fie- 
\M>liiiU(  lies  MkoliiolmalerialK  In  den  seichten  lupfelgrübchen 
sind,  scharf  abgesetzt  von  der  Cellulose,  die  ersten  Anfange  des 
Gallus,  Ru8so«*9  Calluspltttlchen,  sichtbar.  (4  MO.) 

Fig.  ig.  Querschnitt  durch  eine  etwas  ültere,  al>er  noch  geschlossene 
Platte,  welehe  vollstindig  von  hier  punktirteos  Callos  überxogen 
isL  Der  proloplasmatische  Wandl>eleg  (io)  ist  verschoben  und 
leigt  deutlich  die  Ausstülpungen,  welche  er  in  die  Tüpfel  ge- 
trieben liatte.  Material  V4  ^'lunde  na*  Ii  der  Lostrennung  von 
der  lelienden  Ptlaoze  abgebrüht.  (liUUJ 

^ig.  i9.  Querschnitt  durch  eine  noch  geschlossene  Platte.  (Kochmaterial.) 

Bei  ca  die  CallusplaMrhen  in  den  Tüpfelgrubchen,  welclicn  ili« 
F<»rfsJit/e  «les  zui  uckgezugenen  Waiidheleges  genau  rntsj>rechcii. 
Im  lirunde  tlieser  Ausstülpungen  ist  Schleim  abgeschieden, 
dessen  Abdruck  ge Wissermassen  der  Gallus  bildet.  (410B.) 
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Pig.  80.  Oblllerirande  SiebriMire.  (KodmiAlerial.)  Der  hier  ond  in  den 
beiden  folgenden  Figuren  weiss  gelassene,  starke  Callas  wird 
dnrcbsogen  von  starken  Schief mfortsllteen,  welche  tod  dem  be- 
reils  erstarrten  SiebrOhrensall  ausgeben.  {909.) 

Fig.  tl.  Aelteres  Stadium;  die  SchleimfortsSlie  sind  dttnoer«  der  Gallus 
ist  dicker  geworden.  (800.). 

Flg.  81.  Ganz  alter  Gallus.  Einige  Streifen  senkrecht  zur  Siebplatte  deuten 
die  Stelle  an,  an  welcher  früher  die  St  hlrimfortsätze  verliefen. 
Diese  hahen  wif^  A\p  Fig.  30  —  3?  wallt srhiMiilirh  machen,  das 
Material  ;£uii)  W uchslhum  des  ChIIus  L!cli«>ri>rt.  (800.) 

Fig.  88.  Obiitorii  onde  Siebröhre  aus  lebendem  Mi»l»M  iai  Der  Callus  wird 
niclil  mehr  von  Schleiofort.sätzen  durclizojien,  der  Siebrohren- 
saft ist  zu  einem  homogenen,  glUnzenden  Schleimfaden  erstarrt. 
(675.) 

Fig.  84.  Aelleres  SladiUB)  der  Oblileration  des  Inhaltes.  Im  Schleimstrang 
sind  Ltlcken  und  Risse,  als  Zeichen  des  Zerfalles  nnd  der  Auf- 
lösung sichtbar.  Lebendes  Material.  (875.) 

Fig.  85.  Obliterireode  Siebi-ühre.  (Kochmaterial.)  Der  Siebröhrensaft  ist 
noch  nicht  mm  Schleimstrang  erstarrt,  während  bereits  eio 
mächtiges KZalluspolster  die  Stehplatte  verschliessl.  (675./ 

Fig.  36.  Knchmntf>ri!)i.  Active  Siebröhre  mit  geronnenem  Saft  aus  einem 
sohr  jiiuu '(t  Inlcrnodium.  (675  ) 

Fig.  37.  Arhvi*  Siebrohtc  aus  »'ineriv  uii'_'t'("ijlir  (.'Icicli  alten  lnttMiunliun» 
Das  wachsende  l^nde  der  unveriel/.teii  Pllanze  war  in  Alkohol 
geführt  worden  und  hatte  darin  gegen  drei  Stunden  verweilt. 
Der  in  Strömung  versetste  Siebrtfhrensaft  hatte,  wie  bei  einer 
SchnittVMietinng,  vor  der  Siebplaite  Schleim  als  Schlaucbkopf 
abgeschieden.  (675.) 

Fig.  88.  Kochmaterial.  Obliterirende  Siebröhre  von  der  Peripherie  eines 
Siobthi'iles  aus  demselben  Präparat  wie  Fig.  36.  Der  Saft  ist 
zu  eiiietu  ifrohHorkij^en  Niedersf'lil;»L'  Jioronnen,  im  Wandhclf" 
sind  gl  unsere  Schleimtropfen  \ürliauden.  Die  Siebplaite  ist 
noch  nicht  geschlossen.  (675.1 

Fig.  89.  Olililcnrende  Siebröhre  aus  di'msribeu  Präpnmt  wie  Fig.  37.  Die 
Obliteration  des  fnlialtes  hatte  hier  das  Stadium  der  Figur  38 
erreicht,  durch  den  Alkohol  wurde  aber  der  Siebrtthrenssft  in 
einen  Schleimstrang  verwandelt.  Bei  $  sind  die  Schleimtropfea 
im  Wandbeleg,  wie  in  Fig.  88  deutlich  zu  unterscheiden.  (67S.) 

Fig.  40*  Kochroaterial.  Obliterirende  SIebrtthre.  Das  grobfluckige  (ierinn- 
sei  des  Siebr«ilirpnsafies  ist  nicht  mehr  so  dicht,  wie  lieini  Be- 
ginne der  Obliteration,  z.  B.  Fig  38.  (675.) 

Fig.  44.  Kochm;*f»'i  i.il.  Obliterinnide,  völlig  entleert»'  Sicliröhrr  mil  »lallus- 
pubtci  tl  iiai  h  (l«Mi  <  iclcitzellen  zu.  Wek  hc  V  eiaaderuugeii  der 
Inhalt  dun  li^emai-lil  hat,  ist  nicht  sicher  zu  bestimmen,  wabr- 
scbeialicb  ist  aber,  dass  er  nach  der  sweiten,  im  Tett  gescbil" 
derten  Weise  obliterirt  ist.  Im  andern  Falle  mUssle  das  Lumee 
der  Rttbre  bereits  stark  verengt  sein.  (676.) 
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Flg.  4S.  Kocbmatcrial.  Obliteiirende  SfebrOhre,  deren  Saft  geschwunden 
ist,  der  Waodbeleg  mil  Schleimlropfen  hat  sich  noch  erhalten« 
Die  schematische  Siebplatte  ist  noch  wenig  verändert.  Zweiter 
ModQS  der  Obliteration.  (675.) 

Fig.  49.  Kochmaterial.  Obliterirendc  Siebröhre  mit  grobkörnigem  Gerinnsel 
des  Saftes  und  staric  cailüser  Platte.  (675.) 


Tafeln. 

Fig.  44.  Cucurbita.  Obliterirende  Siebröhren  nach  Einwirkung  von  Alkohol. 

Wie  Fig,  19.  Ans  den  hypodmeralen  Siebrtfhrennetc einer  jungen 
Frücht,  welche  an  der  Pflanie  nngefUhr  drei  Stonden  lang  in 
Alkohol  untergetaucht  gewesen  war.  Die  Anordnung  des  Schlei- 
mes zeigt,  das-i  »«ine  stärkere  Strömung  der  Gerinnunji  des  Sieb- 
röhrensaftes vorausgegangen  war.  Schwefelsaureglycerioprapa- 
rat.  '675.; 

Flg.  45.  Cucurbita.  Siebröhre  aus  der  Wand  einer  luiiL-en  Frucht,  woh  he 
an  der  Pflanze  abgebruht  worden  war.  Der  Inhalt  war  auch  hier 
vor  der  Gerinnung  in  Strömung  versetzt  worden ,  wie  die 
schwachen  Schiaachköpfchen  anzeigen.  Die  Siebröhre  stand  im 
Anfange  der  Obliteration,  nngeftthr  anf  demselben  Sladinm  wie 
in  der  bei  Fig.  44  besprochenen  Fracht  Schwefelsäareglycerin* 
präparat.  (675., 

Fig.  46.  Ecbaliium  Elaleriuni.  Obliterirende  Siebröhren  mit  Schleim<;(rnng 
ausdem  Mittelnerv  eine«  gelblichen,  am  St.October  untersuchten 
Blattes;  lebendes  .Material.  Nicht  alle  Stebplatteo  sind  stark- 

callos.  200.^ 

Hg.  47.  Ecballiuni  Eiatenum.  Obliterirende,  ^chlelme^^uiUe  öiebrohre  aus 
dem  oberen  Siebtheil  eines  feinsten  Maschenbündels.  Von  dem- 
selben Blatt  wie  Fig.  46.  (570.) 

Fig.  48.  Cucurbita.  Active  Siebrühre  mit  Geleitzelle  nach  Behandlung  mil 
concentrirter  Scbwefelstlure  und  Anilinblau.  Das  Gerinnsel  des 
Siebröhrensa  fies  ist  in  zahlreiche  gegen  die  Geleitzelle  gerichtete 
Fortsütze  ausgezogen.  Kochmaterial.  (675.) 

Fig.  49.  Cucurbita.  Kochmaterial,  nach  Anwendung  der  Russovschen 
Queliungsmethode.  Zwei  benachbarte  Siebruhren  sb]  mit  zahl- 
reichen Siehfpldcrn  in  der  <\e  trennenden  Wand  (tüj.  Diese  von 

feinen  Verbindungsfaden  (iurf'h«5pfzt.  673.' 

Fig.  50.  Cucurbita.  Kochmatertal.  Dicker  Querschnitt  durch  einen  Sieb- 
theil, mit  concentrirter  Schwefelsaure  behandelt.  Alle  Canihi- 
formzellen  stehen  durch  feine  Protoplasmafliden  m  Communica- 
tion,  sind  aber  weder  milden  Siebi^hren  {sb]  noch  mit  den  Ge- 
leitzellen ige)  verbanden.  (675.) 

Fig.  si.  Cucurbita.  Kochmaterial  nach  Anwendung  der  Rt;ssow'schen  Quel- 
lungsmethode. Das  Gerinnsel  des  Siebrdbrenlnbaltes  zeigt  zahl- 
reiche haarfeine  Fortsätze  nach  der  Geleitzelle  zu,  bei  einigen 
derselben  war  deutlich  zu  sehen,  dass  sie  mit  dem  Protoplasma 
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der  Geleitielle  zusammeohBogeo.  Unlerbalb  derselben  grenate 

die  Siebröhre  an  Cambiförtn,  die  Verbinduogsfäden  fehlen  diesem 

gegenüber.  Die  Zeichnung  stellt  gleichzeitig  einen  Schlauchkopf 
aus  Kochmalerial  vor  und  zeigt,  dass  auch  in  der  !eben(1<"n 
Pflanze  «lolche  Bildungen  gelegentlich  entstellen,  v^ie  laickk  aua 
dem  Verhalten  bei  der  Verletzung  schon  ergiebt.  (SOO.] 

Flg.  52.  Cucurbita  (Kochmaterial).  Querschnitt  durch  eine  noch  geschlossene 
Siebplatte,  die  Calluspltittchen  ca  zeigend,  welche  durch  Resort 
ptioD  der  sie  trennenden  Tttpfelwand  bereits  einander  sebr  oabe 
geracktsind.  (iSttO.) 

Fig.  (3.  Cocnrbita  (Koebmateriel),  Junge  Querwand  {tnktknflige  Siebplalte; 

vor  dem  Sichtbarwerden  des  Callne.  Sine  sebr  schwacbe,  an- 
regelmBsaige  Ttkpfelnng  isl  angedeutet.  (4iOO.) 


I 


Digitized  by  Google 


Digiti^uG  Uy  Googl 


Google 


et  ai  >H>  ix>  «'      '  ÄV»  /*r 

'  ¥ff^ch  y.  £in,'e/rufYt  C^simmtwirkang  ini  OJO   €  3ÜÜ. 


¥§ni^  y.fift  0.16.  Oben,  hiht  in  Etnhetl  rof>2' 
Sirtfkffä  K  S.  i^fsä  Wm  malh  phtfi  Cl 


Digiti^uG  Uy  Google 


1(1'  A%ii '  '  »«v*  »t.- 


i 


Digiti^uG  Uy  Google 


uiyili^Oü  by  Google 


/>  4i>  ^>  A'  r<v  /r>'  •«.'  wr» 

,  Vffsuth  yimrefcifnfe  CfSimmtmurkuitQ  ini  C.W   £  JOÜ 


¥mifeh  f^//tt.  6.10.  Utvn.  hthe  m  Eftiheit  rtt»  Z ' 


Digili^uG  Uy  Google 


7rV 


Digiti^uG  Uy  Google 


Digiti^uG  Uy  Google 


.   A»' 

 '»  W 

_._  fl» 

  »/' 


l'fwi^fA       ß^*^  ^^^/x  Mse  in  Einhiti  ^ft  Z 

*=trr::v::-   


i  i 

W  itO  *>  w 

Vfrsueh  Y.  £iniilet>rffeo  Cessmmtwlriifng  tnl  C.W. 


Kl' 


4'"P 


4ht 


Vfrsüch  y  int  0  ZO  [initkunrfr  Utfi  ^ 


/•  $  ß  K  tfi  ap 

i^wM  Y  ttnOfO  £ifiiekffri*Pt»  üb^n  ruhe  if>  Ein  h§!t  ycn  7 


r4t'titbtf ./.  K  S  »<b  */  Wiss.  malh  pbi*^  tl  w*» 


Digiti^uG  Uy  Google 


Tafh 


^  Ä  ^' 


44 


■\ 

% 

■ 

*.  .  . 

1 

i 

'r 

int '9t  r-fS? 


,1^  «c' 


M  «4 


i  1 
71 


I 


l  //■ 


/ 


Hi  f. 

/H'T 


/ 


■ 


/ 


/ 


■ 

I 

■ 

I 


T 

I 

t 

1» 


I 
I 
■ 


Digiti^uG  Uy  Google 


rtt*'";'  im  Ifta. 


Digili^uG  Uy  Google 


lffffU((iU  Ifttn  Pulst  K^fakttt  ttut  tiH  i  iit 


H'--.,-h:f  li  K  S  firi.  <i  Alis.  müUi  r>hii\  ( l  Iü6$ 


Digili^uG  Uy  Google 


Digili^uG  Uy  Google 


ffffnc»  ii  tftm  Pulse  «A  ftaitu  t$»  t  tut  4ol 


H<---'.-h:f  »i  K  f!  (its  ä  H'iSi.  mahl  /■n;^i '  I  i.-iät. 


Digiti^uG  Uy  Google 


Digili^uG  Uy  Google 


^  j,  '  M^bandiunn  von  turm  i  ,>t/ 


Digiti^uG  Uy  Google 


Digili^uG  Uy  Google 


miUi  Etm^c  Grrnjc 
SOn  ,     


_  _    X  - 


,/  jiJ  A>     1»  ,V  Ii.  fl"  Mt>     "  »' 


 "ini  Q;ö. 


l'f^iii:h  }  4>fwr«"*r»  "«•,..;  .-.r;!-.  ur',fj;  f 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


Tafel  I. 


Digitized  by  Google 


Ta/t/  //. 


.  4 


\  1 


1 

•1 


cu 


\  1 1 
■  \\ 


r 

f  f 


''  '  / 


1 1 


I 


I 


N 


7  r 


Digitized  by  Google 


SITZUNG  AM  25.  OCTOBER  iS86. 


BQfplnifl  He,  Bemerhmgen  gu  v.  HelmkoUs^  Arbeit  Über  die 
Thatsachen,  die  der  Geometrie  9U  Grunde  liegen, 

Helmhali»'  barobiDte  Arbeit  »ttber  die  Thateaoheii ,  die 
der  Geometrie  itt  Grunde  liegen«  behaDdeltein  Problem,  welobes 
mit  der  Deneren  TbeoHe  der  TranaformalioDflgruppeii  im  eng- 
sten Zuflammenhunge  stebt.  Von  Klein  «nfgeforderi  bebe  icb 
daher  versacht,  auf  dieses  wichtige,  wenn  aueb  specielle  Pro- 
blem die  Methoden  meiner  Transformaticmslheorie  ansuwenden. 
Dab^  bin  ich  su  der  Ueberteugung  gekonmien,  dass  die  bahn- 
brechenden Untersncbttngen  von  v.  Helmholts  doch  noch  nicht 
als  das  lotste  Wort  Ober  diesen  Gegenstand  au  betrachten  sind. 

Einmal  nfimllch  enthSlt  die  HelmhoitE^sche  Deduetion  eine 
Lttokoi  welche  allerdings,  jedenfalls  Ittr  drei  Dimensionen,  auf 
das  Endergebniss  keinen  Einfluss  ausübt;  es  hat  mir  jedoch  nicht 
gelingen  wollen,  diese  Ltickemitdenselbeii  einfachen  analytischen 
Mitteln  auszufüllen,  mit  denen  y.  Helmholla  in  seiner  Arbeit 
anskonunt. 

Andererseits  glaube  ich  bewiesen  su  haben,  dass  in  RMumen 
von  drei  Dimensionen  das  Monodromieaziom,  weloheabei  v.  Helmr 
hoUz  eine  so  grosse  Rolle  spielt,  entbohrlicli  ist,  wenn  man  sein 
Axiom  der  freien  Beweglichkeit  in  natui^emüsser  Weise  deutet. 

Endlich  halte  ich  es  für  sweckmassig,  die  Helmholtz'sehen 
Axiome  durch  andere  zu  ersetzen,  welche  mir  einfacher  er- 
scheinen. 

Allerdings  sind  die  Untersuchungen,  die  mich  zu  diesen 
Resultaten  geführt  haben,  in  Vergleich  mit  den  Helmhollz'schen 
weitläufig  uod  erfordern  längere  Rechnungen.  Icb  werde  mich 
daher  hier  darauf  beschränken,  meine  vorhin  angedeuteten  Re- 
sultate etwas  ausführlicher  auseinanderzusetzen,  um  ihren  Sinn 
mÜgUchst  klar  zu  stellen.  Dabei  halte  ich  mich  ebenfalls  in  Räume 
von  drei  Dimensionen. 

Alle  Bewegungen  des  dreifach  süflgedehnten  Euclidischen 

lblk.^fe|i.  OlsH«.  1886.  Sa 
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oder  Nichteuclidiächcu  U  imues  werden  dargestelit  durch  drei 
TraDsformatioDSgleicbuuge  u 

in  denen  a^a^  . . ,  Parameter  sind.  Giebt  man  diesen  Parametern 
baslimmte  Wertbe,  so  erhält  man  eine  besUmmte  Bewegung,  bei 
welcher  jeder  Punkt  xy  zdie  neue  Lage  JV|  annimmt.  Re* 
finden  wir  uns  z.  B.  im  Eudidischen  Räume,  und  betrachten 
ayxais  Cartesische  Goordinaten,  so  sind  die  drei  Funotionen  /*, 
q>  und  tf}  linear  in  x  y  s.  Bedient  man  sich  dagegen  anderer 
Coordinatensysteme,  iso  erhüH  der  analytische  Ausdruck  für  die 
Bewegungen  des  Eudldiaohen  Raumes  im  ADgemeinen  eine 
nicht'lineare  Form« 

Das  Problem,  welches  sich  v.  Helmholtz  in  der  cUirten 
Arbeit  gestelll  liat,  iel  nun  im  Wesentlichen  folgendes.  £r  soobt 
solche  Eigenschaften  des  analytischen  Ausdruckes  der  Beweg- 
ungen, welche  von  der  Goordinatenwahl  unabhängig  sind  und 
welche  diese  Schaar  von  Transformationen  des  Raumes  in  mög- 
lichst einfacher  Weise  obarakterisiren.  Die  von  v.  Heimholt! 
gewählten  Eigenschaften,  welohe sowohl  den  fiuclidtsohen  wie 
den  Nichteuclidischen  Bewegungen  sukommen,  lassen  ewfai  soviel 
ich  sehe,  folgendermassen  resnmiren. 

Erstem  :  Die  Functionen  /*,  (p  und  ip,  welche  in  den  be- 
treffenden Transformationsgleiofaungenauftreten,8indimalyii8cbe 
Functionen  ihrer  Argumente. 

Zweitens :  Zwei  Punkte  und     y^  %^  liaben  jeder 

Bewegung  gegenttber  eine  Inyariante 

Ü  [x,  y,  3,     y^  z^i  , 

ihre  Entfernung  iu  der  gewöhnlichen  Spraclivs eise .  Im  Eudi- 
dischen Räume  bei  Anwendung  rechtwinkliger  Coordiuaten  hat 
diese  invariante  hckauntlich  die  Form 

Als  dritte  Eigenscluifl  wühlt  v.  lieimholu  die  freie  Beweg- 
lichkeit des  betreffenden  Haumes,  welche  er  folgendermassen 
definirt.  Ein  jeder  Tunkt  des  Baumes  kann  in  jeden  anderen 
übergehen.  Wird  ein  Punkt  x^    \  festgehalten,  so  kann  jeder 
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ijodere  Punkt  5,  noch  alle  Lagen  x  y  z  annehoien,  welche 
äne  Gleichung  befriedigen,  nämlich  die  GleicbuDg: 

Werden  zwei  Punkte  s^  und  x^  st^  festgehalten,  so  kann 
jeder  dritte  Pnnkt  x^  noch  alle  Lagen  annehmen»  welche 
dardk  die  beiden  Gleichungen 

n[xysx,y,  3j  =  Q  [x^  y,  z^  x,  z^) 
ß(x  y  z         3,)  =  ß  (x,  j/j  5,  X,  y,  «J 

definiri  werden.  Werden  endlich  drei  Punkte  feslt^ehallen,  so 
sind  die  inöirlichen  Laeen  eines  viei  tcn  l'Li[iktes  durch  drei  ana- 
löge  Gleichuugen  bestiruinl.  In  diesem  VA\v  bleiben  alle  Punkte 
des  Raumes  fest,  ausj^enommen  wenn  der  Punkt  x,  den 
beiden  ersten  Punkten  gegenüber  eine  specielle  I^a  hat. 

Endlich  viertens  legt  v.  Helmholtz  dem  Haume  noch  die 
folgende  Eigenschaft  ausdrücklich  bei :  Wenn  ein  fester  Körper 
sich  ohne  Umkehr  um- zwei  in  Ruhe  befindliche  Punkte  dreht, 
80  fkihrt  diese  Drehung  sehliesalieh  in  die  Anfangslage  zurOok. 

T.  Helmholtz  baliaaptet  auadrttakUchy  dass  diese  letzte 
Eigenseliaft  —  die  Monodromie  dea  »-&cli  ausgedehnten  Raumes 
—  keine  Gonsequens  der  drei  zuerst  genannten  ist;  doch  bringt 
er,  ausgenommen  fdrn  ss  2,  keinen  Beweis  für  die  Richtigkeit 
leiner  Behauptung. 

Um  nun  nachzuweisen,  dass  die  vier  von  ihm  aufgestellten 
Eigenschaften  für  die  Euclidischen  uod  Nichteuclidischen  Be- 
wegungen charakleristisch  sind,  sucht  v.  Helm  holt/  überhaupt 
alle  Systeme  von  Transformationsgleichungcu  zu  besltüimen, 
weiche  diese  Eigenschaften  besitzen.  Wie  ich  schon  oben  gesagt 
äabe,  scheint  es  mir,  dass  seine  Durchfüln  ung  dieser  Bestimuiung 
eine  Lücke  enthalt.  Wii-d  nämlich  ein  Punkt  von  allgemeiner 
Lage  feslüchaitea,  so  sind,  wie  v.  Helmholtz  zeicf,  n(3(  Ii  unendlich 
viele  unendlich  kloine  Bewegungen,  d.  h.  Transformationen,  müg- 
lich.  Jede  solche  Bewegung  lasst  sich,  wenn  man  den  festen 
Punkt  zum  Coordinatenanfange  wtthlt,  durch  Gleiehungen  von 
der  folgenden  Form  definiren; 

i^^a^x-^h^y  ^  c^z  ... 

If  

i8* 
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Die rachteo  Seiten  einddabeiuiieiiiiUcliePbteiureihen  nach  ocy  Zm 
Es  ist  DHU  a  prior!  selir  gut  denkbar,  dass  es  unter  den  hier- 
durch dargestellten  unendlich  kleinen  Bewegungen  solche  giebt, 

in  deren  Heihenenlwickelunt^en  die  Glieder  erster  Ordnung 
sämintlich  fehlen,  und  insbesondere  ist  es  denkbar,  dass  dies  bei 
allen  Bewegungen  um  den  festen  Punkt  eintritt,  die  iiuch  noch 
einen  benachharteu  Punkt  invariant  lassen.  Bei  solchen  unend- 
lich kleinen  F^ewesunpen  w  ftrden  dann  alle  dem  Coordinatenau- 
fange  unendiidi  beiuu'tdiarten  Punkte  in  RuJie  Ideiben,  wenn 
man  von  infinitesimalen  Grössen  zweiter  Ordnung  absieht.  Diese 
Möglichkeit  wird,  soviel  ich  sehe,  von  v.  Helmholtz  jedenfalls 
niclit  hinlänglich  berücksichtigt.  Ich  möchte  daher  fragen  :  Ist 
es  wirklich  so  sellistyerständlich,  dass  die  Goefficienten 
niciit  gleichzeitig  verschwinden  kdnnen,  wenn  unsere, Transfoi^ 
matiensgieiciittngen  die  betreffenden  eben  verlangten  Eigen- 
schaften besitzen? 

Meine  sweite  Bemerkung  besieht  sieh  auf  das  Axiem  der 
Monodromle.  Hier  muss  ich  vor  allen  Dingen  herverheben,  dass 
aolehe  TVansformationsgleichungen,  welche  v.  Heimholte*  drei 
erste  Axiome  befriedigen,  nothwendigeine  oontinuirliche  Gruppe 
bilden«  Der  Begriff  Gruppe  kommt  aber  bei  v.  HelmhoUt  nidM 
expllcite  vor,  und  doch  ist  gerade  die  Gruppen  ei  gen  schaft  der 
Transforniationsjileichungen  von  der  grössten  Tragweile;  sie  ist 
an  und  für  sich  schon  eine  gewaltige  Beschrünkuug  der  mög- 
lichen FJtlle. 

Um  nun  /II  iintei  s(  beiden,  ob  die  Monodroraie  eine  Conse- 
<|nen7  >on  den  drei  ersten  EigenscbfitU  n  ist.  innss  man  zunächst 
die  KiLienschaft  der  freidi  oul it-hkeil  gon.'iiKM*  prffrisireii. 
Man  kann  sich  nJlmlich  entweder  damit  begnügen  zu  verlangen, 
dass  die  freie  Beweglichkeit  ftlr  Punkte  von  allgemeiner  gegen- 
seitiger Lage  bestehen  soll;  man  kann  dagegen  auch  die  weiter- 
gehende Forderung  stellen,  dass  die  freie  Beweglichkeit  inner- 
halb eines  gewissen  Bereidies  ausnahmslos  gilt. 

V.  Helmholtz  hat  nun  zwar,  nach  dem  Wortlaute  seiner  Aus- 
einandersetzungen zu  urtheilen,  wahrscheinHcherweise  gewollt, 
dass  seine  Forderung  der  freien  Beweglichkeit  innerhalb  ein« 
gewissen  Bereiches  ausnahmslos  erfttUt  sein  sollte.  Gleichwohl 
schien  es  mir  zweckmlisaigi  auch  einoial  die  Voraussetzung  n 
Grunde  zu  legen,  dass  die  freie  Beweglichkeil  nur  für  Punkte 
von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  stattfindet.  Unter  dieser 
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Aaimimie  habe  ich  daher  alle  Gnippen  Yon  Transfonnationsglei- 
cbongen  beatimmty  welobe  die  drei  ersten  der  froher  aufge- 
stellten  FordeniDgen  befriedigeo. 

Avsaer  den  Gruppen  der  Euclidisohen  und  der  NichleuoH- 
dachen  Bewegungen  ergaben  sich  da  noch  mehrere  verschte* 
dene  Gruppen,  unter  denen  zwei*)  sogar  je  einen  wesentlichen 
Parameter  enthalten.   Diese  hinzutretenden  Gruppen  genügen 
aber  der  Forderung  freier  Beweglichkeit  nicht,  wenn  man  diese 
Furderuug  auf  alle  Punkte  eines  beliebig  kleinen  Bereiches  er- 
streckt.   Bei  jeder  dieser  Gruppen  wird  nrimlich  der  Raum  in 
eine  Schaar  von  oo*  Curven  zerlegt,  deren  Inhegriti  jedesmal 
bei  der  Gruppe  invariant  bleiltl,  während  die  einzelnen  Curven 
der  Schaar  untereinander  vertauscht  werden.  Aber  noch  mehr. 
Halt  man  einen  Punkt  des  Raumes  fest,  so  bleibt  nicht  allein  die 
hindurchgehende  Ci*rve  dieser  Schaar,  sondern  auch  jeder  «n- 
aedie  Punkt  der  betreffenden  Curve  bieibl  m  Buhe»  An  einer  an- 
deren Stelle  werde  ich  hierauf  genauer  eingehen.   Man  kann 
vielleiehl  darüber  alreilen,  ob  die  Monodromie  eine  Gonsequens 
der  drei  ersteo  Axiome  ist  oder  nicht.   Sie  ist  jedenfolls  eine 
GoDseqnenZy  wenn  man  in  das  Axiom  der  freien  Beweglichkeit 
aasdrtlcklich  hineinl^t,  dass  die  oo*  Pankte  des  Baumes  sioh 
nieht  derart  in  oe*  Sohaaren  vertheilen  lassen,  dass  alle  oo* 
Pnokte  einer  solehen  Sehaar  stets  gleiehieitig  in  Buhe  bleiben. 

leh  komme  jetzt  zu  meiner  dritten  Bemerkung,  auf  wekhe 
ich  das  Ilaupigewicht  legen  möchte.  Es  ist  mir  gelungen  und 
zwar  durch  ziemlich  einfache  Betrachtungen  zu  bewei  sen,  dass 
die  Transformationsgleichungen  der  Euclidiscben  und  Nicht- 
enclidiscbcn  Bewegungen  des  dreifach  ausgedehnten  Raumes 
sich  in  der  folgenden  einfachen  Weise  charaklcrisiren  lassen : 

Erstens.  Sie  bestimmen  citio  roniiiiiiiriiche  Transforma- 
lioDsgruppe  eines  dreifach  ausf:(Ml(  hnten  Baumes. 

Ztoeitens.  Bei  dieser  Gruppe  iindet  freie  Beweglichkeit  in 
dem  folgenden  Sinne  statt :  Hält  man  innerhalb  eines  gewissen 
Bereiches  einen  beliebigen  Punkt  und  gleichzeitig  ein  beliebiges 
hindurchgehendes  Linienelement  fest,  so  ist  immer  noch  conti* 
nuirliche  Bewegung  moL'lich.  Hält  man  dagegen  nicht  allein 
einen  Punkt  und  ein  hindurchgehendes  Linienelement,  sondern 


I)  Die  beidin  In  Texte  besprochen  Gnippen  sind  llbrigena  mit  ein 
Inder  dnrah  eine  imnsinare  TransformaUcn  iiinUeh. 
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zugleich  ein  FlachenelemeBt  fest,  welches  sowohl  durch  den 
Puokl  als  durch  das  Lioienelemeot  gebt,  so  ist  keine  oontinfiir- 
liebe  Bewegung  mehr  mttglich. 

Bs  ist  mir  femer  dureh,  soviel  ich  sahe^  strenge  wann  auch 
nicht  gerade  karse  Entwickeliüigen  gelungen ,  aneh  fflr  Räume 
Ton  mehr  als  drei  Dimensionen  su  lieweisen ,  dass  die  Sdiasr 
der  Euclidischen  bes.  Niehtanclidiseban  Bawagiingen  sieh  in 
gans  analoger  Weise  oharakterisiren  Ittsst. 

Bei  den  vorhergehenden  Entwickelungen  habe  ich  ange- 
nommen, dass  die  Tran.slormdtionsgleiehungeD  (i]  in  den  vor- 
komineudon  \  ariabeln  analytisch  sind.  Lässt  man  diese  Vor- 
aussetzung: r.iüpn  nnd  setzt  nur  voraus,  dass  die  betreffenden 
Functionen  contiDuirlich  sind  und  eine  gewisse  endliche  An- 
zahl Diirerentialfjiiotieiiten  besitzen,  so  bleibt  die  Methüde, 
welche  ieii  i)ei  meiner  Discussion  der  v.  Hei  mhol  t  z'sehen 
Axiome  angewandt  habe,  nicht  mehr  gültig.  In  diesem  Falle 
wage  ich  daher  nicht  zu  behaupten,  dass  die  besprochene  Lflcke 
in  V«  Helmholtz's  Deduclion  ohne  Einfluss  auf  das  Resultal  iii, 
nodi  weniger,  dass  sein  Monodromieaxiom  eine  Conseqneu 
seiner  anderen  Axiome  ist. 

Lege  ich  meine  beiden  Axiome  zu  Gmnda,  so  kann  ich,  wie 
ich  glaube,  streng  beweisen,  dass  die  betreffende  Gruppe  aoeli 
in  diesem  Falle  einen  quadratischen  Ausdruck 

t 

invariant  lasst,  dass  also  fortwährend  ein  Bogenelemeot  in 
R  i  e  m  a  n  n *  sehen  Sinne  existirl. 
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A.  Mayer,  Die  beiden  allgemeinen  Sätze  der  Variationsrech^ 
nung,  welche  den  beiden  Formen  des  Princips  der  kleinsten  Action 
in  der  Dynamik  entsprechen. 

Bekanntlich  ist  die  Fassung,  welche  Lagrange  dem  Princip 
der  kieinslen  Action  gegeben  hat,  ungenau  und  auch  aus  seinem 
Beweise  des  Salzes  geht  nicht  unmittelbar  hervor,  wie  er  dasselbe 
verstanden  liabe.  Jedenfalls  aber  hangt  in  Zweck  und  Form  sein 
Princip  aufs  Engste  zusammen  mit  dem  von  Hamilton.  In 
iiiciner  Antrittsvorlesung*)  war  ich  daher  zu  der  Vermuthuni; 
gelangt,  dass  der  Satz,  den  Lag  ränge  im  Sinne  gehabt,  kein 
anderer  sein  dürfte,  als  eben  das  H  aniilton'sche  Princip*).  Ich 
hatte  aber  damals  eine  Note  von  Olinde  Rodriguos  Uber  die 
Ableitung  der  Dififerentialgleichuni^t  n  der  Bewegungen  aus  dem 
Princip  der  kleinsten  Action')  übersehen ,  auf  die  allerdings 
schon  der  Herausgeber  der  dritten  Auflage  lior  Mt  ranique  ana- 
lytique  verweist,  aber  ohne  Angabe  des  Titeis  und  an  einer 
Stelle*],  die  ich  nicht  mehr  auf  den  eigentlichen  Beweis  des 
Princips  bezog.  In  diesem  bemerkenswerthen  Aufsatze  wird 
zum  ersten  Male  bestimmt  gesagt,  dass  man  beim  Lagran  ge- 
sellen Pi  iiicip  nothwendig  auch  die  Zeit  selbst  mit  variiren 
mUisc.  Das  ist  nun  vom  Standpunkte  der  Dynamik  aus,  in  der 
man  ja  immer  nur  Varidlioueu  aub  der  augenblicklichen  Lage 

I)  G«iehioblfl  6m  PriocifM  der  kietotteii  Aotkw.  Lei|Hdg,  Veit  &  Co. 

f)  Uebrigens  hat,  wi<  k  h  erst  nachlrägiich  aus  Todhunter's  Uistor)* 
üf  Ui6  Caicuius  of  VariatioQs  p.  354  und  p.  48i  erfabreu  habe,  bereits 
OstrogrAdsky  imWesoDtUolwii  dio8alb«Aiitlobtv«rtre4eD,  indem  er  dto 
JLagirasge'tclM  fiobüiaiiMite  für  lugim«  ^{Itrt  und  Maaptet,  dfs 
PriPGip  d«r  Uiliittan  Aottoo  mttae^  durdi  die  Bedingung 

wiedergegeben  werden. 

8)  Corrr^pondance  sur  rEcole  PolytecliDiqne  t.  III  p.  459. 
4i  t.  I  p.  i84. 
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des  betrachteten  Punktsystems  zulässt,  etwas  so  UDgewohnl«s, 
dass  ich  frttber  an  diese  Möglichkeit  gar  nicht  gedacht  hatte.  So- 
bald man  aber,  unter  Yenicfat  auf  eine  rein  dynamische  Deutung, 
nicht  bloss  die  Goordinaten  der  Punkte,  sondern  zugleich  auch 
die  Zeit  variirt,  wird  sofort  aueli  der  Punkt  verständlich ,  der 
in  der  L»gran|| ersehen  Ableitmig  stets  das  grOsste  Bedenken 
verursachte,  erkUirt  es  sich  nämlidi,  wie  die  Gleichung  der  le> 
l>endigeD  Kraft,  wenn  man  sie  als  Bedingungsgleichung  vor- 
schreibt, doch  die  Variationen  der  Goordinaten  ganz  unbeschrankt 
lassen  kann,  und  man  erkennt  dann,  was  suerst  wohl  von  Herrn 
Th,  Sloudsky  ausdraoklich^  jedoch  ohne  Beweis  hervorgehoben 
worden  ist  dass  die  J  aoobi'sobe  Behauptung,  nach  welcher 
man  im  Prinoip  der  kleinsten  Aetlon  nothwendig  auc  dem 
Actionsintegrale  die  Zeit  mittelst  des  Saties  der  lebendigMi  Kraft 
elimintren  müsse»  nieht  sutreffend  ist,  dass  vielmehr  nä»ea  und 
mit  der  Jacob  i*scben  Form  gleichseitig  noch  eine  zweite,  gleidi- 
berecbiigie  Form  des  Princips  der  kleinsten  Action  ezistirtt  und 
dass  es  eben  diese  swaite  Form  and  nicht  das  Hamilton'sehe 
Prinoip  ist,  welche  La gr enge  nur  ungenau  formulirt,  aber 
richtig,  wennaueb  entschieden  nicht  mit  der  gewohnten KMieit, 
beweist'), 

leb  habe  nun  im  sweiten  Bande  derMathem.  Annalen(p.443) 
den  allgemeinen  Sali  der  Variationsreebnung  angegeben,  der 
als  specieUen  Fall  das  Jacob  i'sche  Prinoip  der  kleinsten  Aetion 
urofssst.  Üm  frabere  Irrthttmer  su  beriohtigeD,  und  weil  icb 


1)  NouvellM  AnnslM  de  iDatMnialiqaes  (t)  XVUl  p,  ISS. 

2)  Vorlesungen  über  Dynamik,  p.  44. 

3  Damit  %vprdon  zugleich  auch  die  Einwürfe  hinfällig,  die  ich  im 
Jahrbuche  über  die  Fortschritte  der  Mathematilc  Bd.  III  p.  474  gegen  die 
Serret 'sehe  Ableitung  de«  Princips  dtr  tcleiosten  Action  (Mömotre  sur  le 
principe  de  la  moindreaelion»  Bulletin  de»  sciences  math^m.  4874)  erhoben 
haha.  Oegegen  ist  seine  Umformung  der  zweiten  Variation  nicht  richtig, 
oder  zum  Mindesten  nicht  rirhtii'  hrwicsen.  Denn  Serrct  bestimmt  die 
l'nhf^kannlen  dieser  Transformation  nur  aus  einem  Theile  der  dafür  er- 
haltenen Differentialgleichungen  und  nimmt  (1.  c.  p.  410)  ohne  Weiteres  an, 
dass  es,  am  die  übrigen  Dlllbrentialgleiohiingen  sa  beTHedlgen ,  geniige, 
dleselbeo  nur  fllr  f  ^  1«  lu  erlttllen,  was  doeh  mir  dann  richtig  ist»  wenn 
diese  übrigen  Gleichungen  particulMre  Integrale  der  ersteren  wHren.  Dass 
er  trotzdem  sjpäter  bei  seinen  Anwendungen  nuf  den  Fall  n  =  %  nicht  zu 
falschen  Resultaten  gelangt,  rührt  einfach  davon  her,  dass  jene  nichter- 
füllten Differentialgleichungen  sich  überhaupt  nur  dann  einstellen,  wenn 
n  >  ist. 
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glnibe,  dass  die  Hauptpunkte  viel  besser  hervortreten,  wenn 
nan  alle  dynamischen  Betrachtungen  gans  bei  Seite  lüasl,  sei 
es  mir  geglättet  in  zeigen,  wie  aneh  dieser  allgemeine  Salts  selbst 
tweter  ▼eraohiedener  Formen  fthig  ist  und  damit  sowohl  die 
Jaeobi*8che,  als  auch  die  L  a  g  r  a  n  ge*sche  Form  des  Principeder 
kleinsten  Ac^on  in  sieb  elnsdiliessl.  Was  dagegen  das  Werth- 
▼erWtniss  dieser  beiden  Formen  anbetrifft,  so  moss  ich  meine 
frohere  Bebauptung  vollständig  aufrecht  erhalten,  dass  nämlich 
Durdie  J a  c  o b  i 'sehe  Form  wirklichen  Nutzen  gewährt,  insofern 
sie  lehrt,  dass  sich  auch  die  Bestimmung  der  Balinen  eines  jeden 
PuüklsysteDQS ,  dessen  Bewegung  dem  Satze  der  lebendigen 
Kraft  gehorcht,  direct  auf  ein  Problem  der  VariationsrecIjLiung 
lurückfuhren  lässt,  wogegen  die  La gra  uge'sche  Fojm.  we  lche 
sich  auf  die  Bewegung  des  Punktsystems  selbst  bezieht,  nur 
\m  bpschrHnktem  Maasf^f  das  leistet,  was  das  Harn  i It  on'sche 
Princip  weitaus  klarer,  einfacher  und  naturgemässer  erreicht  i). 

Es  handelt  sich  im  Foli^cndtMi  hn\ipts8chlich  darum,  den 
gegenseitii^en  Zusammenhang  zwischen  zwei  verschiedenen  Pro- 
Momen  der  Variationsreohnung  aufzudecken,  in  denen  /'stets  ein 
und  dieselbe  gegebene,  von  t  freie  Function  der  n  unbekannten 
Functionen  q^,  *  •  •  4W  ^  ihrer  ersten  Differentialquo- 
tienten q\,  . . .  9  «I  beieichnet.  Die  erste  dieser  beiden  Aufgaben 
ist  das  folgende 

Problem  I,  Vhier  allen  Functionen  q^,  .  •  *  von  die  in 
den  beiden  geg^fenen  Grenzen  f  a  0  md  i^t^  gegebene  WerAe 

\)  In  der  ersten  seiner  beiden  fundamentalen  Arbeiten  über  eine 
aiigemeine  Methode  in  der  Dynamik  {Philosoph.  Transact.  1834,  Part  II 
p.  147 — 308)  hält  sich  Hamilton  noch  an  das  L  a  g  ra  n  ^;  e  sehe  Princip 
der  kleinsteü  Action  (vgl.  1.  c.  p.  iai)  und  das  Aclioasintegrai  liefert  ihm 
■nntltallMff  leiiie  ^kairaia^riitiUche  ^metkm  F.  Von  dieser  tos  gelangt  er 
Vit  am  Schinne  {p.  107)  durch  Traosftnrmatlmi  an  Miner  Mic^Mi^/tmctfoii 


welche  er  dann  seiner  zweiten  Abhandlung  ;Philos.  Transact.  1835  P.  I 
p.  91  ru^  zu  Grunde  legt.  In  dieser  spricht  er  sein  Princip  tfii  =  0  nur 
gauz  liurzam  Schlüsse  von  Nr.  4  aus.  ohne  ihm  einen  besonderen  Namen  zu 
^ben.  Doch  auch  hervorzuheben,  dass  dasselbe  wesentlich  verschieden 
^  dem  Lagrange'aclMii  Macipe  Ist.  Haa  tot  JadaoMla  dar  Omiid, 
wMhalb  man  nicht  selten  («o  i.  B.  Grelle  J.  400  p.  4  BS)  den  Namen  Priocip 
kleinsten  Wiitong  saradeiu  lllr  das  Hsmllton'aeha  Princip  selbst 
lAnncbtMet 
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,  ...  %  und  6| ,  ...      besHsettf  äi^enigm  gufinden^  ßtr 

dJ^fdt^O 

wird, 

DiffereiiltalgleicluaBgBii 


Das  Pi'oblem  ist  also  mdglich  und  bestimml,  so  oft  die  Deter- 
minante 

die  TolUtttndigen  LtfsttDgeD  der  n  DiffereniiaJigleiobmig«!»  (4) 
enthalten  dann  gerade  SfiwUlkttrlicheGonstanten  und  diese  lassen 
sidi  (wenigstens  solange  man,  wie  im  Folgenden  immer  voraus^ 
gesetzt  wird,  von  besonderen  Attsnahmswerthen  der  Grossen 
t^j  a^y  ...  a^,  . , ,  absieht)  so  bestimmen,  ddss  die  Lö- 
sungen 9, ,  ...  die  gegebenen  Greoswerfche  ertiaUeo.  Geber- 
dies  ist  dann  stets 

4 

ein  Integral  der  Differentialgieiofaungen  (I).  Denn  es  ist  einer- 
seits: 


and  andererseits 


also  können  wegen  der  Ännabme  (2)  die  ersten  partiellen 
Differentialquotienten  von  F  nach  den  q'  nicht  sämmtlich  Null 
sein,  oder  F  muss  wenigstens  eine  dieser  Gritesen  enthalten. 
Durch  Substitution  der  Lösungen  des  Problems  geht  daher  die 
GleiohuAg  (3)  Uber  in  eine  Gleichung  von  der  Fenm 

(4)  0{t^,  a^,       a^,  b^,  ...  bj  =  h. 

Der  Voraussetsung  (S)  fttge  ich  nunmehr  noch  die  weitere 


I 
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aumteung  hinsQ,  dass  der  dnreh  (3)  definirte  Avsdraok  F  dSe 
IHfferenUalqQOtienteii  9\ ,  • . .  q^^  ^^^^  in  ihraa  Verfattlt- 
nissen  entbalte,  dass  also  awh : 

«  ♦*  _ 

sei.  Diese  Annahme  sagt  nichts  Anderes  aus,  als  dass  die  Fone- 
lion  f  nicht  die  1  urm  iiabeu  darf: 

wo     und     irgend  welche  homogene  Functionen  0^  und  4^ 
Ordnung  von  q\y  ...  q\  sind,  welche  die  Variabeln  9| ,  . . . 
selbst  in  beliebiger  Weise  enthalten  können.  In  der  That,  ist 

SO  ist  /*  s  «  Feine  Losung  der  partiellen  DIfferentialgleichttng 
erster  Ordnung: 

und  diese  Gleichung  geht  daher  durch  die  Substitution 
Hborbi 

sodass,  bei  der  Annahme  [a],  f  =  —  F  plus  einer  willkürlichen 
homügenen  Function  erster  Ordnung  von  q\f  ...  q'^^  die  allge- 
meine I^sune  der  Gleichung  (ß)  ist. 

Die  neue  Voraussetzung  (5)  ist  ganz  unahh^lngig  von  der 
früheren  d.  h.  es  kann  jede  dieser  heiilen  Voraussetzunjzen 
ohne  die  andere  erfüllt  sein.  Man  braucht,  um  dies  zu  erkennen, 
z.  B.  nur  n  »  12  und  einmal 

dw  «ndat»  Mal 

/■  -  ^  +  9  .  + 
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zu  nehmeD.  Im  enteren  Falle  wird  J       nnd  F  ib  -t- 
im  «weilen  F  =  0  und  ^  ä  —  . 

Dies  vorausgeschickt  betrachte  ich  jetzt  unter  den  beiden 
YoraussetzuDgen  (2)  und  (5)  das  folgende  neue 

Problem  IL  Zwischen  den  n  imbekannten  Ftmctümmq^ ,  . . «  ^ 
von  t  üt  vor^dnMen  die  D^erenÜalgleiehung 

(3)  f=J?,',^  /'.A, 

in  der  h  jetzt  eine  gegebene  Constante  bezeichnet.  Ueberdies  sollen 
diese  Functionen  in  den  beiden  Grenzen  t  sb  0  und  dieselben 
gegebenen  Wet^the  a^,  ...  a„  und  b^y  ...  b^  annehmen^  wie  im 
Probleme  I.  Nunmehr  ist  aber  t^  nicht  gegeben^  sondern  ganM  fte- 
liebig  und  es  handelt  sich  darum  j  unter  alien  Functimien  q^^ 
im  der  genannten  Beschaffenheit  diejenigen  nebst  dem  %ugäarigen 
Werthe  von  zu  finden^  für  wMie  die  erste  Variation  des  inte^ 
grales 

verschwindet. 
Setzt  man : 

(6)  f+k  +  np-k)  =  a, 

SO  sind  nach  der  La g ra n  g  e'schea  Multiplicatorenmethode  die 
Differentialgleichungen  dieser  neuen  Aufgabe: 

l  i  dt  JTpi' 

Zur  Besliinmung  der  Inlegratiomoonetutep  in  den  vellettndigai 
Utoungen  der  n  -i-  4  DlffereQtialgleioiiungen  (7)  und  (3)  er* 
Imlt  man  aber  nunmehr  neben  den  %n  Gleichungen »  welche 
den  Variabein  9|  >  •  •  *    die  gegebenen  Grenzwerthe  vorschreiben; 


I)  Das  Intcgrul  linker  Hand  kumcut  bereits  in  Ostrogra d sky'd 
Memoire  8iir  les  dqualioDS  diffören tielies  relatives  au  probl^me  des  isopÄri* 
mitres  (Mem.  de  l'Aead.  de  Si  Mtenl>oiirg,  6*  B^r.  Sc.  matb.  et  pbys.  k  IT 
p.  SS6— 617)  vor,  der  ttberbaupl  dort  p.  419 — 480  gtni  ahnlWheZira^ 
wie  die  vorliegende  Note  verfolgt,  dabei  aber,  wie  schon  erwlhnt»  la  einem 
anderen  Resultate  gelangt. 
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iwegea  der  WUlkflrUobkeil  von  ^t^  bekaimUieh  noch  die  weilere 
BedingUDg: 

(8)  [a-il«»yÄ],=,.-«- 

Nun  ist : 
also: 

Ä  57-^  =  COÖSl.  -  c 

ein  Integral  der  Differentialgleichungen  (7)  und  (3J,  und  in  Folge 
der  Gleichung  (3)  wird : 

*  4 

Nach  (8)  mllaseD  daher  die  Ltfaungen  des  Problem»  II  Dock  der 

Bedingung : 

« 
4 

genttgen,  und  dies  verlangt  in  Folge  der  Yorausseiiung  (5),  daas 

sei*  Naeh  (6)  reduotren  sich  aber  hierdurch  die  Differeniial- 
gleiehnngen  (7]auf  dleDiffereotialgleichuDgen  [4)^  die  von  selbst 
die  Gleichung  (3)  nach  sieh  sieheu.  Mau  erhält  somit  den 

SatxA»  IstfeiMfHm  t  freie  Punctum  von  7^  • .  •  ^1»  •  •  •  9  ») 
die  den  beiden  Voraustetaungen  (2)  und  (5)  genügt j  so  fallen  die 
LSem^  der  beiden  Probleme  i  und  II  muammen^  eebald  man 
snoiicken  t^  und  h  die  Gleichung: 

(4)  a>  (f, ,  flj,  ...  a„,  6,,  ...  6„>  =  Ä 

herstellt,  die  aus  der  Gleichung  (3)  durch  Substitution  der 
sungen  des  Problems  I  entsteht^  und  die  im  Probleme  JJ  die  ünbe- 
kannte  t^  bestimmt. 

Dieser  Satz  lässt  sich  aber  auch  ganz  unabhängig  von  der 
L  a  g  r  a  n  ge  'sehen  Multiplicatorenmethode  beweisen.  Indem  man 
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nämlich,  was  immer  frei  steht,  eine  neue  unabiiaiigige  Vanable 
einfuhrt,  kann  mau  das  Problem  II  auch  so  aussprechen: 

Problem  Ilf^.  Zwischendenn-k-i  unbekannten  Functionen  q^, ...  7^ 
und  l  der  unabhüngiffen  Variabein  Q  ist  die  Gleichung  (3)  mit 
einem  yeyebenen  Wcrthe  der  Conslanten  h  vorgeschrieben j  wobei 
die  Grössen  9 « 1  . .  •  5  »  durch  die  Formeln : 

^Ji  —  n'  il 

definirt  sind.  Ueberdies  sollen  die  Functionen  q^,  ...  9»  in  den 
beiden  gegebenen  Grenzen  Ö  =  0  und  0  s=  0^  die  gegebenen 
Werihe  ,  ...  a„  und  6, ,  .  . .  6„  erhallen  uml  die  Function  t  für 
0  =  0  verschwinden^  während  ihr  Werth  t^  für  0=0,  keiner- 
lei Beschränkung  unier UegL  Mm  soll  unter  diesea  Feslsetjungen 
der  Forderung 

genügen. 

Nach  der  Voraussetzung  (5)  enthält  in  dieser  neuen  Auf- 
fassung di«  Glelchmig  (3)  jetit  sicher     and  bestimmt  also  nur 

diesen  Dififerentialquotienten  als  Function  der  q^  und  ^  ,  wäh- 
rend sie  diese  Grossen  selbst  gans  wiUkärUcb  ÜtssL  Dies  wflrde 
dagegen  nicht  mehr  der  Fall  sein,  wenn  in  der  Gleiobung  (3) 
die  q'  nur  in  ihren  VerltilltQtssen  vorklbneD.  Es  wttrde  aber 
auch  dann  nicht  mehr  geltCDi  wenn  man  ebenfalls  als  fest 
gegeben  vorschreiben  wollte.  Denn  dann  wUrdci  wenn  man 
durch 

'44  ~     w« I  •  •••/•»  ^ ^      •       )  'n 

die  Auflösung  der  Gleit  iiuDg  (3J  nach  bezeichnet,  aus  dieser 
Gleichung  fttr  die  Functionen  q  die  isoperimeiriscbe  Bedingung 

eotspringen.  — 

Variirt  man  nun  die  Functionen    q^^  , , .  q^^  bo  wird: 

worin : 
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Aus  den  DefiDitionsgleichuDgen 


dB  dB 


aber  folgt : 


also  ergiebt  sieb: 
Weiler  ist ; 


^  <  i  dt 

sodass  man  schliesslicb  erhUll : 

» 


d( 
d 


Durch  die  vorgeschriebene  Bedioguugsgleichung  (3)  fällt  aber 

hieraus  ~  vom  selbst  weg.  Ueberdies  mttssen  die  Variatiooen 

...  Sq^  für  Ö  =  0  und  Q  =  Q^  verschwinden.  Integrirt 
man  also  zwischen  diesen  beiden  Grenzen,  so  folgt: 

Hierin  sind  nun  nach  der  vorhin  Hher  die  Gleichung  (3)  gemachten 
Bemerkung  die  dq  gan»  wlllkdrlich.  Also  ftthrt,  was  eben  sa 
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beweisen  war,  das  Problem  IIa  auf  dieselben  Differential* 
gleichungen : 

dt 

welche  auch  das  Problem  I  lOsen. 

Aus  dem  Prolilcnte  11  kann  man  nun  aber  t  ganz  elimni  n  r  n . 
Betrachtet  mnn  näoiiicli  etwa  r/,  ,  ...  r/,^  zunilchsl  als  Funrl  i< 'iitTi 
von    und  erst  dieses  als  Function  von  t  aod  setzt  dem  zu  Fol|^e ; 

80  geht  die  BedingungsgleidiuDg  (3)  iib«r  in  eine  Gleiobong 

•••9»»  %  •••  5^  «"^^  9'*' 

und  zwar  in  eine  Gleiehung,  die  wegen  der  Vorannetimig  (5] 
nethwendig     enihlllt.  Ist  also 

ihre  Aufldsung^  so  erfüllen  die  Substitutionen : 

(9)  9'.  =  « .  9'.-  =  « 

identisoh  die  Bedingungsgleiebung  (3)  und  ergeben : 

Ü  —  _L 

Daher  geht,  wenn  man  in  dieser  Weise     an  Steile  von  t als 

unabhängige  Variable  einführt  und  mit  q>  den  Werth  bezeichnet, 

den  die  Function  /  durch  die  Substitutionen  (9)  erhält,  das 
Problem  II  seinerseits  Ober  in  das  folgende 

Pfoblem  III.  Unter  allen  Functionen  q^, . ..  q^  derunahhängigoi 
Variahein  9,,  welche  in  den  gegebmen  Grenzen  a,  und  die  ge- 
gebenen Werfhr  ,  . .  .  a„  und  6, ,  . . .  ^„  besitzen,  diejenigen  su 
finden,  für  welche  die  erste  Variation  des  Jntegi  ales : 


versdiumdet^  dtu  aus  dm  ktUgrale 
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mUkht^  wem  mm  t  nuUdtt  der  BefUngunysgleichung  (3) 
tmniri. 

Daher  kann  man  den  Satze  A  auch  die  folgende,  im  zweiten 

Bande  der  Mathem.  Annalen  direct  bewiesene  Form  geben: 

Satz  B .  Unter  den  Voramsetzunf/en  des  Satzes  A  erhält  man  die 
Lüsungen  des  Problems  III  aus  denen  des  Pi'oblems  L  indem  man 
aus  den  letzteren  sowie  viit  Ifülfe  der  Gleichung  (4)  auch  t^  eli- 
minirt.  Umgekehrt  braucht  man  nach  vollständiger  Integration  der 
Di/feretUialgletchunyen  des  Problems  III  nur  noch  die  QuadrcUur: 

r^^^t 

auszuführen,  um  die  vollständigen  Integralgleichungen  der  Diffe" 
renlialgteichungeu  des  Problems  I  zu  erhalten. 

Iis  ist nnmiüell)ar  klar, dass  von  diesen  beiden  äquivalenten 
Siitren  A  un<l  B  für  das  Problem  l  selbst  nur  der  zweite  Nutzen 
gewahrt.  Denn  der  Satz  A  lehrt  Iin  Wesentlichen  nur,  dass  die 
Difrerentia]^leiehunf];en  des  l'roblenis  II  sieh  auf  die  des  Problems 
1  reduoiren ,  während  der  zweite  Theil  des  Satzes  B  eine  wirk- 
liche Transformation  und  Reduotion  der  Differentialgleichungen 
des  Problems  1  angiebt.  ( 

Um  nun  st)  erkennen,  wie  ans  den  beiden  Sätzen  A  und  B 
die  beiden  Formen  des  Princips der  kleinsten  Äction  hervorgehen, 
branchl  man  nur  anzunehmen dass  die  Variabein  g^,  ... 
irgend  welche  unabfaaingige  BesdmpiangsstQcke  eines  Systems 
materieller  Punkte  seien,  das  nnverttnderliehen  Verbindungen 
uDlerworfen  ist  und  sieh  unter  dem  Eindusse  einer  von  der  Zeit 
t  freien  Ki^flefunction  £7^^  bewegt.  Dann  erfüllt  nttmlich  die  An- 
nahme 

•  « 

wo  T  d|e  lebendige  Kraft  des  betrachteten  Punktsystems  be- 
zeichnet, unsere  beiden  Voraussetzungen  (2)  und  (o)  und  fuhrt 
iQgleieb  aaeh  dem  Uami  l  ton 'sehen  Principe  das  Problem  i  in 
die  Aufgabe  tiber,  die  Bewegung  des  Punktsystems  zu  bestimnieu, 
wenn  seine  Positionen  zu  einer  gegebenen  Anfangszeit  t  ^  0 
und  zu  einer  gegebenen  Endseft  t  ^  i^  bekannt  sind.  Weiter 
wini 

II 

I  ... 

lUtli.-pliys.  Claise.  im.  24 

l 
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die  Gleich uo^  (3)  verwandelt  sich  also  io  die  Gloichuu|^  der  le- 
beudigeu  Kraft 

und  das  Integral  des  Probiemes  11  geht  Uber  in  das  Actions- 
integral 

während  das  Integral  des  Probiemes  III  aus  diesem  erhalten  wird, 
wenn  man  die  Zeit  t  mit  Holfe  der  Gleiehang  der  lebendigen 
Kraft  eliminirt. 

Bei  dieser  Anwendung  auf  die  Dynamik  ergiebt  sich  dem- 
nach aus  Satz  B  die  Jacobi'sohAFonn  desPrincips  der  kleinsten 
Action,  aus  Satz  A  aber  die  La  g  ran  ge'sche  Form  dieses  Princips, 
die  hiernaoh  in  der  Tbat  sich  im  Wesentlichen  so  aussprechen 
Iiiast,  wie  es  in  der  Anmerkang  in  Bd.  I  p.  S77  der  M^canique 
analytique  geschieht,  deren  priieiaer  Sinn  aber  wohl  nooh  be- 
stimmter in  der  folgenden  Fassung  hervortreten  dttrfte : 

GthoirdA  dieBeuMgmg  eines  Syetem  materieUer  Funkle  dem 
iVmaj»  der  BrkaUung  der  Mmdigen  Kraft 

und  sind  überdies  die  Positionen  des  Systems  zur  Anfangs  zeit  t  =  0 
und  zu  einer  unbekannten  Endzeit  l  =  ,  sowie  die  anfängliche 
lebendige  Kraft  des  Systems  (oder  der  Werth  der  Constanten  h) 
gegeben,  so  fällt  die  Aufgabe,  die  Beivegung  des  Systems  zu  be- 
stimmen ,  zusammen  mit  der  folgenden  Aufgabe  der  Variatiane'- 
rechnung : 

Unter  allen  Funrfiorien  von  t,  die,  für  die  Coordinaten  der 
Punkte  eingesetzt,  nicht  mir  der}  endlichen  ßedingungsgleichungen 
des  Sys(f'}fis.  sondern  auch  der  DifferentiaUjleirhnig  IO)  genügen^ 
und  überdies  für  t=  0  und  t  =t^  die  den  heulen  r^pffehmen  Pi>- 
sitionen  des  Sifsft^ms  zifkomrvevden  Werlhe  annehmcfi.  (Jicjenigen 
nebst  dem  zugvhiirificn  Werthe  von  %u  piuien^  weiche  die  erete 
Variation  des  Acttonsintegrales 

fl  ^^^^ 
mm  Verichwmden  bringen.  — 

Der  erste  Beweis,  den  ich.  im  Yoriiergehenden  yom  Satse  A 
gegeben  habe,  entspriebt  der  Art,  in  weleber  Rodrigues  die 


Digitized  by  Google 


Pinap  DBl  KLBHfSTtH  AcTION 


395 


DifTereDtialgleiehuDgen  der  Bewegung  aus  dem  La  g  r  a  Dg  e 'sehen 
Prinoipe  ableitet  ,  der  zweite  dagegen  sdilieast  sich  in  der  Haupt- 
saebe  dem  H  a  t  h  i  e  u  'sehen  Beweise  dieses  Princips  ^)  an.  Die 
La  grange'solie  Ableitung  habe  ich  abeiofallioh  nicht  lum  Vor- 
bilde genommen,  weil  sie  das  Auftreten  von  dt  ganz  vermeidet 
und  eben  dadurch  es  nngewiss  Ittsst,  wie  die  Variationen  tu 
verstehen  sind. 


1)  KmU«  Malkim,  ]>jDamiqiie  anslytfipie»  Paiit  1877,  p.  4t»  oo.  S5. 
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SITZUNG  VOM  6.  DECEMBER  1886. 

Biid.L«itdaurt9ilmiieiiia^ftb6onNit,  ein  Sphaendarm-arii^ 

neuer  Sematode. 

W(  IUI  die  Ansichten,  die  A.  Schneider  im  Jahre  l^f  i  iil^er 
die  Nalur  der  sonderbaren  Sphaeinilaria  ausgesprochen  hal  ^^o- 
Dographie  der  Nematoden  S.  322),  zwei  DecennieQ  hindurch  un- 
beachtet blieben  und  erst  dano  die  ihnen  gebührende  Anerkeo- 
nung  fanden,  als  es  gelang,  ihre  Richtigkeit  durch  direcie  Be- 
obachtUDg  ausser  Zweifel  zu  setzen  (Lbvccakt,  Zoologischer 
Anzeiger  4885,  S.  273),  so  erklärt  sich  das  zumeist  durch  den 
Umstand,  dass  dieselben  weit  aus  dem  Rahmen  des  damals  Be- 
kannten hinaustraten.  Ein  Thier,  das  seinen  Gesefalechtsapparat 
ausstülpt  und  in  Form  eines  immer  mehr  sich  vergrossemden 
Anhangs  zur  Reife  bringt,  wShrend  der  Trager  an  diesen  Vor- 
gängen nicht  nur  keinerlei  Antheil  nimmt,  sondern  seine  Lebttu- 
thatigkeit  einstellt  und  meist  vollständig  zu  Grunde  geht  — 
ein  solches  Geschöpf  war  auch   als   Eingeweidewurm  so 
uussergewöhnlieher  Art.  liass  Zweifel  und  Iniilauben  durch- 
aus am  Platze  schien.    Hatte  man  Falle  gekannt,  die  /u  einem 
derartigen  Verhaken  den  Uebergang  machten,  die  dasselbe  in 
irecnd  einer  Weise  \or!)ereitelen,  dann  würde  das  L'rtheil  ver- 
mulhlich  von  vornherein  anders  «jelaulet  iiahen. 

Ich  freue  uiicb,  in  Nachfolsoiuiem  ül)er  einen  solchen  Fall 
berirhtcn  zu  können.  Wie  bei  Sphaeniluria.  betritH  derselbe 
einen  Schroarotzer-Nematoden,  einen  Parasiten,  der  die  Larven 
von  Cecidomyia  pini  bewohnt,  aus  diesen  aber  auch  in  die  spä- 
teren Zustände,  in  Puppe  und  Geschlechts thier,  ubergeht. 

Die  betreffenden  Larven  wurden  in  den  Herbstmonaton 
dieses  Jahres  häufig  in  den  für  die  Zucht  von  AUanUmema  — 
ich  verweise  für  diesen  gleichfalls  sehr  merkwttrdigen  he(en>- 
genen  Wurm  auf  meine  Mittheilungen  in  der  zoologischen  SectioB 
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der  Magdeburger  Naturforschar-Yenamniluiig  4684  —  von  mir 
bergerieht^ten  GefasseovorgefundeD  und  zuerst voo  Herrn  Stud. 
StrubblL)  den  ich  nach  Allantoneroen  dario  tu  soehen  gebeten 
balte,  als  inßciri  erkannt. 

Der  Wurm  echliesst  sich  in  einem  weit  hdiiereii  Grade,  als 
^^haenUaria,  an  die  Gruppe  der  HhabdUiden  an  und  mag,  da 
er  nett  ist,  fortan  als  Aßconema^)  gibbosum  bezeichnet  werden. 

Im  ausgewachsenen  Zustande  besitzt  derselbe  eine  Grösse  von 
etwa  0,6  mm*  Seine  Form  ist  in  bohem  Grade  auffallend,  denn 
der  schon  ansichgedrungene,  plumpe  Leib  trägt  hinter  der  Milte 
einen  buckel förmigen  Anhang  von  gewaltiger  Grösse  (0,25  mm), 
der  bruefasackartig  der  Bauchfläche  aufsitzt  und  den  iLOrper* 
durchmesser  (0,09  mm)  um  reichlich|  das  Doppelte  vergrössert. 
Die  Schwere  des  Buckels  ist  so  gross,  dass  der  Wurm  nicht 
schlängelnd,  wie  die  übrigen  Nematoden,  sich  fortbewegt,  son- 
denn  festliegt  und  nur  mit  seinen  Enden,  besonders  dem  an 
Lange  überwiegenden  Vorderende,  schwingende  Pendelbe- 
wegungen  ausübt. 

Das  über  den  Buckel  frei  hervorragende  Schwänzende  ist 
in  Form  eines  conischen  Zapfens  von  0,09  mm  noch  dem  Kücken 
zu  emporgehoben  und  am  Ende  mit  einer  schlanken  Papille  ver- 
sehen, während  der  mehr  allniiilig  sich  verjüngende  Vorderleih 
eine  nahezu  e\  lindrische  Gestalt  hat.  Nur  die  Kopfs])itze  macht 
eine  Ausnahme,  indem  sie  scharf  gegen  den  weit  dirkeren  Leib 
sich  absetzt  und  einen  fast  selhsländitjen  schlanken  Anhang  dar- 
stellt, der  sich  mehr  oder  minder  weit  in  letzteren  hinein  zu- 
rückziehen kann. 

Die  ihrer  äusseren  Form  nach  hier  hosrhriehenen  Thiere 
ergeben  sich  hei  näherer  Untersuchung  sämmtlich  als  ausgebil- 
dete Weihchen.  Sie  besitzen  eine  im  Innern  des  Vonlerkorpers 
mehrfach  in  Schlingen  zusammen L'eletzte  einfache  deschlechts- 
röhre,  die  mit  ilirejii  F.'ist  7wiebelarti,L:  uohildeloii  l^iidstdeke  den 
vorderen  mehr  otier  minder  Yorsiiriniienden  Theil  des  BuckeLs 
durchsetzt  und  auf  demselben, msmiindet.  so  dass  die  heiweilein 
grössere  Masse  des  Anhangs  hinter  dei  GenilalöfTnimu  gelegen 
ist.  Die  Wand  dieses  EndLstückes  besteht  aus  ziemlich  grossen 

4)  Dass  der  Genusname  Asconema  von  den  Botanikern  bereits  (an 
•inen  Pib)  vergebet  ist,  tkut  der  Verwendung  für  soolosisehe  Zwecke 
um  so  xveniger  Elntreg,  als  die  früher  ii^  (Heser  Hinsiobl  geübte  Ab- 
stinenz  «UmSlig  ensser  Gdirtuch  gekommen  ist 
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hellen  Zellen  m\%  eioem  blisohenfermigeD  Kern  und  groeeem 
Kernkorperohen.  Gans  llinliohey  wenngleieh  meisl  groaiene  Zel- 
len sind  es^  die  das  Parendiym  eder  richtiger  vielmehr  die  Wand 
des  Bucl^els  bilden.  Der  letxtere  ist  nHmlich  keineswegs  solid, 
sondern  von  einem  scharf  begrenzten  weiten  Hoblranm  durch- 
zogen, der  fast  iu  ganzer  Luniie  mit  der  Leibcsbuhle  des  Wurms 
zusammenhängt,  so  dass  sich  .luch  in  dieser  Beziehung  der  oben 
gebrauchte  Vergleich  mit  einem  Bruchsacl^e  volistandig  recht- 
fertigt.   Die  Zellen  liegen  mehrfach  geschichtet  über  ein^jn.ler 
undsiud  in  (iruppen angeordnet,  %n  eiche  nach  aus^siD  vorsi^rini-'cn 
und  der  Oiierfläche  des  Buckels  ein  höckriges  Ausseficn  uel)t'n. 
Die  Cuticula,  welche  die  Zellenwand  tiberzieht  und  an  der  ring- 
förmig eingesohnürlen  Basis  des  Buckels  mit  der  äusseren  Be- 
deckung des  Warmkörpers  zusammenhangt,  besitzt  eine  an- 
sehnliche Dicke  und  zeigt  —  im  Gegensatze  zu  lettterer  —  eine 
vermuthlicb  von  Porenkanälen  herrührende  radiäre  Streifung. 
Durch  die  Gesohlechtseffnung  setzt  sich  diese  Gulieula  direct  in 
die  innere  Auskleidung  des  anliegenden  Bnlbna  lori,  so  daas 
letsterer  anoh  hierdufofa  seine  Zusammengeharigkeii  mit  dem 
Buokel  kundgiebt. 

Der  Bnlbiia  ist  ttbrigens  nicht  das  einsige  Organ,  welohet 
aus  der  LeibeshUhle  des  Wurmes  in  den  Innenraum  des  Genitsl- 
Wulstes  ttbertritt.  In  seinem  hinteren  Abschnitte  umsoUiessl 
derselbe  gewöhnlich  auch  einen  mehr  oder  minder  grossen  Tbeil 
des  Darmes,  der  bei  unserem  Asamema  freilich  kaum  minder 
eigenthttmlich  entwickelt  ist,  als  der  Genitalschlauch.  Sonst  bei 
den  Nematoden  ein  deutlich  röhriges  Gebilde,  erscheint  derselbe 
nämlich  als  ein  solider  Strang ,  aus  einer  bald  —  und  so 
besonders  in  der  hinteren  Körperhälfte  —  einfachen,  Laid  auch 
düji[ leiten  Reihe  ansehnlicher  Zellen  (bis  0,08  mm)  ju- 
sammengesetzt,  die  eine  mehr  oder  minder  gestreckte  Form  be- 
sitzen und  in  ihrer  sonst  körnigen  lubaltsmasse  je  einen  bläs- 
chenförmigen hellen  kern  enthalten.  Durch  diesen  Bau  erinnert 
der  Strang  so  lebhaft  an  den  von  Meissnkr  einst  beschriebenen 
ZeUefikörper  von  Mermis  albicans^  dass  beide  Gebilde  schon 
ohne  weiteres  dadurch  als  homolog  sich  ergel)en     Das  vordera 

{;  Durch  Lintersuchuag  ciucr  ia  den  Larven  von  CtUex  pipiens 
SL-hmarutzeudeii  juDgeo  Mermis  habe  ich  übrigens  auch  direct,  wie  bei 
unserm  AscoHemOf  die  Abätatninung  dieses  Zellenschlauches  von  einen 
Aofaugs  ganz  noroisl  entwiekelteo  Otmie  ooastitireD  kennen. 
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Ende  ist  durch  eine  Art  Ligament,  die  Fortsetzung  der  die  Zellen 
zusammenhaltenden  zarten  Haut,  an  der  Basis  der  Kopfspitze 
befestigt,  die  ihrerseits  eine  durchaus  solide,  wenn  auch  nicht 
völlig  homogene  Beschaffenheit  hat^  da  sie  in  ihrer  Axe  von  einem 
deutlich  begrenzten  Strange  durchzogen  wird,  der  sich  durch 
seine  Lage  als  ein  Rudiment  des  früher  vorhandenen  Pharynx 
zu  erkennen  giebt.  In  ahnlicher  Weise  ist  das  hintere  Ende 
des  ZellenkOrpers  an  die  Bauchwand  des  Schwanzzapfens,  da, 
wo  man  den  After  des  Wurmes  vermuthen  könnte,  angeheftet. 
Der  After  seUwIaber  fehit^  und  ebenso  auch  eine  distincte  Mund- 
Öffnung. 

Von  den  Enden  abgesehen  ist  der  Zellenkörper  völlig  frei, 
wie  sonst  der  Darm,  im  Innern  der  Leibeshöhle  gelegen.  Sein 
Verlauf  aber  ist  vielfach  unregelmässig  und  wechselnd,  je  nach 
dem  Füllungszustande  des  Gcnitalschlauches,  der  bald  hier,  bald 
dort  auf  ihn  drückt  und  ihn  zum  Ausweichen  zwingt.  Dass  da- 
bei ein  kleinerer  oder  auch  grösserer  Theil  desselben  in  den 
Buckel  übertritt,  ist  schon  oben  erwähnt  worden.  Mit  zu- 
nehmendem  Alter  werden  diese  Unregelmässigkeiten  noch  auf- 
fallender, da  die  Würmer  mit  der  Zeit  immer  mehr  sich  ver^ 
kürzen  und  das  mitunter  —  man  trifft  solche  Exemplare  vor- 
nehmlich in  den  ausgebildeten  Fliegen  —  in  einem  solchen  Grade, 
dass  der  Körper  den  Buckel  nur  um  ein  Geringes  überragt.  In 
solchen  Fallen  ist  dann  auch  begreiflicher  Weise  der  bei  weitem 
ansehnlichste  Theil  der  gesammten  Eingeweide  in  den  Anhang 
eingetreten.  Trotz  der  starken  Verschrumpfung  sind  die  Wür- 
mer übrigens  in  diesem  Znstande  noch  lebend ;  sie  bewegen 
sich,  wenngleich  nur  matt,  und  enthalten  auoh  gewöhnlich  noch 
eine  Anzahl  reifer  Eier. 

Was  dir  Bildung  des  Cf^nitalschiauches  betritll,  so  mag  hier 
\vei?cr  noch  erwähnt  sein,  dass  auf  den  schon  oben  beschriebenen 
Bulbus  zunächst  ein  dtlnn w  andiger  langer  Uterus  folgt,  der  die 
schnientragenden  Eier  on(h;ilt,  An  diesen  schliessl  sich  sodann 
ein  mit  Sperma  gefülltes  längliches Receptaculum  und  das  eigent- 
liche OvaniHT).  das  den  ansehnlichsten  Theil  des  ganzen  Appa- 
rates ausmacht,  narh  der  Beschaffenheil  seines  Inhaltes  nber 
wieder  in  Abschnitte  sich  auflösen  lässt.  Die  Rhachis  ist  nur 
wenig  entwickelt  und  kur/,  wip  denn  auch  die  Fruchtbarkeit 
unserer  Würmer  im  Ganzen  nur  beschränkt  ist. 

Die  Eier,  die  eine  längliche  Form  besitzen  und  je  0,07  mm 
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messen,  werden  in  der  Rpfiel  vor  Beginn  der  Klültuii«: 
abgelegt,  so  dass  die  ganze  embryonale  Enlwickelung  in  der 
Leibeshöhle  des  W  ii  i)ii  s  durchlaufen  wird.  Schon  einige  T;vi(* 
narh  dt  Dl  l.ii'i'Jegeü  M-hlüpien  die  jungen  WUrmchen  aus.  Sie  be- 
sitzen i  )(  i  «Miier  Länge  von  Anfangs  nur  0,ijJ3  mm  ganz  dieü;ewt)hu- 
liehe  l'orm  und  Bildung  eines  jungen  Nematoden,  und  beweisen 
sich  wie  diese  schlängelnd  im  Innern  der  sie  beherbergenden  Lar- 
ven, besonders  im  hinlern  Theile  der  Leibeshohle.  Wo  mehrere 
Asconemen  \o^h:\l^^f'\^  sind  —  und  ich  hnhe  deren  in  den  Larven 
meiner  Zucht  ue  fasse  schliesslich  iiis  zu  40  unti  50  Siück  geluuden, 
—  da  wachst  die  Zahl  der  juDficn  Würmchen  oftmals  zu  einer 
LM  ossen  Menge  heran,  ohne  dass  die  Träger  darunter,  dem  Aq- 
scbeiD  nach,  besonders  zu  leiden  haben. 

Nach  ihrem  Aussehen  würde  man  die  jungen  Nematoden  fUr 
Rhabditiden  halten  können,  wenn  sie  nicht  durch  die  gleich- 
müssige  Bildung  und  die  fasl  uidn^elude  Muskulatur  ihres  zahn- 
losen l'harvnx  davon  verschieden  waren.  Ihre  Darmzellen  sind, 
wie  bei  den  genaimten  Thien  n.  In  zweiLaugsreihen  angeordnet, 
Uinschliessen  aber  ein  nurenges  und  schwachbegrenzles  Lumen. 
Die  Genitalaniüge  überschreitet  .Anfangs  kaum  die  gewöhnliehen 
Dimensionen .  iHssl  aber  schon  frühe  eine  Zusammensetzung 
aus  mehreren  Zellen  erkennen. 

Mit  zuneluuender  Körpergrösse  beginnt  nun  aber  in  dieser 
Anlage  sehr  bald  ein  beträchtliches  Wachsthura,  so  dass  sie  be- 
reits bei  Würmchen  von  nur  0,3  mm  als  ein  Zellenstrang  von 
fast  0,1  mm  erscheint.  In  der  Regel  verweilen  die  jungen 
Thiere  übrigens  eine  noch  längere  Zeit  im  Innern  ihrer 
Wirlhe^  bis  sie  gegen  0,.i  >  nun  messen,  und  dann  kann  man 
an  der  Bcschaüenlieit  der  Genitalaulage  schon  das  spätere 
Geschlecht  unterscheiden,  indem  dieselbe  bei  den  Weibchen  in 
ihrer  Axe  bereits  ein  schwach  gezeichnetes  Lumen  erkennen 
Ijisst. 

Obwohl  sich  mir  gleich  beider  ersten  Untersuchung  unseres 
Asr,rne»na  die  Ueberzeugung  aufgedrängt  hatte,  dass  der  Buckel, 
dcNsen  Anwesenheit  unseren  Wurm  in  so  aullallender  Weise 
auszeichnet,  nur  durch  einen  Vorfall  der  Scheide  entstanden  sei, 
unser  Parasit  also  ähnlich  sich  verhalte,  wie  Spliacndaria  ^  so 
fehlte  einstweilen  doch  der  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieser 
Annahme.  Vm  diesen  zu  erbringen,  miisste  unser  Wnrm,  der 
lunächst  nur  iu  legereifen  weiblichen  iadividueu  und  iu  Jugend- 
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iorineu  aufgr^fundeD  winde,  iu  seiDeu  ZwiscbeiuustilQden  zur 
Beobachtung  gebracht  Wörden. 

Da  nun  aber  die  Eniwickiun«  der  P;irasileu  im  Innern  ihrer 
Wirthe  über  das  oben  beschriebe ue  Studium  nicht  hinausging, 
auch  niemals  mänuliclie  Thiere  daselbst  angetroffen  wurden,  lag 
die  Vermuthung  nahe,  dass  die  Würmer  vor  ihrer  Legereife  ein 
freies  Leben  führten  und  wührend  dieser  Zeit  auch  ihre  ge- 
schlechtliche Ausbildung  erreichten. 

Die  Neiiiiuthuug  erwies  sich  als  durchaus  richtig.  Man 
braucht  die  inßcirten  Larven  nur  zu  zerreissen  und  den  Insassen 
dadurch  Gelegenheit  zur  Auswanderung  zu  geben,  um  zu  sehen, 
w  ie  diese  bereits  nach  drei  Tagen  zur  Geschlechtsreife  gekoui- 
Dien  sind  und  zum  Theil  sogar  sich  schon  begattet  haben.  Form 
und  (irdsse  der  {Geschlechtsreifen  Würmer  sind  gegen  frflher 
freilich  nur  wenig  verändert. 

Was  zuniiclist  die  Münnchen  betrifft,  so  messen  diese  nur 
selten  mehr  als  0.30  mm.  Sie  sind  schlanker  und  auch  meist 
etwas  kleiner  als  die  Weibchen,  sonst  diesen  aber  ausserordent- 
lich ähnlich,  gleich  ihnen  auch  mit  einer  ijursalosen  langge- 
treckten Schwanzspitze  versehen.  Was  sie  auszeichnet,  ist  die 
Bildung  des  Geuitaischiauches  und  die  Anwesenheit  eines  Spi- 
cularapparates.  Der  letztere  besteht  aus  zwei  hogenl  i  luig  iie- 
krUmmten  äusserst  kleinen  Hornnadeln  von  Ü.003  nun,  die  mit 
ihrer  Convexiliil  einem  noch  kleineren  StUtzplattclu  ii  anliegen. 
Die  lnilifTe  indifferente  Geschlechtsanlage  hat  si(  h  zu  ♦  mcui 
aiibeliiiliclicii  Ductus  ejaculatorius  entwickelt,  der  mit  w  iii/ifzen 
Spermazellen  gefüllt  ist  und  sich  \uru  in  einen  Hodensciilauch 
mit  hornförmig  umgebogenem  Endstücke  füii^ct/.i. 

Der  (ieschleclitsapparat  der  Weibchen  zeigt  eine  ähnliche 
Contiguratiun.  Er  besteht  zunächst  aus  einer  mäclitigen  Vagina 
mit  dicker  Zcilenwand  und  derber  Cuticula,  die  fast  die  halbe 
Länge  des  Wurmkörpers  durchzieht  und  auch  nach  hinten  über 
die  Vulva  hinaus  in  Form  eines  kurzen  Blindkanals  sich  fortsetzt. 
An  diesen  schliesst  sich  sodann  ein  Ovarialschlauch,  dessen 
oberes  Ende  hornförmig,  wie  es  für  den  Hodenschlauch  be- 
schrieben wurde,  sich  umbiegt,  während  das  untere  ein  Re- 
ceptaculum  bildet,  das  nach  vollzogener  Begattung  durch  die 
massenhaft  darin  angesammelten  Samensellen  die  Form  eines 
länglich  ovalen  Säckebens  angenommen  bat.  Das  blinde  Ende 
des  Schlauches  enthält  dotterlose,  äusserst  kleine  £ter. 
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Die  Geschlechtsthiera  leben  nun  eine  Zeit  lang  im  FIreien, 
ohne  sich  iiigend  wie  su  veründeni.  Die  Mlnncfaen  eonstiren 
UberiwQpt  nur  als  freilebende  Wttrmer.  Sie  sind  andi  kun- 
lebiger  als  die  Weibchen,  die  nach  der  Begattung  wie  die 
Weibehen  von  Sphaeruiariay  das  freie  Leben,  falls  sich  dam 
Geieeenhett  bietet,  mit  einem  parasitischen  vertauschen,  und 
erst  dann  zur  vollen  Enlvvickelung  und  zur  Legereife  herao- 
waclisen. 

Die  Art  der  Einwanderung  habe  ich  eben  so  wenig  fest- 
stellen können,  wie  die  Auswandennii^s weise.   Nur  so  viel  darf 
ich  mit  Bcstirutiilheit  behaupten,  dass  dir  lunwanderuni;  aiis- 
scfiliesslich  in  die  I.arven  der  Cecidnun/m  stattfindet,  an  einen 
bestinimlen  Zeitabschnitt  aber  nicht  gebunden  ist.  Ausge- 
wachsene T  nrven  lassen  sich  kaum  minder  sicher  inficiren,  wie 
jüngere.   Vielleicht,  dass  die  Wtirmer  durch  den  After  einwan- 
dern, wie  das  bei  andern  Insecten-Nematoden  beobachtet  wird. 
Andererseits  ist  fireilich  auch  die  Möglichkeit  einer  Einwände* 
ning  durch  den  Mund,  wie  solche  wahrscheinlicher  Weise  bei 
Sphaenäaria  geschieht,  nicht  ausgeschlossen«  Gleloh  donkel  ist, 
wie  gesagt,  die  Auswanderung  der  jungen  Wttrmer.  Ich  weise 
nicht  einmal,  ob  die  Auswanderung  eine  aotive  ist,  oder  ob  die- 
selbe erst  nach  dem  Tode  des  Wirthes  stattfindet,  wie  mir  fast 
wahrscheinlich  dtinkt.  Jedenfalls  verweilen  die  WUrmer  nach 
Verlassen  der  Eihüllen  eine  ungewöhnlich  lange  Zeit  im  Innern 
ihrer  TrMser,  wie  die  oben  erwahiiien  Unterschiede  der  Körper- 
grösic  und  des  Enlwicklungszuslandes  ihrer  Genital, nilaize  zur 
Genüge  anzeigt.    Im  Darme  der  \\  ir  ihe   und  im  cnileerten 
Kothe  habe  ich  niemals  ein  Würmchen  aufliiuicü  können. 

Ist  die  Einwandenins  nnn  aber  einmal  geschehen,  dann 
beginnt  der  Wurm  alsbald  sich  weiter  zu  verJ^ndern.  Es 
wächst  die  Kdrpergrösse  und  gleichzeitig,  ja  noch  mehr,  die 
Grösse  der  Scheide.  Sie  wachst  nicht  blos  in  I^nge,  sondern 
auch  in  Dicke,  so  dass  der  früher  schlanke  Körper  beson- 
ders nach  hinten  zu  merk  Ii  eh  aufgetrieben  wird.  Bei  Wttrmeni 
von  0,45  mm  beträgt  diese  Dicke  über  0,045  mm  und  die 
Lange  der  Vagina  reichlich  0,48  mm.  Auf  der  Höhe  der  Ge- 
schlechtsOffbnng  nimmt  letztere  dann  nahem  den  ganzen  Innen- 
raum des  Leibes  in  Anspruch,  so  dass  der  Darm  hart  an  die 
Rttckenwand  angedrängt  wird  und  die  froher  paarweise  einander 
gegenOl)erliegenden  Zellen  in  eine  einfache  Reihe  sich  anordnen. 
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Wir  greilBD  wohl  niolil  lelily  wenn  wir  dwaeVeräDderangen 
im  WeaenUidien  auf  das  Waohathum  der  Sabeide  nurflokdlbreii» 
auf  einen  VorgaDg,  der  seinerseits  wieder  duroh  eine  betrtteikt-* 

liehe  Grössenzunahme  der  einzelnen  Waodzellen  bedingt  ist. 
Und  diese  Gi ossenzunahnie  ist  i  s  nun  auch,  die  alsbaid  zu  der 
Bildung  des  oben  bescbriebenea  Jkickets  hinführt. 

Die  ersten  Anzeichen  derseliieu  bemeriit  man  bereits  bei 
Thieren,  die  uur  wenig  über  die  oben  anfzeeebene  Griisse  hiudut» 
gewachsen  sind.   Man  sielit  die  Zelleii  in  einer  grössern  Zahl 
aus  der  Geschlechtsöfihung  lu  rvorquelleii  und  gewinnt  sehr  bald 
die  Leberieugung,  dass  der  Buckel  in  der  That  nichts  anderes 
ais  die  fast  in  ganzer  Ausdehnung  nach  aussen  vorgefallene  Va- 
gina ist.    Den  Prooesa  dieser  Umstülpung  hat  man  jedoch 
nicht  so  zu  denkan,  dass  der  Scheidenkanal  dabei  mit  seinen 
Lippenr^ndern  immer  weiter  hervortritt^  wie  solches  hei  S/i/iaa-* 
rtäaria  der  Fall  ist.  Wttre  dem  so,  dann  würde  der  Vorfall  ver- 
BatbUcby  wie  bei  letiterer,  die  Form  einea  Scblaiichea  haben. 
In  Wirklichkeii  verhJilt  es  aleh  insofern  anders,  als  es  an  SteUe 
der  Lippenrandzellen  die  der  Geachlechtaitfrnttnf;  gegenüber» 
liegenden  Zellen  der  Rttckenwand  sind,  welche  die  Auastalpimg 
«ialeilen.    Unter  gleichseitiger  Einbiegung  der  betreffenden 
WandlUlobe  treten  diese  Zellen  santfohst  lur  Bildung  eines 
eaatsohen  Zapfens  zusammen,  der  pfropfartig  gegen  die  Genital« 
SÜnung  andrängt  und  dieselbe  dann  der  Art  ausweilet,  dass  die 
Spitzt'  des  Zapfens  nach  Aussen  hervortritt.   Es  ist  Anfanj^s  ein 
üur  kleines  Höckerchen,  das  aus  der  GeschlechtsöÜuung  hervor- 
sieht, dieselbe  aber  so  vollständig  ausfüllt,  dass  der  Innenraum 
sowohl  des  hintern,  wie  auch  des  vordem  Vaginalschenkels  an 
den  Hiindern  derselben  s(  IbslUndit;  ausmündet.    Die  ciih'ciilare 
Auskleidung  dieses  Inni  nraumes  ist  jetzt  von  betrüc Ii il icher 
Dicke  und  zeigt  eine  unrcf^elmilssige  Faltung.  Auch  der  (ienital- 
schlauch  hat  sich  in  einiger  Hinsicht  verändert,  indem  das  dem 
Receptaciilum  anhängende  Endstück,  das  Ovarium,  an  Lange 
mgenommen  hat,  und  am  Grunde  des  erstem  die  Bildung  des 
s|iktem  Uterus  sich  vorbereitet«  Die  volle  Entwicklung  freilich 
arreicbi  der  Genitalschlauch  erst  in  einer  spatern  Periode,  wenn 
die  UmsuUpnng  der  Scheide  nahesu  vollendet  ist.  Doch  dasu 
hadarf  es  nnr  eines  Zeitranms  ven  wenigen  Tageti« 

So  lange  es  nur  die  der  GeniUlOffiaimg  gegenttberliegende 
AtlckenlUicbe  der  Sebeide  ist,  die  nach  aussen  hervortritt,  hat 
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der  Anhaog,  obwc^l  ao  GrOase  allmttlig  gewacfasen,  eine  ein*- 
focbe  Kugalform.  Er  streekt  aioh  erst  in  dia  Ubiga,  wenR  St 
Umstlllpwiig,  wia  as  lanaehsi  gasebielit,  auf  dao  Untern  blind^ 
saekartigan  Schankal  dar  Schalda  ObergahU   Abar  aaeii  hSar 
sind  aa  anfangs  nur  dia  ZeUen  dar  Rflckanwand,  dia  ans  dar 
immar  mehr  sich  arwaitemden  Oanitaldffiiung  barvorqnallao. 
Dia  cnUaularaAusUaidiing  das  Innanraums  wird  dabei  in  immer 
grosserer  Ausdelinmig  nach  aussen  verlegt,  bis  die  AussMlIpnng 
durch  das  Vortreten  der  den  Lippenrand  bildenden  Zellen  ihr 
Ende  erreicht  hat.    Da  die  neu  austretenden  Zellen  der  Reihe 
nach  den  frtlheren  sich  anfügen,  so  nehmen  die  letzten  natür- 
lich an  dem  in  gleichem  Maasse  sich  vergrttssenden  iiuckc  1  tii' 
hinterste  Stelle  ein.  Sie  bilden  einen  abgerundeten  VorspruDii. 
der  die  frühere  (ji  scliIpchtKollnung  überraat  und  den  bis  flahin 
L^estreckten  Sohwanxlbeii  des  Wunnes  nach  dem  Httoken  xu  em- 
porhebt. 

Der  vordere  längere  Schenkel  der  Vagina  hat  bis  dahia 
an  diesem  Vorgang  kaum  einen  merklichen  Antheil  genommeo. 
Doch  das  ändert  sich,  sobald  die  ümstulpung  des  hintern  Ab- 
schnittes vollendet  ist.    I>ia  Zaltan  desselben  beginnen  dana 
gleiebfalls  nach  auasan  barvorsuquallen  und  iwar  lunOohat  im 
ganzan  Umfange  dasLippanrandes,  so  dass  dieser  in  Form  einas 
kuraan  rehrigen  Anfisattea  an  den  Yordemind  das  frahemfiiiekeis 
sich  anfügt.  Das  Ende  das  Aufsatiaa  trMgt  natariieh  eine  Oeff- 
nong,  die  sieb  in  den  Innanraum  dar  Sobaide  hinein  fertaelst. 
Doch  die  Umstttlpung  nimmt  insofern  alsliald  einen  nnregal- 
massigen  Verlauf,  als  die  Zeilen  des  Scheidenkanals  beim  Hervor- 
treten in  gressester  Menge  wiedemm  nach  hinten  sich  wenden  und 
dem  frühern  Buckel  sich  anschliessen,  anstatt  ringförmig  um  die 
Scheidenötfnung  h(^  rumzugreifen.  Auf  diese  Weise  geschieht  es 
dauu,  dass  letztere  itnmer  mehr  nach  vorn  tiedrcSnut  w  'wd  ii:h1 
schliesslich,  wenn  die  AussUilpung  volhMirloi.  mit  den  sie  utn- 
gebenden  Zellen  zapfenartig  nach  dem  köpfe  zu  \(}rspringt.  .Mit 
dem  Austreten  einer  immerfort  sich  vercrössernden  Men«jp  \on 
Zellen  w  ird  dio  Vagina  selbst  natürlich  immer  kürzer,  bis  schiiess- 
lieh  nur  noch  das  letzte  Ende  derselben  seine  frühere  Hescbaf- 
fenheit  beibehHlt.   Es  bildet  in  diesem  Zustande  das  oben  be- 
schriebene zwiebelförmige  Endstück  des  Geschlechtsapparates, 
das  schon  durch  seinen  Bau  die  Zugehörigkeit sumGenitaibuckel 
hinreichend  kundthut.  Dasa  dasselbe  seine  nraprtlngliehe  Lag« 
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veiüodert  hat,  aas  derLetbesböhle  in  den  iDDenraam  desBuckels 
ttbergetreten  ist,  erklärt  sieb  aus  den  inzwischen  veraDderten 
DmckverhMltiilssen ,  die  durch  die  aümtflig  zur  vollen  Ent- 
wicklung gekommenen  Geschlechtsorgane,  die  ketmbereitenden 
Theile  (Ovarium)  so  gut,  wie  auch  die  Leitungswege  (Uterus], 
bedingt  werden.  Dier  gesteigerte  Druek  ist  es  auch,  der  sowohl 
den  Genitalbuckel,  wie  den  gesammten  Ktfrper,  so  weit  er 
von  dem  Geschlechtsapparat  durchsetzt  wird,  immer  stärker 
ausweitet  und  dadurch  dann  die  eigen  thumliche  Gestaltung 
unseres  Asconema  zur  Folge  bat.  Der  Kopfzapfen  und  das  hin- 
terste Schwänzende  sind  die  einzigen  Körpertheile ,  die  ihre 
früheren  Forinverbältnisse  beilirbnUen.  Dass  ersterer  in  anderer 
Hinsicht  sieb  verändert,  indem  der  Pharynx,  der  denselben 
durchsetzt,  seine  Selbständigkeit  aufgiebt  und  mit  der  anliegen- 
den Leibeswand  verwächst,  erscheint  als  der  Ausdruck  derselben 
r  lii  kscbreitenden  Metamorphose,  die  wir  an  dem  Darme  schon 
früher  kennen  gelernt  haben. 

Dass  die  LAbensgeschicbte  unseres  Asemema  ein  Abbild 
jener  Verhältnisse  und  Zustände  bietet,  die  wir  durch  Schneider 
und  mich  bei  SphaenUaria  kennen  gelernt  balien,  bedarf  nach  dem 
Voranstehenden  kaum  noch  der  ausdrü  "kli -hen  Betonung.  Beide 
Würmer  gleichen  einander  nicht  blos  dadurch,  dass  sie  ihre  Vagina 
nach  aussen  umstülpen  und  zu  einem  eigenthümlichcn  Anbange 
entwickeln,  sonfirrn  weller  auch  insofern,  als  bei  ihnen  die 
männliche  Geschlechtsreife  und  die  Begattung  in  die  Zeit  des 
freien  Lebens  verlegt  ist,  und  nur  die  Weibchen  es  sind,  die 
zu  Eingeweidewürmern  werden.  Der  Unterschied,  der  zwischen 
ihnen  ohwaltet,  reducirt  sich  darauf,  dass  der  Genitalanhang  von 
Asconema  weit  weniger  selbständig  sich  entwickelt,  und  die 
ganse  Lehensgeschichte  in  einen  weit  engem  Zeitraum  sich  su<- 
sammendrängt. 
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zig 4887. 

Zeitschrift  des  Vereins  für  Lübeckische  Geschichte  u.  Altertbumskunde. 

Bd.  5,  H.  1.  i.  Lübeck  188f>.  87. 

Jahresbericht  u.  Abhsindliiiiuen  de«;  Naturwisseoscbaftl.  Vereins  in  Magde* 
burg.  1886.  .Ma;^del.iii-  1 SS7. 

Jahresbericht  der  Fürsten-  u.  Laudesschule  Meissen  vom  Juli  1886  —  Juli 
4887.  Meissen  4887. 

Abhandlungen  der  raathem.-physikal.  Cl.  d.  k.  bnycr.  Akad.  d.  Wissen.sch. 
Bd.  1>,  (in  d.  Reihe  d.  üenkschr.  d.  ."3.  Rd  ,  AMI..  Bd.  16  (in  d. 
Beilie  d.  Denkschr.  d.  nr,.  ]\,]  ,  Ahth.  \.    München  1886.  87. 

Sitzuojtöberichte  der  mathem.-physikal.  CK  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wiss. 
zu  München.  Jahrg.  4886,  H.  3.  8.  Jahrg.  4887,  H.  4.  9.  München 
4886.  87. 

Sitzungsberichte  der  philos.-philol.  u.  histor.  Cl.  der  k.  bnver.  Akad.  d. 
Wiss.  zu  München.  Jahrg.  1886,  H.  8.  4.  Jahrg.  1887,  Bd.  I,  H.  4—3. 
Bd.  II,  H.  4.  i.  München  4886.  87. 

Hertwig,  Ii. ,  Gedtfchtnisrede  auf  Carl  Theodor  v,  Siebold,  gehalten  in  der 
ofTuiitl.  Sitzung  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wiss.  zur  Feier  ihres  4S7.  Stif- 

tungslages  am  t9.  Mörz  18S6.  MiiiK  lien  1886. 

Bauemf>'huf,      M.  '  .  f>d{irlitnisrede  auf  Joseph  v.  Fraunhofer  zur  Feter 

scjnes  !  uü.  üt  liui  Ktnces.  München  1887. 

GieseOrecht,  W.  v.,  (icdat  litnisrcde  auf  Leopold  v.  Ranke,  gehalten  in  der 
üfTentL  Sitzung  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wiss.  zur  Feier  ihres  498.  Stlf- 
tungstages  am  28.  Mttrz  1887.  München  1887. 
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  IX   

Acilliindzwanxigste  Ptenarvenammfotig  der  hislor.  Conunitsion  bet  der  k. 

Jt>ayer.  Akad.d.lVissensch.  Bericht  des  Secretariats.  München  4887. 

Siliong«il»ei  irhto  drr  Gesellschnfl  f.  Morphologie  u.  Physiologie  in  München. 

Ja  Ii  PL',  i  [\bS6],  \l.  4—3.  München  1S86.  87. 

U.  Jahreshoi  ichl  des  Wp-ÄtfHlisohen  Proziazial -Vereins  f.  Wis^enscliafl  u. 

Kunst  für  4  885.  .\l  u  a  s  tc  r  4886. 

Jahresbericht  der  natorbistoriscben  Gesellschaft  zo  Nürnberg.  4886 
(oebsl  AbhandlQOgen,  Bd.  9,  Bogen  4.  $),  Nürnberg  4887. 

Anieiger  des  Germanischen  Nationalmnscums.  Bd.  4»  H.  8  (Jahr^^v  1886:. 
—  Miltheilungen  aus»  dem  GorTnanischen  MiKtnim.   Hd.  i     H  ^, 
Jahrg.  4886'.  —  Katalog  der  im  Germanischen  Museum  bcündiicheu 
Kartenspiele  u.  Spielkarten.  Nürnberg  4886. 

Zeitechrift  der  historischen  Gesellschaft  für  die  Pkwfns  Posen.  Jahrg. 
H.  t.  4.  Posen  4886.  87. 

iahrasbericht  des  Vereins  für  Erdkunde  xu  Stettin.  4886.  Stettin  4887. 

Wttrttombergische  Vierteljahrshefte  für  Lande<^eschlchte.   Hsg.  v.  d.  K^l. 
Statist.  Landesamt.  Jahrg.  «J  (1886;,  H.  4 — 4.  Stuttgart  1886.  87. 

Zuwachs  dor  Gro^sherxogl.  Bibliothek  zu  Weimar  i.  d.  J.  4885  u.  4886. 

Weiiuar  1  SS7. 

Jahrbücher  des  Nassauscheo  Vereins  für  Naturkunde.  Jahrg.  40.  Wies- 
baden 4387. 

Sitsangsberlcble  der  pbysiksl.-medicin.  Gesellschaft  in  Würz  bürg. 

Jahrg.  4886.  Würzburg  4886, 
Verband Inni.Tn  der  pliysikal.-medicln.  Gesellschaft  in  Würzburg.  N«  F. 

Bd.  20.  Würzburg  4887. 


Oesterreich-Ungarn. 

Rad  Jugoslaveoske  AkadeniUe  znanosti  i  umjetnosti  [.\gram].  Knjigu 
8S— 84.  V  Zagrebu  4886.  87. 

Viestnik  Hrvatskoga  arkeologickoga  DniStva.  Godina  IX,  Br.  4—4.  U  Za- 
grebu 1887. 

Magyar  tudom.  Akademiai  Almanacb,  4886-ra.  48S7-re.  Budapest 

1885.  86. 

A  Magyar  tudom.  Akademia  Emiekbeszedek.  Kot.  3,  Sz.  3 — 10.  4,  1 — 5. 
Budapest  488S— 87. 

A  Magyar  tudom.  Akademia  Erldsiloje.  ^vfoly.  49  (4885),  Sz.  8—6.  80  (1886), 
4—7.  24  (4887),  4—8.  Budapest  4885—87. 

A  Magyar  tudom.  Akaddmia  tvkdnyvei.  Köt.  47,  D.  3. 4.  Budapest  4885. 86. 

Mathematische  u.  naturwiss.  Rrriclite  aus  1  npnrn.  Mit  rntorst^M/Kn::  der 
Ungar.  Akad.  d.  Wisscnsrli.  lit  rnu^-L;!"^:.  IM.      4.  Hudujjcst  IHS^i.  86. 

Ethoologiscii«'  Mitthethingen  aus  Inguru.  Hsg.  v.  A.  ilerrmann.  Jahrg.  4 
(1887  ,  11.  I.  Budapest  1887. 

Ungarische  Revue.  .Mit  Unterst,  d.  Ungar.  Akad.  d.  Wiss.  herausgeg.  1885, 
H.  8—40.  4886  (Jahrg.  6),  H.  4—10.  4887,  4—7.  Budapest  d.  J. 

Irodalomtörtt  neti  Emkkek.  Kiadja  a  Magyar  tudom.  Akad.  Katet4.  Buda- 
pest 1886. 

Erlekezesek  n  nial!i<Mii.ifikiu  fudommnok  korrliol.  Kot.  14,  Sz.  40.  KOt.  41, 
Sz.  4— H.  kot.  13,  Sjz.  1.  2.  üiidapesl  1885— S7. 
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£rtekcz6sek  u  uyulv-  6s  szöptudomaayok  kuriibol.  Kiailja  u  Mngyar  tudom. 
Akadömia.  K6i,  4S,  St.  8— IS.  42.  Budapest  4885.  86. 

Ertekez^sek  a  termässettudomäiiyok  kür^bol.    Küt.  U,  Sz.  9.   Kol.  48, 
Sz.  4—19.  Köl.  46,  Sz.  1—6.  Kol.  17,  Sz.  f.  Budapest  4  883—87. 

Arcbaeologiai  Ertesito.  Kindja  a  Ma^'var  tudoni.  Akad.  Lj  folyauQ,  köi.  &, 
3—5.  Kot.  6,  4—5.  Kol.  7,  i.  'i.  Budapest  4885.  86. 

Malhemalikai      termtfszektudomAnyi  Ertesito.  Kiudja  a  Magyar  tudom. 
Akad.  Kot.  8.  6«-9.  4,  4—9.  5,  4—5.  Budapest  4885—87. 

,\rchaeologiai  Kuzlemcnyek.  Kiadja  n  Magyar  tudom.  Akad.  KöL  44  (Lj 

folyam  Kol.  41).  4  5.  Budapest  4  886. 

Malhematikai  ts  term^zettudomänyi  Küzlemeoyek.  Kiadja  a  Magyar  tudom. 
Akad.  Km.  80.  tl,  4—5.  Budapest  4885. 

NyelvtudoiDAnyi  Ktfzlem^nyek.  Kiadja  a  Magyar  tudom.  Akad.  Ktft.  49, 

t.  3.  20,  4.  i.  Budapest  4885.  86. 

Codex  diplomaticus  Hun^aricus  Andegaven!<is.  T.  S.  Budapest  4887. 
Hisloriae  Hun^aricac  Fontes  dome«»ti(  i  Vol.  k.  Chronica  minora.  Auspiciis 

et  sum}>tthus  Acad.  scicnt.  Hung.  BudajieHt  4  885. 

.Monumenlii  cdiuitialia  rogni  Huncarinf   T.  9  '4598  —  4  604'.  lUuinjiCsl  4SSä. 

Monun)Ciita  («jiuiiiiilia  rcgni  Transsyh.iiiiao.  T.  44,  Budapi-Nt  In86. 

Nyelvemleklai .  Kt^gi  magyar  codexck.  Kiadja  a  .Magyar  tuduiu.  Aka*!.  Ki)t. 
48.  Budapest  4886. 

R6gi  magynr  kült4»k  Tiira.  Kotot  5  (XVI.  szäzadbeli  magyar  kOltok  müvei. 

Kölel  V-  Budapest  4  886. 

Üalassn.  JAzsef,  A  phonetica  eleuiei,  külünos  tekinlettel  a  magyar  oyelvre. 
Budapest  4886. 

Cfoma,  Smäüf  KärOsi,  Dolgontal.  Összegyujtotte  Duka  Tivadar.  Kiadja  a 
Magyar  tudom.  Akad.  Budapest  4885. 

Dankö^  Jossef.  A  Franczia  könyvdisz  a  rcnai(;sance  korban.  Budapest  4 886. 

Ftjärpataky,  L,,  A  kirälyi  kanczclläria  az  Arpiiidok  kordban.  Budapest  4885. 

 ,  Magyarorsziigi  v.lrosok  r<*gi  szrfmada'^könyvpi.  nudnjicst  4  885. 

Helletiraut,  Arpäd,  Catalogus  libroruni  saeculo  W  impressorun»  quulquol 
in  bibliolbeca  Acad.  litt.  Huugar.  asservautur.  Budapeslini  4  886. 

Ipolyi,  Arnold,  Rimay  Jänos  lillamiratai  ^s  levelez^se.  A  Magyar  tudom. 
Akad.  türt^nelmi  bizoltsägdoak  megbixäsäböl.  Budapest  4887. 

König.  Gyula,  A  iii/isodrendii  es  ke^tfüggetlen  v<'d(ozot  tartalmBZ4)  parcziAIis 

dinV'renczialegycnletck  ehm  lele.  Budapest  4  883. 

Mtijiuth,  liUa,  A  özOnyi  böke  okniain (  ira.  Budapest  488?>. 

Mihalkoi  ics,  Gvsa,  Agerioczes  üllatuk  kivala.szlo  es  ivarszerxcinek  lejiedose. 
Budapest  4885. 

l^unlutcsif  Bern.,  Vuijiik  ncpköil^zeti  hagyomänyok.  Kiadja  a  Magyar 

tudon».  Akad.  Budapest  4  887. 

S'yänj,  Alh.  liärö,  A  ht'nihlika  \ p/rrfonaln.  Budapest  4886. 

(}vänj,  L.,  Üiploraatarium  rclalionum  üabriülis  Betblen  cum  Venetorum 
republica.  Budapest  4886. 

Stddeeakif,  L.,  Bäthory  IstvAn  lengyel  kirälylyd  vdlasztAsa.  4574-78.  A 
.Magyar  tudom.  Akad.  ttfrl6nelmi  bizottsäga  megbizä$äib61.  Budapest 

4S87. 

^sentklüray,  J.,  A  Üuoai  hajühadak  tOrl^oete.  Budape&l  4i>86. 


Digitized  by  Google 


XI 


SsUäyyi.  Sdndor,  A  Liuzi  b^ke  ukirattara.  Budapest  1885. 

Tkaiy,  A.,  A  sz6kesi  Gröf  Berc86oyi  csaläd.  ISSS— Buda- 
pest 1885.  87. 

IHtvs,  A.,  Maiivarop4Zji?;i  tuiuk  kincst«ii  deflerek.  Kidet  \.  Budapest  <6!S6. 

WlassicSj  Gyula,  A  buakiserlet  6s  bev^gzett  büncselekm^ny.  Ivütet  f.  i. 
Budapest  488S.  67. 

Veraeichnis  d.  dfTentl.  Vorlesungen  an  der  k.  k.  Franz-JoseflB-UnlversUat  zu 

Czernowitz  im  Sommer-Sem.  1887,  Winler-Sem.  1887/88.  — 
Lebersichl der  akad.  Behörden,  Winter-Sem.  ISH?  88. 

Beiträge  zur  Kimdo  sfeier marki^(  her  Geschichtsquellen.  Herausgeg.  vom 
liislur.  Neri'iiie  für  SttMoriiiark .  .lahr*:.  2J.  (Irnz  1S«7. 

MillheihinceTi  des  htstor.  Ven  iiies  fui  .Slciermark.  Hell  3.i.  Graz  1887. 

Zeit:»clirilt  des  Ferdtnandeums  für  Tirol  u.  Vorarlberg.  3.  Folge,  lieft  30. 
Innsbruck  1888. 

Berichte  des  naturwiss.- medizinischen  Vereines  in  Innsbruck.  Jahi^.  IS 
(1884/85  tt.  1885/88).  Innsbruck  188«. 

Revue  aus  dem  Inhalte  der  Mcdicin.  Abthellung  dos  OrvoS-termt^szellu- 
dom;'in\i  I-rtesttii"  Mt^dirin -natiirwiss.  Mitlheilungen;.  Ortifin  fler 
nicdicm.-naturw'iss.  Section  des  Siebenburgischen  Museumvereins. 
Bd.  9  (4887),  H.  t.S.  Klausenborg  1887.  —  Revue  aus  d.  Inhalte 
der  Naturwiss.  Abtheilung.  Bd.«  (4887),  U.  4.S.  Klauseoburg  1887. 

Abbandlungen  der  mathem.-nalunviss.  Cl.  der  k.  böhmischen  Gesellschaft 

(1.  Wissensehaften.  7.  Fnlfre.  Hd.  1.  P  i  a  18Sf5.  —  Ahhnndlunjien 
der  Classe  f.  Philos.,  Geschichte  u.  Philologie.  7.  Folge,  Bd.  i,  Pra^ 
1886. 

Jahreshericbt  der  k.  böhmischen  Gesellschaft  d.  Wissensehaften,  erstatlet 

am  18.  Jan.  188«;  15.  Jan.  1887.  Prag  188«.  87. 
Sitzungsberichte  der  k.  btfhmischen  Gesellschaft  d.  Wissensch.  Malhem.- 

naturw  CI.  Jahrg.  4885.  8G.  Praj;  188«.  87.  —  Phil05.-hist.-philol. 

Cl.  .Tahrg.  1885.  86.  Pra^'  18S^.  87. 

Aegesta  dsplomatica  nee  non  epistolaria  liohemiae  et  Moraviae.  üpera  Jos. 
Emier.  P.  III  (4811—33  ,  Vol.  1—5.  P.  IV  (1388—46),  Vol.  1—5 
Sumptibtts  R.  seientiarum  Soeietatis  Bohemiae).  Pragae  1884— 88. 
Jahresbericht  der  I.ese-  und  Redehalle  der  deutschen  Studenlen  in  Prag. 

Vereinsj.  I  .^NO  s7  ZS.  Jahip.;.  Prag  1887. 

Magnetisch!'  und  nictoDrolo^ische  Beobachtungen  an  der  k.  k.  Sternwarte 

zu  Prag  im  J.  IbNfi.  .lahrc;.  47.  Prag  1887. 

Personalstand  der  k.  k.  Deutschen  Carl-Ferdinands-Univcrgitttt  In  Prag  zu 

Anfang  d.  Studienjahres  1887—88. 
HUlheilungen  des  Vereins  fUr  Geschichte  der  Deutschen  in  Böhmen. 

Jahrg.  95,  No.  4—4.  Prag  488«.  87. 

Lotes.   Jahrbuch  f.  Naturwi.ssenschafl.   Im  Auftrag  de^  Vereines  »Lolos- 
herausg.  N.  F.  Bd.  7.  8  fder  ganzen  Reihe  Bd.  35.  36  .  Prag  4887.  ss. 

Verhandlungen  des  Vereins  f.  Natur-  u.  Hoilkunde  zu  Presburg    N.  F. 
Hell  5  iJahrg.  18Sf— 6  '.Inhrg.  1SS4  — 86;.  Presburg  1SS4.  87. 

BuUettno  di  archeoiogia  e  sturia  «iahiiata.  .Anno  9  (4886),  No.  Ii.  Anno  40 
(1887  .  No.  1—9.  11  .    S()a  I  a  l  o  i,SüG.  87. 

Aoieiger  der  Kaiserl.  Akiul.  d.  Wissenschaften  in  Wien.  Ma(h.-phys.  Cl. 
Jahrg.  i8  (1886  ,  No.  25— i7.  Jahrg.  S4  (1887],  No.  1—88. 
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Archiv  für  üsterreich.  (jescbichle.  Hcrausg.  von  der  zur  Pflege  vaterllind. 
Geschichte  aufgestellten  Coinmission  der  kaiserl.  Akad.  d.  Wisse nscb. 
Bd.  68,  S.  Htflfle.  Bd.      4.  u.  i.  HHlfte.  Bd.  70.  Wten  1897. 

Denkschriften  der  kaiscri.  Akad.  d.  WIsseaseh.  Ilathein.-n8ttirw.  Cl.  Bd. 

54.  5^.  Wien  4  886.  87. 

DeDk^ch^ifle^  der  kaiserl.  Akad.  d.  Wissenscb.  Philos.-hislor.  Cl.  Register 
<llj  zu  den  Bänden  45—85.  Wien  488«. 

Sitzungsberichte  der  kaiserl.  Aiiad.  d.  Wiss.  Matbem.-natarw.  Cl.  Bd.  98 

(18S6),  Ahlh.  I,  Heft  4.  5.  Abth.  II,  Hefl  S— 5.  Abth.  III,  Heft  4—5. 
Bd.  94  (4886;.  Ablb.  1,  Heft  1— '..  \h\U.  IL  Hefl  4—5.  Abth.  Hl, 
Hefl  4—5.  Bd.  95  (4887),  Ai>lh.  ii,  liefl  i.  2.  Wien  4880.  87. 

SUzungsbertchte  der  Icaiserl.  Akad.  d.  WisieDSch.  Pbllo8.-histor.Ci.  Bd.  119 
(4886;,  Heft  4.  2.  Bd.  113  (4886)»  Heft  4.  3.  Bd.  44«  (1887}»  Heft  4. 

Wien  4S86.  87. 

Mittbeiiun^rrn  der  k.  k.  geographischen  Gesellscbafl  in  Wien.  1S86.  Bd.  89 
(N.  F.  lid.  49).  Wien  4  886. 

Verhandlungen  der  k.  k.  loologiscb-lwtanischeD  Geseftoebaft  in  Wien. 
1886»  III.  u.  IV.  Quartal.  4887,  I.  u.  II.  Quartal.  Wien  4886. 87. 

Annalen  des  k.  k.  naturbistorischen  Hoftnnseums.  Bd.  2,  No.  4  —4.  Wien 

4887. 

Abhandlungen  der  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt.  Bd.  4  2,  No.  4.  Wien 
1886. 

Jahrbuch  d.  k.  k.  geologischen  Beichsanstalt.  Jahrg.  4886  (Bd.  86;,  H.  4. 
Wien  4886. 

Verhandlungen  d.  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt.  Jahrg.  4 886,  No.  18 — 48. 
Jahrg.  4887,  No.  1. 


Belgien. 

Annales  de  rAcadetnu-  d'archöologie  de  Belgiqiie.  T.  44  (IV.  S6r.  T.  4}. 
Anvers  4885.  —  Bulletin  (IV.  Sör.  des  .Annales},  No.  8.  9,  Auven» 
4886. 

Annuaire  de  l'Aead^mie  R.  des  sciences,  des  lettres  et  des  beauxHirts  de 

Belgique.  4  886  (Annee  52;.  4S87  (Ano^e  53).  Bruxcllcsd.  J. 

Bulletins  de  I  Acadcniir'  R  des  sciences,  des  lelircs  et  des  beaux-arts  de 
Belgique.  Aan^e  55  (4  885),  III.  S6r.  T.  9.  4  0.  Anaöe  56  (4  886), 
III.  S6r.  T.  44.  48.  Annee  57  (4887)»  III.  $6r.  T.  43.  Bruxelles  d.  J. 

Gatalogoe  des  livres  de  la  biblioth^que  de  l'Acad.  des  sciences,  des  lettre» 
et  des  beaux-arts  de  Belgique.  I*.  1.  II,  4 .  8.  Bruxelles  1881.  88.  87. 

Mamoires  couronnt^s  et  ati!res  ^lemoires  p.  p.  l'Acad.  R.  des  sciences,  des 
lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  Collectiou  in-S^.  T.  37 — 39. 
Bruxelles  4  886. 

M^moires  couronnös  et  Mdmoires  des  savants  ^trangers  p.  p.  TAcad.  R.  des 
seieiu  ( s.  des  lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  T.  47.  48.  Bru- 

^celk■^  1  N.Ml. 

Memoires  de  i  Acad.  K.  des  .sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgi- 
que. T.  46.  Bruxelles  4886. 

Acad.  R.  des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  Noticea 

biographi(iues  et  bihliographiqües.  4886.  Bruxelles  4  887. 

Annale«  de  la  Soci6tä  entomologique  de  Belgique.  T.  80.  Bruxelles  1 886. 
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Dttoemark. 

Oversifit  nver  det  Kong.  Danskc  Videnskahnrnes  Solskali^  Forhandlinger  I 

aaref  1886,  No.  3.  1887.  No.  I.  K  j  o  1»  e  n  Ii  a  v  n  d.  .1 

Det  koug.  Danske  Videuskabernes  Öcbkabs  Skriltcr.  Naturvid.  og  mathe- 
mat.  Afd.  6.  Rsokke.  Bd.  4,  No.  9,  KJebeahavD  1887. 
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Vol.  48,  Nr.  880—380.  London  4887. 

Journal  of  tbe  R.  .Microscopical  Society,  cintaininc:  its  Transactions  and 
Prnct'cdinps.  Ser.  IL  Vol. 6  (1886''  V.  r,-'.  ss^l]  P.  1  —  6.  London  1^^S7. 
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des  lettrcs.  T.  7,  Fase.  3  (.\un^e  18S5/86  .  —  M^moires  de  la  secUon 
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Nijmegen  1887. 

AaDleekoninijen  van  hol  verliandelde  in  de  seolie-vergaderinppn  vau  het 
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Reale  Istitulo  Lorobardo  di  scienze  e  lettere.  Rendiconti.  Ser.  II,  Vol.  19. 

Milano  4  886. 

Memorie  della  R.  Arcademin  di  scienze,  lelterc  cd  arti  di  Mode  na.  Ser.  1. 

T.  20,  I».  3.  <er.  H.  Vol.  4.  Modena  4  882.  86. 

Anoali  della  R.  Scuola  normale  superiore  di  Pisa.  Deila  Serie  Vol.  8  ^Scienie 
flsicbe  e  nalurali,  Vol.  4).  Pisa  181(7. 

Alti  della  Socielä  Tosttna  di  sideaze  naturali  residente  in  Pisa.  Memorie, 
Vol.  8,  Fase.  1. 1.  Pisa  1886.  87. 

Proces.<«i  verbalt  detla  Socielä  Toscana  di  scienze  nalurali  residente  in  Pisa. 
Vol.  5,  adunanza  del  14.  Nov.  4886,  9.  Genn.,  13.  Marzo,  8.  Haggio, 

3,  Luglio  48S7. 

Alti  della  R.  Acc.ideuua  de  Lincei.  Serie  IV.  Memorie  della Classe  di  scienze 
fisicbe,  materaat.  e  naturali.  Vol.  i.  Roma  1885.  —  Memorie  della 
cinssp  di  scienze  morali,  storiclie  c  (ilolo^iche.  Vol.  4.  2,  P.  4  ,'No- 
tizie  degli  scavi,  1886,  Genn.  —  Diccmhre  e  Indice  topograOco;. 
Roma  1886.  8«.  —  Rendiconti.  Vol.  t,  II,  Sem.,  Fase.  10— lt.  Vol. 
8, 1.  Sem.,  Fase.  1 — 18.  II.  Sem.,  Fase.  1 — 5.  Roma  1886.  87. 

Mittbellongcn  des  Kais.  Deulschcn  Archaeologischen  Instituts.  Römische 
Ablheilunp  BnÜLMtino  dell"  Imp.  Istituto  Archpologiro  Gprmaaico. 
Sezionc  Roiii  iiu  ,  1kl.  4,  H.  4.  Bd.  2.  H.  4 — a.  Rom  4  8Sü.  ö7. 

Atti  della  R.  Accadcuna  Uellc  scienze  di  Torino.  Vol.  XXII,  Di.«p.  4  —  15. 
Torino  1887. 

Rollettino  meteorologico  ed  astronomico  dell' Osservrdorio  della  R.  Unlver^ 
sith  di  Torino.  Anno  i1  (1886).  Parte  meteorologica.  Torino  4887. 

AUi  del  R.  l<titulf)  Venelo  di  scienze,  lettere  ed  arti.  T.  3,  Disp.  4  0.  T.  4, 
Disp.  1— 4u  eAppendice.  T.  S,  Disp.  4.  Ve  nezia  4884/85— 4886/87. 


Russland. 

Meteorologische  Beobachtungen  angestellt  in  Dorpat.  Bd.  5,  S,  1^64 

Dorpal  4  886.  87). 

Weihrauch,  K.,  Zwanzigjährige  Mittehvcrlhe  auü  den  meteorologischen  Be- 
obachtungen 1866^1885  für  Dorpat.  Ergllnzungsheft  zum  4.  Bande 
der  Dorpater  meleorotog.  Beobachtungen.  Dorpat  1887. 

Bericht  über  die  Ergebnisse  der  Beobachtungen  an  den  Regenstationen  der 
Kaiserlichen  livländ.  gemeinnützigen  u.  Ökonom. Socielät  f.  d. J.  iW, 

Dorpat  4886. 

Bidratj  tili  kannedoni  af  Finlaads  nalur  och  folk,  utg.  af  t'inska  Vetcnskaps- 
Societ.  Uttflet  44.  Helsingfors  1887. 
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ObMrvatioM  publikes  par  Ilosütut  mdMorologiqse  Ofolral  de  toSoef^des 

Sciences  de  Fin'nndc  Vol.  f,  Livr,  1  (Obsorvations  möt<5orol.  faites 
ä  Helsinirfors  eu  4  88i/.  Vol.  i,  Livr.  1  (Oi»Mrvai.  mötöorol.  faites  i 
H^Uiu^^iors  en  48ü3j.  Uelsingfors  1886. 
Expiorstion  intematioDale  des  r^gioas  polaires»  I88i  83  et  4^/84.  Expe- 
dition polaire  finlandaise.  T.  II.  Observatioos  faites  aux  stations  de 
Sodankylä  et  de  KttlUla  p.  Sw  UmstrOm  et  £.  Biese.  Ueleiosfors 

1887. 

tniversilelskija  Izvt-stija.  üod  46  (1886j ,  No.  10— 12.  God  27  (1887;,  No. 

4—9.  Kiev4886.  S7. 
Balletin  de  la  Sociale  Imper.  ilos  Naturalist^s  de  Moscou.  T.  62  (Anoee 

4  886',  No.  4.  T.  63  (Ann^e  1887),  No.  1—3.  Moscou  1887. 

Meleoro logische  Beobachtun}:en,  nusgeführt  am  Meteorol.  Observatorium 
d.  Landwirthschaftlicbeo  Akademie  zu  Moskau  von  A.  A.  Fad^iöff. 
4886»  t.  BKlfle  (Beilege  s.  Bollelln  de  fa  8oc.  tmp.  des  Natoral.  de 
lloacou,  T.  6t).  Moecoa  1887. 

Bulletin  tle  rAcad6roie  Impöriale  des  sciences  de  St.- Pötersbourg, 
T.  XXXI,  No.  3.  4.  T.  XXXII,  No.  1.  St.-Petersbourg  188«.  87. 

Memoires  de  TAcadömie  Imperiale  des  sciences  de  Sl.-P^tei^hnurg. 
Vll.Sörie.  T.3*,  No.7— 13.  T.  35,  No.  1— 7.  8t.-P6lersbourg  4S>i<,.  s7. 

Repertorium  fiir  M£tcorolo^ie,  bsg.  v.  d.  kais.  Akademie  d.  AVissenscii., 
redig.  V.  H.  Wüd.  Bd.  40.  St.  Petersburg  4887.  — SupplemeDtbeod  S 
(Rykatschew,  M.,  tber  den  Aufgang  und  Zugang  der  Gewässer  des 
Russischen  Rpichs'.  3  'Wahlen,  F  Wahre  Tape^mittei  u.  tägliche 
Variation  d.  Temperatur  an  18  Maliooen  des  Russischeo  Reichs). 
4  Hey  st,  E.,  Katalog  d.  iiieteörolog.  Beobaehtnngen  in  Bosaland  und 
Finnland).  6t.  Petorabvtg  4887. 

Annalen  d.  phvsikalischcn  Centralobsorvatoriums,  hcrausg.  von  H.  Wild. 
Jahrg  ISSS,  Th.  1.-2.  Jahrg.  1886,  Th.  1.  St.  Petersburg  4886.  87. 

Acta  Horti  Petropolitanl.  T.  9,  Fase.  2.  Pelropoli  1886. 

Xmdy  S.-Peterburgskago  Obscestva  estestvoispytatelej.  T.  47,  4.  St.  Peter- 
burg 1886. 

4uridiceskaja  Bibliografiia  izdav.  Jufid.  Fakaltetom  Imp.  S.  Peterburgskago 
Dnlversiteta.  God  8  (4886),  No.  7—9.  8.  Peterinirg  4886.  87. 

Prolokoly  zasidanij  sovela  Imperat.  S.-Peterborgskago  Dnlverstteta.  No. 

83—35.  S.  Peterburg  188»,.  ht 

Wedenski,  S.,  Uber  die  Beziehungen  zwiscbeo  Reizung  und  Erregung  iui 
Tetantfs.  S.  Pelerburir  1886. 

Sazonovir,  Pesni  o  tlcvuskc-voiuc  i  bylinv  o  stavte  Goüinoviuc.  Vursaval 88G. 

Correspondeiizblatl  des  Naiuifot&chei -Vereins  zu  Riga.  Jalirg.  SO.  Riga 
4887. 

llagn*  lische  Beobachtungen  des  Tifliser  Pbysikal.  Observalorinms  in  den 

.latucn  <  884— 85.  hsg.  v.  J.  .Mielberg.'  Tiflis  ISST. 

Meteor üiogische  Beobiu-htun^en  des  Tifliser  Physikal.  Obsenatoriums  im 
J.  1883,  hsg.  V.  J.  .Mielberg.  Tiflis  1886. 

Scbweden  «nd  Norwegen. 

Sferiges  offeattiga  BIMIolek  Btodrholm,  Upaala,  Lnnd.  Aeceaaion^-Katalof . 
4  f48M).  Stoektiolm  1887. 

Forhandlinger  veil  >^r>  skiTKlin  n  i'^kn  N'aturforskeres  48<*«  Möde  i  Christi- 
sota  7.— Ii.  Juli  1886.  Christiania  1887. 
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Forbandlinger  i  Videoskabfi-Selskabel  i  Chris tUaia.  Aar  AM,  Chhaü- 

ania  4887. 

Caspari,  C.  P.,  Eine  Augustin  fölschltch  beigelegte  Huttiilia  de  ^acrilegiis 
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SITZUNG  AM  17.  JANUAR  1887. 


a.  Braus,  üeber  die  Integrale  des  Vi^rper"  Problems. 

§  <. 

Die  bis  jetzt  bckHiinten  Iiitoi^rjilo  des  Violkörper-Problenis, 
niimlich  die  Schwerpunkts-  und  FliU-hen-Sätze  und  derS;itz  ^on 
der  lebendigen  Kraft,  besitzen  die  genieinsame  Eigenschaft,  di\ss 
sie  die  Coordinaten  und  die  Geschwindigkeits-Componenten  nur 
in  algebraischen  Verbindungen  enthalten.  Dieser  Umst;md, 
soNvie  die  Vergeblichkeit  der  bisherigen  Bemtihungen  zur  Auf> 
findung  weiterer  Integrale  legen  die  Vermuthung  nahe,  dass  der 
Kreis  der  «ilgebrai sehen  Integrale  mit  den  genannten  abge- 
schlossen sei.  Es  soll  deshalb  hier  die  Aufgabe  behandelt 
werden,  alle  algebraischen,  die  Zeit  nicht  explicite  enthaltenden 
Integrale  aufzusuchen.  Das  Ergebniss  ist,  wie  hier  gleich  be- 
merkt werden  soll,  negativer  Art,  d.  h.  die  noch  fehlenden  Inte- 
grale sind  sUmmtlich  transcendenl. 

Es  seien  tn^,        Vai  =  ^ ,  2  . . .  n)  die  Massen  und 

die  Coordinaten  der  niaterieilen  Punkte,  r^^  die  Distanz  der 
Massen  mß, 

'  uff 

die  Krilftefunclion  für  den  Fall  des  Xowton'sehen  Gravitalions- 
gesetzes,  dann  können  wir  die  Bewegungsgleicbunijen  in 
der  Form 

schreiben.  Wir  beschränken  uns,  wie  bereits  angedeutet,  auf 
die  von  (  freien  Integrale  und  bezeichnen,  wie  ttbHch,  als  Inte- 
gral einen  aus  den     X,*,  gebildeten  Ausdruck  <)p,  dessen  Ab- 
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leitung  mich  l  unter  Bei  ücksiclilij^uug  der  Dille  iculalgleichungen 
(4]  identisch  n erschwindet,  der  also  der  I^ediniiung 

{%)         0  M  — ^  \   +  J_  ^ 

genügt.  Ausserdem  werden  wir  mit  Ausdrücken  g>  tu  tbun 
haben,  welehe  die  Bedingung  (2)  zwar  nicht  identisch  befriedigen, 
wohl  aber  in  Folge  der  Bedingung  ^  s  0.  Derartige  Aus- 
drücke wollen  wir,  in  Ermangelung  einer  anderen  Bezeichnungs- 
weise, kurs  »Integralgleichungen«  nennen.  Solche  Ausdrücke 
entstehen  s.  B.  durch  Verbindung  und  Umformung  von 
Gleichungen,  welche  Bestandtheile  einer  allgemeinen,  parii- 
culttren  oder  singulären  Ltfsung  der  vorgelegten  Differential- 
gleichungen sind.  Im  vorliegenden  Falle  haben  wir  diese  ver- 
schiedenen Möglichkeiten  nicht  naher  su  uniersuchen;  wir 
können  deshalb  auch  davon  absehen,  dass  das  vorgelegte  Problem 
überhaupt  keine  singulären  Lllsungen  besittt. 

Zur  Abkürzung  des  Ausdruckes  wollen  wir  noch  festsefzes, 
dass  die  Zeichen  G  und  R  benutzt  werden  sollen,  wenn  es  sieh 
nur  darum  handelt,  anzuzeigen»  dass  eine  Grosse  eine  ganze 
Function  oder  eine  rationale  Function  ist,  ohne  dass  es  dabei 
auf  die  besondere  Form  derselben  weiter  ankommt. 

§  2- 

Bei  der  Aufsuc-huiig  der  cilgebfciisclien  Inleprale  des  Systems 
(1)  wollen  wir  zunäefisl  ein  etwas  allgemeineres  System  von 
Differentialgleichungen  zu  Grunde  legen,  und  erst  später  auf  das 
System  (1)  zurückgeben.  Es  seien  die  2w  Variablen  :r,  .  .  . 
^mt  Vi  "  '  ym  als  Functionen  von  t  durch  dusGleichungssyslem 

(3)        ^  =  y«'  ^  = 

definirl,  wo  die  algebraische  Functionen  der  ...  x^^ 
ohne  t  bedeuten.  Diese  algebraischen  Functionen  können  wir 
uns  immer  dargestellt  denken  als  rationale  Functionen  der  x 
und  einer  einzigen  algebraischen  Irrationalität  welche  als 
Wurzel  einer  irreductibien  Gleichung 

(t)     Fis:  j:^  .  . .  a„,)  =  s»  -I-  S^  s"-'  +  =  0 

definirt  ist,  in  der  tS^  =  G  (x] .  Wir  w  erden  vorlauGg  bezüg- 
lich der  A^  ...  /Im,  F  nur  folgende  zwei  Einschränkungen  fest- 


Digitized  by  Google 


USBEB  DIB  IXTSGBALB  DBS  VlELKÖBFBB*pBOBLBllS.  3 

setzen.  Erstlich  soll  F  eine  ganze  homogene  Function  (vom 
n***  Grade)  der  Variablen  «undx,  ohne  wHlkttrliche,  in  den 
nicht  vorkommende  Gonstanten,  bedeuten;  zweitens  sollen 
die  A  homogene  Functionen  der  oHy  s  und  zwar  von  einer  geraden 
Ordnung  2iV  sein.  Beide  Einschränkungen  treffen  fUr  unser 
specielles  Problem  (1}  zu.   Setzt  man  nämlich 

und  schallt  man  die  Quadratwurzeln,  als  welche  sich  die  r  dar* 
bellen,  fort,  so  erhält  man  für  s  in  der  Tbat  eine  Gleichung  der 

vorausgeselzlen  Art.  Ferner  werden  die  Ableitungen  der  Kräfte- 
fimciion  in  (i)  homosene  ralioiiiile  Functionen  von  den  j\  v-  s 
und  \on  s.  und  zwar  von  der  Ordnuiij;  —  2,  indem  sich  jede.> 
r  rational  durch  diese  Variablen  ausdrücken  lasst.  Um  sich 
hiervon  zu  tiljerzeuiien,  hat  man  nuruötbigi  in  {oj  aiie  Quadrat- 
wurzeln i)is  auf  eine  lortzuschaÜeu. 

Kin  algebraisch  von  den  :r,  //  abhiinaiizes  Inieurnl  ff  der 
iiieichungen  ^3)  lüsst  sich  nun  immer  deüoireu  als  Wurzel  einer 
gewissen  Gleichung 

i6]  (f^  -h     (pP"^  H  ^  B^^O  , 

in  welcher  =  y)  ist,  und  von  der  wir  voraussetzen 
dürfen,  dass  sie  nicht  in  Factoren  von  ähnlicher  Bescbafienheit 
serlegbar  sei.   Die  Differentiation  nach  t  liefert 

Verschwinden  in  dieser  Gleichung  sämmtUche  Goefficienten,  so 
sind  die  B  rational  aus  den  y  zusammengesetzte  Integrale, 
also  (p  eine  algebraische  Verbindung  rationaler  Integrale.  Ver- 
schwinden die  Ableitungen  der  B  nicht,  so  nehmen  sie  die  Form 
A(x,  i)  an,  und  die  Gleichungen  (6)  und  (7)  besitzen  eine 
gemeinsame  Wurxel,  d.  b.  die  Gleichung  (6)  wird  reductibel, 
wenn  man  den  Variablen  y  die  Irrationalität  $  »adjungtrl«. 
Beide  Gleichungen  besitzen  also  einen  gemeinsamen  Theiler 

welcher  aiehl  in  Factoren  von  Ähnlicher  Form  zerlegbar  ist  und 

der  verschwindet,  wenn  ftlr  fp  das  betrachtete  algebraische 
Inlefjral  substituirt  wird.  Die  Wiederholung  derselben 
Schiud:» weise  lühri  zu  der  Bedingung 
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welche  wegeo  der  Irreduclibil il.lt  von  (8)  nicht  ainlers  erfüllt 
sein  kann,  als  wenn  die  AI)Ioitungen  der  C  siimmllich  ver- 
schwinden. Die  C sind  daher  integrale  von  der  Form  ü s). 
Zusammenfassend  können  wir  also  sagen:  die  gesuchten  al- 
Kcbraischen  Integrale  lassen  sich  immer  als  algebraische  Ver- 
bindungen von  Integralen  der  Form  H  [x^     s)  darstellen. 

§  3. 

* 

Es  sei  nun  rp  ein  Integral  von  der  Form  R  [x,  tj,  s] .  Denken 
wir  uns  dasselbe  als  Quotienten  zweier  Pohnome  von  der  Form 
^  i^)  Vi  geschrieben,  so  können  die  Goefficienten  in  Zahler 
und  Nenner  ausser  den  in  den  Differentialgleichungen  auf- 
tretenden €onstanien  noch  irgend  welche  Parameter  ,  . 
enthalten,  denen  beliebige  oonstante  Werthe  beigelegt  werden 
dtlrfen,  oline  dass  g>  aufhört  Integral  2u  sein.  Wir  wollen 
xeigen,  dass  ein  solches  Integral  sich  allemal,  als  rationale  Ver- 
bindung von  parameterfreien  Integralen  derselben  An  darstellen 
hisst.  Zu  dem  Ende  denken  wir  uns  einen  Quotienten  <p'  tweier 
Polynome  D  und  E  angesetzt,  welche  genau  dieselben  Terme 
wie  Zähler  und  Nenner  von  tp,  aber  mit  unbestimmten  Coeffi- 
cienten  D^^     ,  ...  resp.  E^,     .*»  enthalten. 

Die  Forderung,  dass  fp  ein  Integral  sein  soll,  fuhrt  zu  der 
Bedingung 

(9) 

welche,  vollstiindig  entwickelt,  eine  gewisse  Anzahl  voi» 
Gleichungen  liefert,  die  in  Bezug  auf  die  Coefficienlen  />,  ... 

hilinear  sind.  Diese  Gleichungen  sind  mit  einniuler 
vertrilglieh,  denn  sie  werden  durch  die  Coefficienlen  von  ff  er- 
füllt; anderorseits  sind  die  ...  E^  ...  nicht  vollstHndiiz  durch 
jene  Gleichungen  hestiinml .  wcnu  rf  die  Pammetpr  r/,  .  .  .  ent- 
halt. Die  allgemeinste  Art  und  W'oi.sc.  der  Bediiigun!z  (*»)  durch 
den  Quotienten  </)' zu  iientliien.  hesleht  nun  darin,  dassdie/),  ... 
F.  ...  Gewissen  Ausdrth  ken  sieichiiesetzt  worden,  welche  in 
rationaler  Weise  1  eine  gew  isse  Anz.dd  von  Pnrnmctern  /i,  , 
6,  . . .  ,  %]  eine  einzige  algebraisch  von  den  Parametern  6  ab- 
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hangige  Grösse  c  enlhalten.  Die  Grösse  c  können  wir  uns  de- 
fiDU't  denken  als  Wurzel  einer  irreduciiblen  Gleichung 

(40)  c*  +     c*- »  -h  •  -     Cjt  =  0  , 

in  welcher  die  c,  ...  die  Form  R{b)  besitzen.  Aus  dem  auf 
diese  Art  gewonnenen  Integral  (/  '  wird  q>  einhalten,  wenn  man 
für  die  b  gewisse  Yerbiiadungen  der  Parameter  o  einsetzt. 
Femer  Ittsst  sieb  jede  an  ^'  ausfahrbare  Umformung  oder  Zer* 
legung  auch  an  <jp  ausführen »  so  dass  wir  uns  auf  die  Unter- 
suchung von  q>'  besehränken  dürfen.  Wir  denken  uns  nun  tf 
auf  die  Form 

IJp'  ass  F„  C  +  •  •  C*"* 

gebracht,  wo  die  F  gleich  R{x,  y,  s,  b)  sind.  Dieser  Ausilnk  k 
kann  wegen  der  Irredurlibilität  von  (10)  nichl  anders  ein  liiio- 
£zral  sein,  als  wenn  die  . . .  Integrale  sind,  d.  Ii.  man  kann 
je(ios  integral  von  der  Form  s),  welches  die  Parameter 

in  nicht  rationaler  Weise  enthalt,  als  ein  Aggregat  von  Inte- 
gralen der  Form  R  [x^        b]  darstellen.*) 

§*• 

Es  sei  jetzt  ^  ein  Integral  von  der  Form  y,  s,  b).  Wir 
greifen  einen  der  Parameter  heraus  —  derselbe  werde  b  genannt 
—  und  betrachten  g>  als  Function  von  6.  Wenn  g>  oder  der  re- 
ziproke Werth  von  q>  die  Form  G  [b]  besitzen,  so.  sind  offenbar 
die  Goefficienten  der  einzelnen  Potenzen  von  d  in  ^  oder  dem 
reciproken  Ausdrueke  Integrale,  welche  den  Parameter  b  nicht 
•enthalten.  Wenn  weder  g),  noch  der  reciproke  Werth  von  <p 
nach  b  ganz  rational  sind,  so  schreiben  wir  ^  in  der  Form  ^:  AT, 
wo  H  und  K  die  Form  G  (6)  besitzen.  Zerlegen  wir  dann  r/>  in 
den  nach  6  ganzen  Theil  q>^  und  in  den  echtgebrochenen  Tbeil 
j  so  sind,  wie  man  sofort  durch  Entwickelung  von  ip  nach 
fallenden  Polenzen  von  b  erkennt«  und  il\  Integrale,  und  zwar 
sind  auch  die  Goefficienten  der  einzelnen  Potenzen  von  b  in  g>^ 
Integrale,  Den  reciproken  Werth  von  i/^^ ,  welcher  unecht  ge- 


i)  Wenn  die  Diflereotiaigleichungen  gewisse  Parameter  e,,  ...» 

welche  nicht  in  der  Gleichang  für  s  vorkommen,  in  rationaler  Weise  enf- 
halten,  so  las«t  sich  auf  ütinHclio  Weise  zeigen,  d;\<;s  Inlegrnle,  in  denen  ilic 
e  algebraisch  vorkommen,  sich  auf  solche  von  der  Form  H  e^ ,  . . .  redu- 
ciren  lassen.  Derartige  Parameter  sind  i.  B.  heim  Vielkürperproblcm 
durch  die  Massen  gegeheo. 
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broehen  ist,  zerlegen  wir  wieder  in  den  ganzen  rationalen  Theil 

7^  lind  in  den  echl  gebrochenen  ip^,  dann  sind  rp,  und  i^,  eben- 
falls Integrale.  Setzt  man  dieses  Verfahren,  welches  schliesslich 
von  selbst  abbricht,  bis  au  s  Ende  fort,  so  gelangt  mau  /u  der 
Kettenbruchdarstellung 

w^o  die  <Pfi  ganee  Fanclionen  der  b  bedenten,  deren  CoeffieleDtoD 
Integrale  ohne  den  Parameter  b  sind.  Durch  Wiedereinrichtung 
des  Kettenbniehes  erhttlt  man  dann  q>  als  Quotienten  zweier 
ganzen  Functionen  von  d,  deren  Goelficienten  von  b  freie  Inlegrale 
der  Form  R{x,  ?/,  sind. 

Durch  Wiedtrhuluiii;  dieses  Verfahrens  erkenut  man,  da<s 
jedes  Integral  von  der  Fuim  H{x,  i/,  s) ,  welches  gewisse  Para- 
meter fe, ,  6,  . . .  in  rationaler  V^'eise  enthalt,  alh mh al  aus  einer 
Anzahl  paramcterfreier  Integrale  in  ganz  oder  gebroi  lien  lioearer 
Form  zusaiiiiiii'iiL:t'S('i/.i  werden  kann.  Dieser  Satz  führt  in  Ver- 
bindung mit  den  Über  die  Differentialgleichungen  3)  gemachten 
Voraussetzungen  sofort  zu  einer  füi-  das  Folgende  wichtigen 
Conse(|uenz.  Ks  sei  k  eine  beliebige  constante  Zahl ;  man  ersetze 
in  den  Dilferentialgleichungen  die  Grössen  o;,  t  und  entsprechend 
s,  y  durch 

xk*  ,  U'---^',  «A*,  yk'^^-'f  , 

wo  AT  die  in  §  %  angegebene  Bedeutung  besitzt,  dann  hebt  sich 

die  Grösse  k  aus  den  Differentialgleichungen  heraus,  und  es  gehl 
deswegen  jedes  luU^ral  ip  durch  diese  Substitution  wiederum 
in  ein  Integral  über,  welches  jedoch  jetzt  im  Allgemeinen  den 
Parameter  A  enthalt.  Ks  sei  nun  ip  ein  paraineterfreies  Integral 
von  der  Form  li{x,  y.  s\,  welches  durch  die  angegebene  Sub- 
stitution in  tp'  übergehen  möge.  Wir  schreiben  (p  in  der  Form 
»^i(.T.  I/,  s]  dividirt  durch  G  (x,  s^'< ,  dann  ninunt  jeder  Term 
in  Zahler  und  Nenner  nach  der  Substitution  wieder  die  ur- 
sprüngliche Gestali  aUj  jedoch  mit  einer  bestimmten  Potenz  von 
Ar  multiplicirt,  deren  Exponenten  wir  als  die  Dimension  des  be- 
treffenden Terms  bezeichnen.  Schreiben  wir  nun  Zähler  und 
Nenner  von  tp  in  der  Form 

I  =  JL,  kP  ^  L^kP''  ^  h  £p  , 

M  =      kl  -f-      /.^-«  +  . . .  4-  .V^  , 

so  umfassen  die  Coefßcienten  L^J^ ,  J/„  immer  nur  Terme  gleicher 
Dimension.  Diese  Coefßcienten  müssen  nun  durch  MuJtiplicatioD 
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liiit  einem  und  dtMiiselben  F;iclor  in  FnlO!4r;ilo  ühfrgehen.  und 
man  erkennt  leichf.  dass  man  für  diesen  Muitiplicator  den  reci- 
proken  Werth  irgend  eines  der  Coefficienlen  z.  Ii.  !  : /.„  wllhlen 
darf.  Wir  orlialten  dann  (p  linear  zusammengesetzt  aus  Integralen 
der  Forru  ))G(x^  y,  s)  dividirt  durch  i/,  ä)«,  deren  Zahler 
lind  Nenner  nurTernio  von  tjlt'icher  Dimension  enthalten.  Solche 
Integrale  sollen  iihoiuogen  in  den  i)iriiensionen"  odor,  wenn  kein 
MissverüiandDiss  zu  befürchten  ist,  schlechlwei^iioinogeabeisseD. 


Essel  jeUi  ein  homogenes  Integral  von  der  Form  R{Xy  y, «), 
welches  wir  uns  in  die  Gestalt  G{x,  s)  :  G{Xf  s)  gebraclit 
denl^en.  Da  ein  von  den  y  freier  Ausdruck  nicht  der  Bedingung 

dt 

Identisch  genügen  kann,  wenn  er  nicht  gleichzeitig  von  den  x 
frei  ist,  so  muss  wenigstens  eineder  Variabetn  y  in  q>  vorkommen. 
Es  sei  dies  y^.  Wir  denken  uns  Zähler  und  Nenner  von  q>  nach 
y  in  Linearfactoren  zerlegt,  setzen  also  an 

i^«)     9  =  Q  Vi  -  nJ'  iy.  -  ^,)^  iy-  v^V--  , 

wo  die  et,  ß.  y  ...  ganze  positive  oder  negative  Zahlen,  die  /. 
rationale  oder  alüehraisehe  Kunclionen  der Variaboln  r,  7  s  unter 
Ausschluss  von  y^  bedeuten  und  Q  eine  rationale  Function  der- 
selben Variablen  ist.  Da  fp  Integral  ist,  so  erhalten  wir 

0  =  =  ^  >og  Q  .  VT     g      [dyi  _  drjA 

dt  dt  —fi^\dt  dtf 

Zur  Umformung  dieses  Ausdruckes  wollen  wir  fttr  den  Augen- 
blick die  Zeit  t,  so  weit  sie  in  den  Variablen  x,  y,  s  unter  Aus- 
schluss von  x^  und     vorkommt,  mit  r  bezeichnen,  dann  ist 

ä  log  Q  _  Mog  ö      _^  d  log  Q 


also 


dt  dx,  dv 

dt       da?,  ' 


dXj     *        dr       ^  (^vT, 

yi  -  »7i  l       rf^  ^^%) 
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Da  nun  ?/,  in  (iie^or  Gleichuni;  nur  insofern  vorkommt,  als  €8 
«xplicile  hingeschrieben  ist,  so  folgt 

Zur  weiteren  Verwendung  dieser  Relation ,  welche  offenbar  in 
Bezug  auf  eine  partielle  Di fferentialgletcbung  darstellt,  denken 
wir  uns  jetzt  Zahler  und  Nenner  des  betrachteten  Integrals  9, 
statt  in  Linear factoreni  so  weil  als  mOgUch  in  die  einfachsten 
Factoren  zerlegt»  welche  noch  die  Form  6  (y)  resp.  A{a;,  s]  be- 
sitzen. Die  von  einander  verschiedenen  Tbeiler,  welche  die 
Variablen  y  wirklich  enthalten,  mögen  mit  ^, ,  ■  *  *  bezeichnet 
werden,  so  dass  wir  ansetzen  können 

=  r  ip,^'  xpj'  .... 

wo  die  /.,  ...  ganz(>  positive  oder  neffalive  Zahlen  bedeuten 
und  r  die  Form  H[Xy  s]  besitzt.  Die  Wurzeln  »;  in  (H)  werden 
dann  erhuUcn .  wenn  man  diejenigen  ip,  welche  y^  enthalten, 
pleich  Null  seUt  und  nach  y^  auflöst.  Es  sei  i//,  {y^i  ein  solcher 
Theiler,  weU-lier  die  in  (12)  benutzte  Wurzel  t^^  liefert.  Danu 
erhalt  man  aus  der  Ideulital 
(13)  «  0 

die  Gleichungen 

(a  s  4,  2  . . .  fit ,  ß  ^i,^      m] . 
Beachtet  man  nun  noch  die  Differentialgleichungen  (3),  so  gehl 
(12)  successive  Ober  in 

s=  2,  3  . . .  jHj  , 

J)i('  linke  Seite  der  Iclzlrren  riltMchunii  i^t  ulleubar  uichls anderes, 
als  der  vollsliindig  colwicktiie  Ausdruck  für 

vorausgesetzt,  dass  für  y^  überall  die  aus  (13)  sich  ergebende 
Wurzel  i^i  geschrieben  wird,  liiernach  ist  also  tff^  (yj  eine  in- 
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togralgleichuns.  denn  die  Ableilung  von  i^,  nach  /  verschwindet 
nach  (f  i  weno  nicht  ideutischi  so  doch  sicher  in  Folge  der 
üieichuDg 

Derselbe  Schluss  gilt  offenbar  für  die  flbrigen  Theiler  ^.  An- 
genommen nun  man  konnte  beweisen ,  dass  jeder  der  Theiler 
...  durch  MnltipHcation  mit  einem  Factor  von  der  Form 
H[Xf  s)  in  ein  Integral  rp^  ...  verwandelt  werden  Itann»  so 
würde  daraus  folgen,  dass  jedes  homogenes  Integral  (p  steh  auf 
die  Form 

(p  SS  Ü  (p^^  fp^f*  , , . 

bringen  liissl,  wo  die  hoiuoL'onon  Inlei;rale  (p^  ...  die  Form  (i  y) 
resp.  H[j'.  s]  besitzen,  und  dov  Fiictor  6'.  welcher  hdchstmis  die 
a \  a  ontli.'ilten  kann,  sich  auf  eine  Constante  reducirt,  weil  er 
iier  Bedingung 


gentigen  muss.  Ferner  würde  damit  die  Aufgabe,  alle  algebra- 
ischen Integrale  der  vorgelegten  Differentialgleichungen  zu 
finden,  auf  die  andere  zurtlckgeftshrt  sein,  alle  homogenen 
Integrale  der  Form  G(^)  resp.  B  ix,  s)  zu  ermitteln.  Wir  werden 
nun  zeigen,  dass  eine  solche  Reduction  der  homogenen  Integral- 
gleichungen t//,  . « . ,  auf  die  uns  die  Untersuchung  gefuhrt  hat, 
anter  den  hier  gemachten  Voraussetzungen  in  der  Tbat  immer 
möglich  ist. 

Es  sei  if'  eine  liornopene  inlesralgleichung  der  Form  (i  {y) 
resjt.  /f(.T,  s  .  welL'ho  sich  nicht  in  Theiler  von  Uhnlicher  Gestalt, 
die  die  //  wirklich  eiithnllen.  zerlegen  liisst.  Der  vollst^indig 
entwickelto  Ausdruck  Im  ilie  Ableitung  ^on  i'>  nach  t  besitzt 
eine  iihniiche  Gestalt  %\  ie  <i'j  nur  dass  der  Grad  in  Be/.n.^  auf 
die  ij  um  eine  Hiulieil  hülier  ist  als  in  i//.  Diese  Ableituni;  niu.ss 
verschwinden,  wenn  yj  verschwindet,  muss  also  wepen  der 
vorausgesetzten  frrpduclibilitnt  von  ip  durch  selber  Ihoilbar 
sein,  so  dass  wir  ansetzen  konneu 
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H.  Bruhs, 


wo  (0  in  Bezug  auf  die  y  ganz  linear  und  ebenso  wie  ^  in  den 
Dimensionen  homogen  ist.  Schreiben  wir 


so  sind  die  ...  homogene  rationale  Functionen  von  den 

Xj  s.  Subslituii'l  man  ferner  für  die  Variabcia  /,  y  wie 
früher 


so  ergibt  sich»  dass  die  Dimension  von    ungerade  ist.  Femer 
sind  die  Dimensionen  der  hd^     . . ,  gerade,  die  der  y  ungerade, 
es  ranss  also  in  fa  das  Glied  ta^  fehlen,  d»  h.  w  ist  in  Bezug  auf 
die  y  homogen  linear.  Dieser  Umstand  ist  für  die  folgende  Be- 
weisführung von  wesentlicher  Bedeutung  und  bildet  den  Grund^ 
weshalb  wir  in  den  Diirerentiaitjleielumgen  (3;  die  .1  alshomogene  | 
Functionen  gerader  Ordnung;  in  Bezut;  auf  die  ./•,  s  \orausKPseizl  > 
haben.  Eswtirt'  niüglich.  dass  diese  KinscIirankunL;  hei  einem  an- 
dern ßeweis£janüesi(  f  iais  unnöthii;  herausstellt.  Ich  uehe  auf  diese 
Frage  nicht  naher  ein,  weil  sie  für  unser  eigenlltehes  Ziel, 
nümlich  die  Aufsuchung  der  algebraischen  Integrale  des  Eingangs 
aufgestellten  Vielkörper-Froblems,  unerheblieli  ist. 

Es  werde  ip  als  Polynom  der  j/  geschrieben;  sein  Grad  io 
Bezug  auf  diese  Variabein  sei     und  es  werde  angesetzt 


wo  die  lp^,,  ?/',  . . .  die  Terme  vom  Grade  p,  p  —  I  ...  zusammen- 
fassen. Mit  kttcksicht  auf  das  Vorhergehende  ist  dann 


so  dass  es  fttr  die  Untersuchung  von  cn  lediglich  auf  das  Anfangs- 
glied  ankommt.  Die  Goefficienten  in  ia  hangen  auf  ein- 
fache Weise  mit  gewissen  Goefficienten  in  ^p^  zusammen.  Man 
ordne      nach  einem  der  darin  vorkommenden  y  —  sagen  wir 

—  und  setze  an 


«  1/^0  +  f/;,  +  .  •  •  , 
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Sind  a,  a  ...  die  Coeffioienten  des  Polynoms  F^,  so  ist,  da  die 
RelatioD  (\  6)  für  beliebige  y  bestehen  muss, 

^'ir  könneu  also  uilgemein  »Dsetzen 

wo  die     gewisse  Coefficienien  in  bedeuten. 

Als  Vorbereitung  für  das  Folgende  betrachten  wir  zunäehst  den 
Fall,  wo  die  Goefficienten  in  sämmtlich  von  der  Irrationalität« 
frei  sind.  Es  sei  %  eine  Function  der  ^,  ganz  homogen  nach 
den  y,  rational  homogen  nach  den     welche  der  Bedingung 

tjpnilL'en,  wo  die  b^^  j^ewisse  Coeflicienten  des  nach  den  y  ge- 
ordneten Ausdruckes  /  bedeuten.  Man  denke  sich  samnitliche 
Coeflieiefiten  in  ^  auf  den  kleinsten  gemeinsamen  Nenner  M  ge- 
bracht und  den  etwa  vorhandenen  i^emeinsamen  grössten  Theiler 
L  aller  Coefiicientenzähler  aufgesucht,  danu  ist 

M 

ein  Ausdrucli  von  der  Form  G  [x^  y] ,  welcher  keinen  von  den 
y  unabhSngigen  Theiler  der  Form  6  {x)  besitxt.   Ferner  wird 

wo  die        gewisse  Coefficienten  in  y'  bedeuten.     Iis  sei  nun 
(>  ein  irreductiblcr  Theiler  von  h\^^  welcher  die  Variable 
wirklich  enthalt,  dann  tritt  in  %'  ein  Glied  der  Form 

Q  Äa?« 

auf,  welches  sich,  so  lange  specielle  Werthsysteme  der  y  aus- 
geschlossen bleiben,  nieht  gegen  andere  Glieder  in  t'  fortheben 
kann.  Der  Ausdruck  ^  wird  also  sicher  unendlich  fitr  alle  end^ 
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liehen  Werthsysteme  der  für  welche  Q  verschwindet.  Es 
mttsste  also,  da  fdr  endliche  x  die  linke  Seite  von  (1 8)  sicher 
endlich  bleibt,  wider  die  Voraussetzung ,  x  durch  Q  theilbar 
sein.  Der  Goefficient  b^'  ist  daher  von  unabhängig,  d.  h. 
t'  ist  gleich  Null  und 

woraus  folgt,  dass  sich  x'  als  eine  ganze  rationale  Verbindung 
der  Ausdrucke 

ohne     dai'stellen  lUsst. 


Zu  der  Eeiation 

7ur(ick kehrend,  wollen  wir  den  Satz  beweisen,  dass  der 
Ausdruck 

ein  totales  Differential  ist,  dass  also  die  sogenannten  Integrablh*- 
tHtsbedingungen 

hxß     baCn      hXf^bxß  \aßl 

sämmtlich  erfüllt  sind.  Zu  dem  Ende  wollen  wir  in  %  die 
Grossen  . gleich  Null  setzen,  jedoch,  um  Unbestimmt^ 
heiten  zu  vermeiden,  folgendermassen  vorgehen.  Wenn  ij'^ 
durch  eine  Polenz  von  y,^  theilbar  ist,  so  unterdrücken  wir 
diesen  Theiler.  welcher  ftlr  die  Gleichung  (15)  betleulungslos 
ist.  und  bezeichnen  ip^  mitt/'f,,,,.  iJ.u.mf  setzen  wir  y„,  gleich 
Null  und  l)ezeichnen  den  Ausdruck,  in  \Nelchem  i/i^,^^  hierdurch 
übergehl  mit  V^orm-t*    Derselbe  genügt  der  Gleichung 

(a  s  4,  2  . . .  m  —  4)  . 

Hierauf  unierdrücken  wir  in  i//ft,„,_,  die  eUv;«  ;ds  Theiler  auf- 
tretende Potenz  von  y^-i  und  setzen  ^,„^4  gleich  Mull,  wo- 
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durch  wir  zu  dorn  Ausdrucke  i^o>m-t  ge'a^igcD?  ^ 
Gelangt  man  auf  diese  Weise,  bevor  auch  ^3  gleich  Null  gesetzt 
wird,  für        zu  eiuero  Monom  von  der  Form 

so  kann  ofleobar  in  lo  für  die  Coef6cienien  . . .  Oj^  der  eine 
Goefficient  C  gesetzt  werden,  und  es  sind  die  zu  den  aus 
x^  . . .  OTj^  gebildeten  Variablenpaaren  gehörigen  IntegrabUiUU* 
bedingungen  von  selbst  erfüllt.  Wir  haben  deshalb  nur  noch 
den  uDgünsligslen  Fall  zu  verfolgen,  dass  man  nttmlich,  nach' 
dem  auch  beseitigt  ist,  mit  Unterdrückung  der  einflusslosen 
Potenztheiler  lu  einem  tp^  von  der  Form 

V'«  =  Ca  y^'^  +  c,  y.'i-'  y,  4-  ...  4-  y^'i 

gelangt,  in  welchem  q  mindestens  gleich  Eins  und  die  End^ 
coefficienten  und  Cg  von  Null  verschieden  sind.  Dieses  ip^^ 
genügt  der  Bedingung 


WO  in 


für  die  Coefficienten  a^  offenbar  und  Cg  zu  nehmen  sind. 
Die  gefundenen  heiaiionen  formen  wir  um  in 


^'  -  %t  •  c,  =  yi^  -h  ^  y.'i- *  1^,  +  •  •  •  +  ^  y,''  , 


(19) 


2 


Die  Coefficienten  von  ^'  können  nun  die  Irrationalität  s  enU- 
halten.  Ist  dies  der  Fall,  so*  gilt  die  Gleichmig  (19)  far  alle 
Wurzelwerthe  s^s^ s,^,  welche  «annehmen  kann.  Summiren 
wir  die  den  etnselnen  Wurzeln  entsprechenden  Gleichungen 
(19)  und  setzen 
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«0  sind  ^  und  C  homogen  rational  nach  den  x;  ferner  ist 


Der  Ausdruck  W  ist  also  eine  Function  von  derselben  Resdiaffen- 
heiiy  wie  die  vorhin  mit  x  bezeichnete.  Bedeutet  //den  kleinsten 
gemeinsamen  Nenner  der  Coefßcienten  in  so  ist  eine 
Function  der  Form  6';a',t/J,  welche  keinen  von  den  y  unabhängigen 
Theiler  der  Form  G  {x)  besitzt  und  der  Bedingung 

genügt.  Es  ist  also,  abgesehen  von  einem  constanten  Coelfi- 
cienten 


Damit  sind  offenbar  die  Integrabililätsbedingungen  allgemein 
bewiesen f  und  wir  haben  femer  für  das  urs|>rUngliche  V'o 
Relation 


Hieraus  folgt  sofort 


wo  die  g  iuze  positive  Zahlen,  die  Null  eingescjilossen  be- 
deuten. Ferner  erkennt  mau  hieraus,  dass 
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ist,  dass  also  die  Integralgleichung  ^  durcb  den  Uulliplicator 

in  ein  Integral  verwandelt  wird.  \V.  z.  1).  \v. 

£s  sei  jetzt  ^  das  zu  ^  gehi^rige  Integral.   Wir  spalten 
^b»S6lbe  ähnlich  wie  i^,  setzen  also  an 

^  aar  f/)^  4-  <jp^  4.  ...  , 

WO  sich  von  yj^  durch  den  integrirenden  Mulliplicalor  unter- 
scheidet und  der  Bedingung 

^entl^t.  Wir  wollen  nun  zeigen,  dass  t/Jq  sich  als  eine  ganze 
rationale  Function  der  m  —  4  Verbindangen 

-  «^1  yi »  ^.   -      »  •  •  ^»»1  yi  -  a*.  y« 

ohne  darstellen  Itfsst.  Zur  Vereinfachung  des  Beweises 
schicken  wir  folgende  Bemerkung  vorauf. 

§  8. 

Angenommen  man  hätte  in  dem  ursprünglichen  System 
Ton  Differentialgleichungen 

statt  der  Variabeln  Xj  y  andere  Variable  |,  >;  durch  die  lineare 
Substitution 

«isgefQhrt.  in  der  diec  feste  Zahlen  mit  nicht  verschwindender 
Determinante  bedeuten ,  so  wfirde  dadurch  an  den  tiber  die 
Differentialgleichungen  und  die  Irrationalität  z  geroachten  Voraus- 
setzungen nichts  geändert  worden  sein;  es  wttrde  also  auch  die 
ganze  bisherige  Untersuchung  ohne  Weiteres  für  das  transfor- 
inirte  System  gültig  bleiben.  Insbesondere  wttrde  der  Satz,  dass 
die  hier  untersuchten  Integralgleichungen  durch  einen  Multtpli- 
4;ator  von  der  Form  Ii  (x,  s)  in  Integrale  übergehen,,  wenn  er  vor 
der  Transformation  gilt,  auch  nach  derselben  gelten  und  umge- 
kehrt. Diese  Beinerkuiiu  ixmiitzen  wir  in  foli^ender  Weise.  Die 
Discriminiint*'  ./  der  Gleicliuug  für  5  ist  eine  homogene  ganze 
rationale  t-unelion  der  x  vom  Grüde 

n  («  —  4 ;  =s  . 
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Die  Disct  iiiiinante  J'  der  trunsformirten  (iletchung  für  s  geht 
aus  J  liorvur,  wenn  man  statt  der  x  die  ^  einführt.  Bei 
passemler  Wahl  der  Substitultonscueflicienleu  c  lüsst  sich  nun 
Siels  erreichen,  dass  in  J"  die  Glieder  mit 

wirklich  vorkommeD.  Es  ist  deshalb  keine  wesentliche  Ein* 
^chrankung  der  Allgemeinheit,  wenn  wir  annehmen,  dass  bereits 
in  der  ttrsprttnglieben  Discriminante  J  die  Glieder  mit 

»  **^4    •  •  •  "^m 

wirklich  vorkuuiiueu,  da  diese  Eiucnschnft,  wcnii  sit^  ursprüng- 
lich nicht  vorhanden  ist  ,  diircli  eine  voi-  Ht  L;inu  der  j^uuzett 
l  iii  rsiichung  vorgenommene  Transformation  slels herbeigeführt 
werden  kann. 

Wir  denken  uns  nun  in  der  (ileichunii  ftlr  &  den  Vin-Iahleu 
.r^ .  . .  .T,„  irgend  welche  endliehe  W  erlhe,  dem  dagegen  einen 
ausserordentlich  grossen  Werth  beigelegt,  d.mn  iMs.st  sieh  jede 
Wurzel  s  nach  fallenden  Potenzen  von  .t,  in  ein.  Heihe  ent- 
wickeln, welche  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  die  Form 

besitzt.    Hierin  ist  a  die  Wurxel  einer  Gleichung 

+  3,  CF*-«  +  ...  H-      »  0  , 

\\  (  l(  hl  keine  mehrfachen  \\  urzeln  besitzt  und  deren  Coefü- 
eienu-ii  nur  von  den  in  der  ursprünglichen  Gleichung  für  auf- 
tretenden C«  livi  inten,  ;ii)er  nicht  von  den  x  abhängen.  Die 
übrigen  Coelticieaten  a^,  . besitzen  die  Gestalt  H  [a]  resp. 
0    ,  . .  •  <Xff|j  • 

Fuhrt  man  jetzt  statt  der  Variablen  x  neue  Variable  p  durch 
die  lineare  Substitution 

P\  ^^11  Pt  ^  ^1      ^1  ~^  »  •  •  •  Pm  *  ^1  ^ 

ein,  sü  erhalt  man  das  Glied  mit  in  der  Discriminante,  wenn 
uiun  an  Stelle  der     ...  resp. 

schreibt.  Der  Coefhi  ieni  von  in  der  Discriminante  wird 
also,  so  lange  specieile  Werthsysteme  der  y  ausgeschlossen 
werden,  von  Null  verschieden  sein.  Infolge  dessen  l^sst  sich  für 
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gjTOSfid  "Wertbe  von  p^  nnd  endliche  Weithe  der  . . .  die 
IrralionaliUlt  s  nach  foUenden  Potenzen  von  p^  in  die  Reihe  , 

vri       *ro  pj 

entwickeln^  wo  ^  eine  von  den  p  unabhiingjge  ImlionaUtlit, 
(t*i  i(v    •  *  >  gante  rationale  Functionen  der  ^9    •  -  -  Pm 

bedeuten. 

Dies  vorausgeschickt  betrachten  wir  wieder  den  Anfangs- 
tenn  in  dem  Integral  q>.  Derselbe  stellt  sich,  wenn  er  die 
Irrationalität  $  wirkliä  enthalt,  zunächst  dar  in  der  Form 

muss  aber  in  Wirklichkeit  von  p^  frei  sein,  Entwicjbeh  man 
nun  s  und  darauf  g>^  nach  fallenden  Potenzen  von  ,  so  muss 
diese  Reihe  sich  auf  den  einen  von  p,  Dreien  Term  reduciren, 
welcher  nach  den  vorausgehenden  Bemerkungen  die  Variablen 
Pt  *  *  *  Pm  rationaler  Weise  enth<llt,  d.  h.      enthält  auch 

die  X  nur  in  rationaler  Weise  und  ist  in  Wirklichkeit  frei  von  s. 
Hieraus  folgt  weiter,  wenn  man  die  in  §  6  Uber  die  Ausdrucke 
X  und  X  gemachten  Bemerkungen  beachtet,  dass     eine  ganze. 
Function  der  x  ist. 

§  9- 

Fassen  wir  die  Resultate,  zu  denen  wir  bisher  gelangt  sind, 
zusammen,  so  können  wir  folgende  Sätze  aussprechen. 
Gegeben  ist  das  System  von  Differentialgleichungen 

-jf  «y«,  Tf       »  (««4,2..-«)  , 

tn  welchem  die  A  als  homogene  rationale  Functionen  von  der 
geraden  Ordnung  2  mhs  den  x  und  einer  gewissen  Irrationalität 
s  zusammengesetzt  sind.  Die  Gr^isse  s  ist  Wurzel  einer  irreduc- 
tiblen  Gleichung 

(leren  linke  Seite  eine  ganze  homogene  Function  der  s,  x  von 
«1er  n-ten  Ordnung  bildet.  Wenn  das  vorgelegte  S\s((  ni  von 
Diderenlialgleichungen  algebraische,  von  t  freie  hileiii  die  besitzt, 
so  lassen  sich  dieselben  allemal  darstellen  als  algebraische 

MMb.-pbjrs.  CImm  18^7.  f 
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ii.  bRli>S, 


FuDctioneu  eines  oder  mehrerer  Integrale  (p^  nelciie  foigeude 
Eigenschaften  besitzen : 

4]  Jedes  r/>  ist  eine  ganze  rationale  Function  der  eine 
rationale  Function  der  x  und  s,  . 

%  rp  ist  in  den  DimeDsionen  homogen ,  d.  h.  wenn  man 
ftlr  die  £c,  s,  y  resp.  -ö^it 

xh*  .    sh*  ,    yk**^  ,    (A-  =  conslans)  , 
so  uininu  (f  w  ieder  die  ursprüngliche  Gestalt  an,  jedoch  versehen 
mit  einer  gewissen  Potenz  von  A  als  Factor. 

3)  Bedeutet  f/„  das  Aggregat  der  Glieder  in  <p^  welche  in 
Bezug  auf  die  y  von  der  höchsten  Ordnung  sind,  so  sind,  wenn 
g)^  nach  den  y  geordnet  wird,  die  Goefficienten  ganze  rationale 
Functionen  der  x  ohne  gemeinsamen  Tbeiler. 

i)  Der  Ausdruck     genu^^t  der  Bedingung 

enthUlt  also  die  x  nur  in  den  Verbindungen 

Vi  —  Vu  '  («  =  2,3...  m]  , 
Naclideii)  wir  bis  zu  diesem  Punkte  geiaou'l  sind.  Ijreclien 
wir  die  allgemeine  Untersuchung  ab  und  wenden  uns  wieder 
zu  dem  Yielkörper-Problem  zurück,  welches  ja  den  Ausgancs- 
punlit  bildete,  undwelehes,  wieberpilsbr  innkt,  •  ineuspeeielien 
Fall  der  hier  betrachteten  Differentialgleichungen  repräsentirl. 


§  *0. 

Ks  seien 

»    '^a  »        1  («  =  ^  *  • 

die  Massen  und  dieCoordinaten  der  einzelnen  materiellen  Punkte 
{n  dem  betrachteten  Vielkörper-Problem , 

die  Gesebwindigkeitseomponenten,  r^^  die  Distanz  der  beiden 
Massen»!^,  m^,  dann  haben  wir 

-W-^"     dt  -  ""--f riß  • 
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%vo  bei  den  SiimiuatioDen,  ebenso  wio  weiterhin,  zu  beachleu 
ist,  dass  Glif  (i(  r  mit  r^^^  nicht  vorkQii|iueo  dl^rfen.  Es  sei  q)  ein 
iioniogenes  ialegrai  von  d^r  Form 

O  (X  KZ)  resp.  Ä  (a?y*r)  , 

T^  elches  in  Bezug  auf  die  A',  )  ,  Z  von»  Grade  ji  Ut;  Cern0r  setze 
man 

9  »   %   -4-   <;Pl    +  •  7 

wo  die  r/>Q ,  (p^  ...  die  Aggregate  der  Glieder  bedeuten,  welche 
in  den  A',  Z  von  den  Ordnungen  p  —  i  ...  sind ;  endlich 
l)eEeicbne  man  die  Zeil  f,  je  nachdem  sie  in  den  Coordinaten  oder 
iD  den  Geschwindigkeiten  vorkommt^  mit  u  resp.  Vf  fttbre  also 
4lie  OperatioDssymbole 


<eiu,  dann  muss  sein 

*   '  Ott  dv  dti 

Diese  beiden  Bedingungen  werden  sich  als  fttr  unseren  Zweck 
ausreichend  erweisen.  Die  erste  Bedingung  besagt,  dass  g)^  die 
ffy  z  nur  ganz  rational  in  den  Verbindungen 

fa^^a^K  ~~  ^1      )  9a  ™  Ha  i       ~      ^\  ^'i 

4ßi)ibält»  d.  h.  wenn  man  statt  der        s  in  q>^  die  Ausdrücke 

/"«  A^ 

apn  =  j^;^-  H-  a?i  j^^.,  y«  ~  Xj"*      ^  X|  ]^ 

-einsetzt,  so  verwandelt  sich  fp^  in  eine  Function  der  Grössen 

ft  "  *  fn  t  9i  '  • '  9n  *  ^1  •  •  •  » 
welclie  von     frei  ist,  und  abgesehen  davon,  dass  eine  Polenz 
von  A\  als  Nenner  vorkommen  kann,  die  X,  Y,  Z  nur  ganz  rational 
enthalt.  Im  Folgenden  werden  wir  voraussetzen,  dass  bereits 
•duroh  die/>    h  ausgedrückt  sei. 

>  Bilden  wir  jetzt  die  Ableitung  von  ^  nach  «,  so  entiiailen 
-die  einseinen  Glieder  im. Nenner  die  dritte  Potenz. eines  r„ß, 
sind  aber  im  übrigen  rational  aus  den  verschiedenen  Variabein 
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I 


BUsainiiieDgesetst.  Bilden  wir  ferner  die  versoliiedenen  irr»-' 
tionalitflten,  welche  emsehliesslich  der  r^^  selber  dadurch  eni- 
stehen,  dass  man  je  zwei,  Je  drei  u.  s,  w.  verschiedene  r^^  mit 
einander  multiplicirt,  und  bexeichnet  man  diese  Irrationalitäten 
In  irgend  einer  Reihenfolge  mit  •  ••  ^  so  llisst  sich  steu 
auf  die  Gestalt 

bringeo,  wo  die  ^^j, ,  <jPf  i  •  •  •  rational  aus  den  x,  Zj  .V,  l 
zusaiiiJueDgesetzi  äiuJ.  Mit  RUcksichl  auf  (22}  folgt  daraus,  dass 

*2t»  =  0 

du 

ist,  und  dass  ferner  der  Ausdruck 

allemal  verschwindet,  wenn  die  Irrationalität  q  sich  nicht  auf 
ein  einziges  r^^ß  reducirt.  Fuhrt  man  femer  in  ^p,  statt  der 
o;,  z  d\e  fj  g,  h  ein,  wobei  möglicherweise  x^  sich  nicht  aus 
q>f  foriheben  wird,  so  geht  die  partielle  Ableitnng  i^on  9^  nach 
u  ttber  in 


Ersetst  man  ebenso  in  der  Ableitung  von  nadi  f  die  ur> 
sprünglichen  Variablen  durch  die  g,  k,  X,  Y,  Z  und  x,,  und 
integrirt  nach  X| ,  Indem  alle  flbrigen  Grossen  als  oonstant  an- 
gesehen werden,  so  darf  die  Integration  keine  logarithmisehen, 
sondern  nur  algebraische  Glieder  Kefem.  Dieser  Umstand  wird 
uns  gestatten,  die  Verbindungen  der  ^,  ans  welchen  sich 
r/o  zusammensetzt,  vollständig  zu  l>estlmmen. 


Zur  Abkürzung  der  Ausdrucksweise  wollen  wir  festsetzen, 
dass  die  Indices  a,  . . .  die  Werthe  4,  ?  ...  n.  dagegen  die  In- 
dicos  A.  II  ...  nur  die  Werthe  2,  3  ...  annehmen  sollen.  Wir 
suchen  uun  diejenigen  Glieder  in  der  Ableitung  von     nach  ^ 
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* 


«nf,  welche  die  dritte  Potenz  von  r^x  resp.  r^f^  im  NeDner  eol*» 
^Iten.    Die  Ableilung  von  q>^  besim  sunäcbst  die  Gestali 

Die  Glieder,  welche  rf;  im  Nenner  enthalten,  werden,  mit  Fort- 
lassung des  Nenners,  umi  wenn  wir  der  kürze  luiil  ifM-  dasZei 'In  n 
S  einfuhren,  um  eine  Summalioo  Uber  die  drei  Coordiuatcnaxen 
•anzudeuten, 

'"^  -  «^1  yx)  (-1  a  -  i^"*  -a)  } 

+  m.  X,  5(xi  -  a:,)  +  ^  (.i,  -  x.)  (».4  - «.  ^^^j  ■ 
Aehnlich  werden  die  lu  rx^^  gebdrigen  Terme 

Ftihrt  msD  hierim  aueh  fttr  die  ausserhalb  ^«  vorkommenden 

y,  3  die  Grössen  x^J  fj  h  ein,  so  müssen  die  Terme,  welche 
das  Quadrat  von  .T,  enthalten .  verschwinden,  weil  sonst  die 
oben  erwähnte  InLe^raüüii  nach  auf  logarithmische  Glieder 
führen  würde.    Es  muss  also  sein 

0  -  rn,         (l-.Ai  -  \  \\]  +  ^  (Z,.Vi  -  V^)] 


Digitized  by  Copgle 


1B 


H.  Brdiis, 


Die  vorstehenden  BedingUDgen,  in  welchen  die  Indices    /i  alle 
zulässigen  Werthe  anzunehmen  haben ,  können  wir  jetzt  als> 
lineare  parlielle  DifTerentialgleichungen  niii  den  iwabhilngigeii 
Variablen  /*,  Qj  h  und  mit  der  abhiiniiigen  Variablen  ansehen. 
Die  Coefficienlen  sind  von  den  fj  g,  h  unjabbUngig  und  deshalb^ 
bei  der  Aufsuchung  der  allgemeinen  Ufsuiig  als  Constanten  aaftU' 
sehen.    Um  die  allgemeine  Lösung  aulzusieUen,  genügt  im  vor- 
liegenden Falle  die  Kenntniss  einer  gewissen  AnzaM  von  ParlH> 
cularlösungen^  welche  die  /*,     /(  homogen  linear  enthatten. 
Fünf  solcher  Lösungen  werden  diych'die  bekaputen  Integrale 
des  Vielkörper-Problems  geliefert;  es  wird  sich  zeigen , "dass- 
damit  die  gemeinsamen  tösangen  des  oben  angesetzten  Syatems. 
erschöpft  sind. 
.  £8  werde  gei^tzt 

-»»'ß^r^*^!     ^^^uVu—^^  -»<«-«=^'» 

-  =       -      >«  =      ,  =  A", 

dann  erhalten  wir.  wenn  die  Hiichslaben  n.  <•  tzanz  wiHkilr- 
liche  Grössen  bedeuten,  zunHebst  ^rei i*ai  ti'HiIin  iö5,ungett 
A\  ß'f  C  durch  die  eine  zusammenfassende  tileichung 

aL  L' 

aA'  H-  bB'     c&  ^  buk 

cN  IT 

Diese  drei  Lösungen  sind  jedoch  nicht  unabhängig  von  einaudery 
weil  zwischen  ihnen  die  Relation 

besteht.  Drei  weitere  Lttsungen  Aj  C  erhalten  wir  in  ahi^- 
lieber  Weise  duhsb  die  susammenfassende  Gieidinng 


u  A  4-  b'B  +  c'C 


m 


I  a'  a:„  .Y« 


WO  die  a'  b'  c'  ebenfalls  wiilkttrliche  Zahlen  bedeuten.  Dass 
in  der  That  dieil,  A'  Lösungen  sind»  lasst  sich  auich  ohne 
Rechnung  durch  folgende  Ueberlegung  nachw^sen.  Die  A^Ä'.,. 
sind  nVmliiBh  nieltts  anderes  als  die  FMeheaintcgrale  und  drei 
aus  den  Schwerpunktslltzen  zusammengesetzte  Integrale,  und 
zwar  homogene  Integrale  von  der  hier  uötemchteri;  Beschaffen-- 
beity  bei  denen  überdies  das  g>  sich  auf  den  Anfangsterm  ^» 
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reducii't.  Es  müssen  also  die  hier  fUr  q>^  aufgestellten  Be* 
dingungen  von  selbst  erfüllt  sein. 

Druckt  innn  jetzt  die  Ä  ...  durch  die  (\  jf,  h  aus,  so«r- 
hsiii  mao  zunächst 


{a  A'  +  bB'  +  cC]  ^ 


0 


I  a'  0  Y, 

\  ,a'  .1  +  6'  Ä  +  c'  Cj  =      j  6'  9,  K,    -h^"m;t   ^'  >Ä 

Wir  antersuchen  dud,  ob  aus  diesen  Gleichungen  sich  die 
Grössen 

9ti  *ii  /ii  9%9  *t  • 
durch  die  A,  A' und  die  ttbrigen       h  ausdrücken  lassen. 
Nun  sind  in  den  Ausdrflcken  für 

A',  J?  ,  .Vj  C  ,  -Y,  A  ,  X^  B ,  A'^  G 

die  Coeflicienleu  der  lUuf  Grössen 

durch  nachstehende  Zeilen  gegeben 

0  ,  4-  r , '  -  iv' , 


A 


1  ) 


-  n, 

0  . 


und  es  Ivuimnl  jetzl  diiiaul  uii,  zu  zeigen,  dass  die  aus  diesen 
Zeilen  fiehildele  Determinante  niebl  idenlisch  verschwindet. 
Berecbnul  man  dieselbe,  so  erhält  man 

.Y,  L  .Y, 
l'(X,  -  .Y,i    Y,  if  r, 

Z,  V  7., 

die  Grössen  ^,  . . .     lassen  sich  also  in  der  That  durch  die  A 
und  die  übrigen        h  ausdrücken.  Infolge  dessen  ätlrfen  wir 
bei  der  Aufsuchung  etwaiger  weiterer  Parlicularlilsungen  vor- 
«ussetieB,  dass  dieselben  von  den  g^  . . .     nnabbüngig  ^umI. 
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§  «2. 

Die  noch  aufousuchenden  Particularlösttttgen  beseichnen 
wir  mit  x  und  setzen  fest,  dass  die  Indioes  9,7...  nur  die 
Wertfae  3,  i  . . .  n  annehmeD  sollen.  Die  gesuchten  Lösungen 
mUssen  den  DiffereDtialgleiobungeo  genügen,  welche  aus  denen 
lUr  g>^  dadurch  entstehen,  dass  man  für  die  Grösse  x  schreibt, 
ferner  die  Ableitimgen  von  x  nach  den  g^  .k^  gleieh  Null  setzt 
und  die  Fälle  s  2  von  den  Fällen  f c  s  a  trennt.  Auf 
diese  Weise  erbalt  man  zunächst  das  System 

(23)  0-2'(Ä(^»^)). 

(äi|    0  =  »i^  (A,  -  .V.)_2'(Ä  (Äff  ^1 )  +     A-.  S  ( i-V,  -  A.)  ^)  , 

(25)    0~S  (  1  Vr  -  ■«.)  S^)  . 

(86)  0  -  Ä  ((A,  -  A,)  (»„      -  »•»      )  • 

Aus  (83)  und  (84)  folgt 

(87)  «  = -8' (lA,  -  A.)  ^) 

und  hieraus  in  Verbindung  mit  (25J  die  zusammenfassende 
Gleichung 

*         ^fx  ^9t 

in  welcher  einen  vorlautii^  unbestimmten  Proportionalitäts- 
iaeHor  bedeutet.  Bezeichnen  wii  den  Werth,  welchen  die  Deter- 
minante in  (28)  lur 

n  =  X<y  —  Xr  ,  6  —  IV  ,  c  »  Z„  — 

annimmt,  mit     so  erhält  man  mit  einer  kleinen  Limlormuug 

D  =  I      -  A,  A;  A.  1  +  1  AV  A,  \  .  -  A,  |  , 

wo  von  den  Determinanten  nur  die  erste  Zeile  angeaetst  lat. 
Durch  Vertauscbung  der  Indices  a  und  t  ändert  also  D  nur  sein 


fl  A|  ~~"  A"y  A'j  ~~  A  j- 

6  1,  -     1,  -  I  V 

C    2m  ^  Zj     Zm  ~~  Z» 
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Torzeidieii.  Infolge  dessen  erlialten  wir  aus  (28)  die  beiden 
Gleichungen 

also  mii  Berilcksiolitigung  von  (86) 
d.  h.  es  ist 

^vo  i  eiüoii  von  dorn  Index  o  unabhängigen  Factor  bedeutet. 
Hiermit  liefert  die  Gleichung  (28)  weiter 

voraus,  wenn  man  nach  t  summiri,  mit  Rttohsieht  auf  (23) 

0  9m  l]  2      AV,  X^,  I 

folst.  Es  verschwinden  also  /,  die  A"  und  infolge  dessen  auch  die 
s^nimllichen  Ableilungen  von  Xi  d.  h.  es  exisLiren  ausser  den 
bereits  angegebenen  fünf  Parlicularlösuneen  keine  weilcien, 
und  es  enthält  9,  die  Variablen     y,  z  nur  in  den  Yerbindungeu 

A  f  Bf  C ,  A'  f  JBf  f  (f  • 
£liminirt  man  also  z.  B.  z^,  x,,  y^,  mittelst  der  Ausdrddte 
A,A',,,  aus  (p^j  80  fallen  alle  Übrigen  y,  %  von  selbst  heraus. 
.  Bei  dieser  Blimination  nimmt  die  Form  G(A^  A'  . . .]  an,  da- 
gegen kann  q>^  aufhören  eine  ganze  Function  der  A'.  1',  Z  zu  sein. 
Wir  wollen  nun  zeigen,  dass  sich  (p^  immer  aul  die  Form 

G(A,B,  C,  A\  B',  C,  A,  l ,  Z) 

bringen  lässt. 

§ 

Da  bei  der  Elimination  von     . . .  2^  aus  ip^  die  fibrigen 
w,  yy  3  von  selbst  fortfallen ,  so  kann  man  die  Elimination  in 

derWeise  bewirken ,  dass  man  sowohl  in  (p^  als  auch  in  B',  C\  A^B^G 
die  schliesslich  forlfailenden  Variablen  von  vornherein  gleich 
Null  setzt,  die  ...  j3,  durch  die  B'  ...  ausdrückt  und  die  so 
gewonnenen  Ausdi  Ucke  in  das  vereinfachte  (p^  substltuirt.  Nun 
sind  die  Grossen 
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in  B\  C  A,  B,  ('  mit  Coerricienton  verbuud^o,  die  üureh  oach- 
siebende  Zeilen  gegeben  sind 

0         L\  ,  -      ,      0  ,  4-  V  , 

-  L'  ,      0  ,  4-;JI#',  -      ,      0  , 

—  X^  ,       0  ,  rK;      ,  —  .JC| ,       Or  ^ 

welche,  wie  wir  bereits  ^froher  gesehen  haben,  zu  der  Deter- 
minante 

X,  X,  L' 
L (A,  -  A',)    1 ,  ) ,  M' 

fuhren.  Der  umgeformte  durch  die  B\  V' .  1,  B,  C  dargestellte 
Ausdruck  von  (^\^  könnte  also  eine  Potenz  von  E  im  ^'enner 
haben,  oder  die  Gestalt 

G[^i  C%  A,  Ä,  C,  A,      Z)  :  Ei 

beaitsen.  Diase  -Form  ist  nrni  von  dar  Art  und  Waise,  .wie  die 
Eliminalion  im  Einzelnen  ausgefithri  wird,  unabhingig.  Htttte 
man  die  Eliäiiaalion  mittolal  der  Tariablan 

Vi »  -1 »  ^3 »    t  ^3 

l)e\virkl,  so  würde  man  im  Nenner  von  statt  des  vorstehenden 
E  ein  anderes 

r«=L'{A3-  \V  |A\A',  L'l  • 

erhidien  haben.  Nun  haben  E  inid  E'  nur  den  Theder ge- 
meinsam, woraus  wir  schliessen,  dasü  die  übriiien  Theiler  von 
/f  oder  E'  in  dem  Ausdrucke  von  sich  lcl:«  ti  entsprechende 
Theiler  des  Zahlers  forlhehen,  so  dass  nui*  eine  Polenz  von  L  \\£k 
Menner  von  r/^,,  verbleiben  kann. 

Hätte  man  statt  der  Variablen  y»  z-,  die  Variablen 

o",  3,  7^  und  statt  B\  C  die  Ausdrücke  (  ',  .1'  bei  der 

Elimination  benutzt,  so  wUrde  man  flir  r/),  einpu  Ausdruck  von 
der  Form 

(HC  A',  A,  B,  C,  A,  Z):M'^ 
Slatl  des  früheren 

G(B\  C,  Ay  B,  C,  A,  r,  /)  :  L'V 

erhalten  haben.  Auf  anaJoge  Arl  konnte  man  noch  zu  ainar 
dritten  Darstellung 

SB  G(Ä,  B%  A,  B,  C,  X,  ,Y,  Z)  :  JV" 
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-gelangen.  Um  nun  tu  zeigen,  dass  diese  Nenner  ioiindr  durch 
passende  Umformung  von  (p^  beseitigt  werden  können,  haben 
wir  nur  den  Fall  in's  Auge  au  fa8sep,<  wo  keiue  der  drei  Zahlen 
9,  r,  s  gleich  Null  ist.  > 
Zunächst  schicken  wir  die  Bemerkung  vprauSj  dasp;  abge* 
sehen  von  der  Aelation 

P9)  A'L'  ■+■  ITJH'     C'iV'  «  0 

die  Ä'  von  einander  unabhängig  sind,  d.  h.  es  exislirt 
iwisphen  den  A^A'...  keine  weitere  Relation 

0  SS  PA  -f.  nii  H-  CR  -h  P  A'      Q'B  -h  Ä'C  , 

tn  welcher  die  CoefHcienten  P,  P^ . . ,  von  den  z  unab- 
hängig sind.  Infolge  dessen  darf  man  in  q>^  die  Vanabien 

*        A' * • »  A       X^  •  •  *      •  •  •  >»•«'. 

als  Grössen  ansehen ,  welche,  abgesehen  von  der  einen  Ein- 
schränkung (29),  völlig  willkürlich  gewählt  werden  können.  Ks 
sei  nun  auf  irgend  eine  Art  ftlr  (p^  die  Darstellung 

=  ii[A\ c, .1,  B,  0,  L\  M',  y,  A'„       . . . );,;z„) : //^ 

gefunden  worden,  wo  in  (f,^  «iiV  V,,  durch  die  L\  M\ 

ijiul  die  üljiiL;ea  X ,  >',  /  ausgedrückt  zu  denken  sind,  dann 
kann,  so  lange  die  x',  i/,  3,  A,  i\  endliche  Wcrlhe  hcsiizeu, 
^f^^  nicht  unendlich  werden.  Ordnen  wir  nun  q>^  nach  fallenden 
Potenzen  von      setzen  also  an 

^0  _^     f^t     _^  , 


9,  « 


WO  die  ganxe  Fnnetionen  der  vorkommenden  Grossen 

bedeuten,  so  mus^;  sobald  X.' ver^hwindet,  sobald  also 

ist,  der  Au:>*i ruck  //,  vprs<  h\\  nuien,  wie  auch  die  Werthe  der 
übrigen  darin  vorkomnicnden  Grossen  beschallen  sein  mögen. 
Es  muss  also //^  durch  '  ' 

B'M'  4-  CiV 

theilbar  sein,  d.  h.  man  hat  identisch 

^r,  =  (B'W  '¥C'K)H,,  , 

WO  If^i  wiederum  eine  gante  Function  der  darin  vorkommenden 
Grossen  Is^  Infolge  dessen  Wird 
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Wendet  niao  auf  diese  Darstrllung  dieselbe  Schlussweise  an, 
u.  s.  w.,  so  gelangt  man  schliesslich  dahin,  den  Nenner  von  cf-^ 
ganz  zu  beseiiigen,  d,  h,  g>^  ist  immer  ^li  «iue  ganze  FimcUon 
der  Grössen 

Bf  Cf  A\  M',  Cf  Xj,  1^,  X^j  Yf^j 

darstellbar. 

§  U. 

Um  nun  die  \  prbindiincon  der  A',  Z  zu  ermittein,  welche 
in      vorkonimeo,  bilden  wir  in 

0  « -fr.  ^ 

xunttchat  das  erste  Glied  rechts.  Dasselbe  hat  die  Gestalt 
wo.  S'^uß-riß, 

und  die  Ableitungen  von  sich  nur  auf  die  explicite  vor- 
kommenden X,  Z  beziehen,  weil  die  B,  C,  A\  Bf,  C  den 
Bedingungen 

di;  bv 
genügen.  Ftthrt  man  in  dem  Quotienten 

•  riß 

stall  der  x,  z  die  ^,  und  a:*,  als  Variable  ein,  so  muss  die 
Integralion  desselben  nach  den  mit  dem  Factor  —  Aj  ver- 
sehenen Terni  in  (f^  liefern,  welcher  r^ß  im  Nenner  hat.  und 
der  im  Uebrigen  eine  ganze  Function  der  X,     Z  ist.  Nun  ist 

wenn  zwischen  den  von  X  unabhängigen  Grössen  P,  Q,  a,  6,  c, 
H'  die  Relationen 

D  =  b*  ^  ÖC, 

cP  -  Qb  , 
/)(r:r  +  H  )  =  P(6x  +  C)  -  (?(0X  6; 

stattfinden.  Mit  Rttcksicht  hierauf  setzen  wir  an 
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-  V  ^ 


Er 


riß 
aXl 

^aß 

{oaj,  ^  b]  x\ 
+  c)  JTi 

«/^/''-.^ 

FA, 


^'^ußfaß  > 

^faß  ^uß  f 
^uß  > 
^fttß  ^aß  y 

[sx„ß  x,,ßy-^  {sxSß] .  [Sxiß)  =  E 

^^'aß^mß  ^^aß^aß 
^^aß^ttß  S^aß^ttß 


Der  Ausdruck 


ist,  wie  bereits  erwähnt,  dei;ieiiige  Term  ia  welcher  r^ß 
als  rienner  eotbllU;  es  raus«  also  der  Quotient  F:  £  eine  geaiei 
Function  der  2  sein.  Da  nun  F  nnd  E  ganse  Functionen 
der  jC,  X  .  • .  sind ,  und  da  B  als  Function  der  X  . . .  be* 
trachtet  trreductibel  ist,  so  muss  der  Quotient  F:  auch  eine 
ganse  Function  der  Xj     z  sein. 

Um  die  Vorstellung  zu  ficiren,  nehmen  wir  für  den  Augen- 
blick an,  dass  die  Indices  a,  ß  in  F  und  £  auf  die  Werthe  3,  4  . . . 
Iteschrdokt  seien.  Weiler  denken  wir  uns  in  /'  und  K  die 
u',  i/,  5  zunächst  durch  die  /',  ^,  h  und  .t,  ,  und  dann  die  Grossen 

^1 )  fti  9t  1  ^'2  durch  die  if,  C,  B\  C  und  die  übriiien 
fy  (j,  h  auscredrOckt.  Durch  diese  linearen  Transfuniialiünen 
wird  au  der  Theübarkeii  vou  t  durch  E  nichts  geändert. 
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Der  Ausdruck  fttr  E  eothtfli  .daon  nur  die  Variableii 
fa*  9ai  ^a*  ((i^  9ßi  ^ßy  wHhreud  Fsich  zunächst  als  eioeganxe 
homogene  Function  zweiten  Grades  derselben  ff^  k  und  von 
x^  darstellt,  deren  Goefficienten  die  x,  %  nur  in  den  Ver- 
bindungen A,  A      enthalten.   Setzen  wfr  demgemXss an 

so  müssen  F^^  F^^     einzeln  durch ^'theilbar  sein.    Nun  sind 
die  F|  und  F«,  wenn  sie  vorkommen,  in  Bezug  auf  die 
von  der  ersten,  resp.  nullten  Ordnung,  woraus  wir  schliessen, 
dass  sie  in  Wirklichkeit  identisch,  verschwinden ,  dass  also  F 
sich  auf  den  Term    reducirt,  und  dass  infolge  dessen 


ist.  Ftihrt  man  nun  die  DifferentbUon  nach  k  aus,  so  er- 
hält man 

{S  x„ß  A^ß]  '  [S  Xiß)  Qc  [S  X^ß  Af^ß)  [S  X^ß  x^ß) , 
und  hieraus 

{^faß  ^aß)  '  =       ^aß  Kß}       ^aßfaß)  • 

Die  vorstellende  pnrlielle  DiÜerentialo'Ieichun^  fllr  <jr„  kann  nun, 
da  dio  Af^ff^  .  . .  die  fa  *•  >  ^ß  nicht  eniti  iltm  ,  nicht  anders  be- 
stehen, als  wenn  die  milden  (/,  h  niuliipiieirten  Glieder Hoks 
und  rechts  einzeln  einander  gleich  sind,  d.  h.  es  ist 

4 

Kl       ^aß  _  ^  _  ^  ^ttß  ^aß 
^aß       Kß       ^  '^aß  '^aß 

Zu  diesem  System  von  DIflferenttalgleichungen,  welche  aus 
GrQnden  der  Symmetrie  auch  noch  gelten,  wenn  d!e  Indices  a,  ß 
die  Werthe  4  odef  S  annehmen  ,  geboren  zunaichst  die' vier 
ParticuhrlOsungen 

(a  «=  4,  2  . ..  w)  . 

Es  fragt  sich  nun,  ob  noch  andere  gemeinsame  Particular- 
Idsupgea  existiren  können.   Die  Integration  der  Gleichung 

Kß  ^  ^  . 
^aß  ^aß 
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bl  durch  die  drei  Farlieularl5sungeo  L\  M\  T  %'ollsiandig  er- 
schöpf i^d.h.die  weiteren  noch  aufzuBuohendenPartiealarltfsQngeii 
dOrfeD  als  unabhängig  von  A'^  Xß  Yß  vorausgesettl  werden* 
Die«  fuhrt  suntfchst  tu  der  Gleichung 

welcher  die  Lösung  A^'  geDt^;t.  Infolge  dessen  können  die  noch 
«iwa  fehlenden  Lösungen  äls unabhängig  auch  von  Zß  voraus- 
gesetzt werden.  Es  muss.  isilso,  wenn  noch  weitere  Losungen, 
die  von  den  gefundenen  unabhängig  sind,  exisliren,  dufch 
«inen  von  .Y^,  }'^,      unabhängigen  Ausdruck      das  System 

oder 

befriedigt  werden  können,  was  offenbar  nicht  mitglich  ist,  wenn 
9>,dieA'^,  Yy,  Z.,  wirklich  enthlilt.  Wir  schliessen  hieraus,  dass 
der  Ausdruck  (p^  die  Variablen  A,  Z  nur  in  vier  von  den 
o;,  tff  %  unabhängigen  Verbindungen,  nämlich  L\  Wy  K^T 
enthalt.   Eltminirt  man  also  aus 

vier  der  A'  . . . ,  z,  B.  A\,  Zj,  A',  mittelst  der  Ausdrucke 
L\  M\  N*,  T't  so  mOssen  die  Übrigen  X,  Yy  2  von  selbst  heraus- 
fallen.  Man  erkennt  leidit,  dass  dann     die  Gestalt  ' 

<p,  =  Ä(.i,  Ä,  c,  A\  B',  er,  l:,  m,  T] 

annimmt,  wo  eine  ganae  Function  der  darin  v  orkommenden 
Grössen  bedeutet.  Hiermit  sind  wir  im  Wesentlichen  an  das 
2iel  gelangt.   Ist  nttmlioh 

die  krüftefunction,  so  sind  die  Ausdrucke 

A,  B,  C,  A\  B\  C,  L\  3/',  A',  T  -  t/ 

homogene  Integrale  von  der  hier  untersuchten  Art.  Oer 
Ausdruck 

:  /  «  K(A,  B,  . Ä',  iV',  T  -  e^) 

ist  ein  ebensolches  Integral,  welches  entwickelt  und  nach  den 

A',  V,  Z  geordnet,  mit  dem  hier  untersuchten  Integral  (p  in  den 
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Gliedern  höchster  Ordaung ,  nUmJiüb  in  cieni  Aofangsterm  (p^ 
Ub^reiDslimml.    Die  Differenz 

tp*  ^  tp  ^  J 

ist  wiederum  ein  Integral  von  derselben  Art  wie  ^,  nur  da«» 
die  Oi  düunü  iü  iiezu^  auf  die  A,  1,  Z  in  cp'  um  wenigstens  eine 
Einheit  niedriger  ist.  als  in  (p.  Es  Uisst  sich  also  \üd  dem  vor- 
gelegten Integral  fp  stets  ein  aus  den  bekannten  Integralen  zu- 
sanjniengesetzles  Integral  in  der  Weise  abspalten,  dass  das 
übrigbleibende  integral  nach  den  .Y,  1',  /  von  niedrigerer  Ordnung 
ist  als  (p.  Wiederholt  man  diese  Abspaltung,  so  gelangt  man 
schliesslich  zu  einein  Integral,  welches  die  A',  Z  nicht  enthält, 
welches  sich  deshalb  auf  eine  Constante  reducirt. 

Hiermit  haben  wir  den  Salz  gewonnen :  Bei  dem  Vielkör|>er- 
Problem  ist  der  Kreis  der  algebraisch  aus  den  Coordinaten  und 
Geschwindigkeiten  zusammengesetzten  und  von  t  freien  Inte- 
grale voUständig  mit  den  bekannten  Integralen,  nämlich  den 
SohwerpnnktsäUen,  den  FlachensfitseD  und  dem  Satze  von  der 
lebendigen  Kraft  abgeschlossen. 

§  lo. 

Aus  dem  gefundoneu  Ergebniss  lassen  sich  sofort  einig» 
weitere  Folgerungen  ziehen.    Wir  führen  ein 

und  schreiben  demgemüss  die  lebendige  Kraft  in  der  Form 

ferner  setien  wir,  wenn  U  wieder  die  KrttftefuncliOD  bedeutet^ 

dann  haben  die  Bewegungsgleichungen  die  Gestalt 

dt    '  df„  •    dt  ^      dar«  ' 
Diese  Gleichungen  tranaformtren  wir,  indem  wir  statt  der  o?,  | . .  «. 
neue  Variable 

•  •  •  Ihn  >     ^1  •  •  •  9zn 

durch  die  Gleichungen 

^«*dx~»  '^''^i^'  ^""^^5«' 
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einfilhreD,  wo  V  irgend  einen  aus  den  Grossen  y,  ü,  p 
tasammengeselzten  Ansdnick  bedeutet.  Die  transformlrten 
Gleichungea  werden  dann  bekanntlich 

wo  tf  dturch  die  q,  p  ausgedrückt  zu  denken  ist.  Wir  wollen 
eine  derartige  Transformation  for  das  Dreikörper-Problem  wirk- 
lieb durdifUhren;  für  das  Vielkorper-Problem  gestaltet  sich  die 

ftecbnuDg  nicht  wesentlich  anders. 

Die  den  u  correspondirendon  Variablen  sollen  mit 

P\  ■     Ph^  ^^'^  '/•  "  enfsprechendeu  mit  q ,  ... 

iH'zeichnel  werden.  Im  ifici-  soll  die  transformirfMdc  1  unetion  V 
in  Bezut;  nuf  die  p  tiomoj^eo  linear  sein,  woraus  sofort  folgt,  dass 
maü  ansetzen  kann 

V  =  p  q  -ir  p^  q,       ^  p^q^j 

wo  für  die  r/  besliiiimte  Functionen  der  t,  z  gesetzt  /u  denken 
sind.  Der  kürze  halber  möge  das  Zeichen  S  eine  Suinmation 
über  die  drei  Coordinatenaxen,  das  Zeichen  2  eine  cyclische 
SimimntioD  Uber  die  Indices  4,  2,  3  bedeuten.  Dies  voraus- 
geschickt setzen  wir  zunächst  an 

d.  h.  die  q^^  q^,  sind  die  Distanzen  der  drei  Ktf rper  *von 
einander.  Wetter  sollen  sein 

=  ^  m^  a\  ,   g,  =  J     y,  ,   q^  ^  S  m^  . 

Eodlich  bilden  wir  mit  den  neun  willkürlich  gewählten  Gon- 
stauten 

zwischen  denen  die  Kelationeu 

^%  K  —      ^  —  «3      —  ^'l      =  öl      -       6,  =s  I  , 
staitüuden  sollen,  die  Ausdrücke 

g,  «  3  , 

dann  haben  u  ir  die  1  raDsformatioosgleicbungen 
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Vi  Y3  '  V4 

S4       ^^34  -  »»)       ~  !-4  -  =«)  +      <^4  +P»  '«4  > 

etc. 

Die  p  ergehen  sich  hiernus  als  lineare  1  unclionen  der  J,  1 . 
mit  Coefficienten,  weiche  algobniisch  vou  den  a?,  y.  s  abhäDgeD« 
Aus  diesen  Gleichungeo  folgern  wir  zuaaclist 

-  «4  '^'4  «  -  §4      Po  -  »'4  • 

-  »'4  *4  *  -  1 

d.  h.  die  Pj  q  mit  den  lodices  6,  7,  8  sind,  von  constanten  Fac- 
toren  abgesehen,  gleich  den  Geschwindigkeiten  und  den  Coor- 
dinaten  des  Schwerpunktes.  Weiter  bilden  wir  die  complexe 
Verbindung  der  beiden  ersten  Flacbensatze 

«    .Vi  '^4    =/'i-  ^'4ii/4-'^4  -"9»/^-*"'  i7»K-'y«/^») 

0      3  " 


und  den  dritten  Flächensatz 
^4  ?i 


^  ip^q^-h  j),     -  /i.  9,  • 

Der  Ausdruck  für  //  endlich  setzt  sich  zusammen  aus  den  drei 
Gliedern 

^»  ^X'//'i\\i  4.  ^  h      7'     ^3  -  91  ■ 


=  5  irl  +       pi)  2- 


In  den  transforniirten  DiiTerentialgcK  hungen 
spaltet  sich  jetzt  zunächst  das  System 


Digitized  by  Google 


UmBS»  MB  IlfTBGRALB  DBS  VlELBÖBPBB-PBaBLBÜS,  35 

at  -  ip„  '  lü  •     -    ''  ^' 

A>.  il*»s.sen  I Iii rL:r;tlion  die  Sch\VL'rj)unktsat/.o  liefert.  Nehmen 
wir  den  Schwerjuiiikt  nls  Cooriiinatenanfang,  so  haben  wir  die 
//.  q  mit  den  Indices  6,  7,  8  einfach  gleich  ^ull  zu  setzeo^  ttod 
«rhalteo  das  System  zwölfter  OrdauDg 

WtihU  niiin  ferner  die  invariable  Ebene  als  .7  //-l>l)ene,  so  ist  p. 
Lilevi-h  Nuli  zusetzen.  Infolce  dessen  reducirt  sich  das  Svsteiii 
zwölfter  Ordnung  auf  ein  S\^i( m  z  dinter  Ordnung  mit  den  Va- 
ri;»l>lt*n  p  '.-p^i  q  ...  7^  und  aul  eine  (Juadraliir  zur  BesliüimuQg 
von  9,.  Das  letztgeDannte  System  hat  die  Form 

und  giebt,  da  //'  die  Variablen  und  nur  zu  dem  Producle 
P*  9*  verbunden  eulhält,  in  Folge  der  GleichuDgeu 

<die  RelatioD 

dt    ~  "  ' 

weiche  sich  vorhersehen  Hess,  da  ip^g^  unter  den  gemachten 
Toraussetzungen  das  dritte  FlHehenintegral  ist.  Von  dem  System 
zehnter  Ordnung  spaltet  sich  also  das  System  achter  Ordnung 

dt  ^  ~dt         S^'  f'^-^' 


ab,  wo  in  //'  an  Stelle  von  7,  eine  Constante  zu  schreiben 
ist.  die  wir  mit  /.  bezeiclinen  svolien.  Die  beiden  tlbrig  bleiben- 
den Gleichungen  liefern  dann  den  Ausdruck  lUr 


los 

durch  eine  Quadratur. 
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§  46. 

Um  (Iiis  System  achler  Ordnung  uoch  weiter  zu  reducireo, 
schreiben  wir 

//'«//.,»  +  //,, 

wo  //|  und     offenbar  von  p  frei  sind.  Ferner  setzen  wir  an 

//'  - 

und  können  dann  die  Gleichungen  zunächst  in  der  Form 

dt'  ^      ^  '  Vir'    ~dt  ~~Tq^  '  hH'  ' 

schreiben,  wo  nach  Ausführung  der  partiellen  DifTerentiationen 
für  H*  wieder  der  ursprungliche  Ausdruck  gesetzt  su  denken 
ist.  Wegen  der  Relation 

rf<      "  6//' 
folgt  aber  für  fit  «s  1,  9,  3 

dq^      bK      dpf^  bK 


dq      bp„  '     dq  hq„ 

Für  das  vorstehende  System  sechster  Ordnung  ist  der  in  iTauf- 
tretende  Ausdruck  H'  ein  Integral,  wir  dtlrfen  also  fOr  if  eine 
Constante  —  A  schreiben  und  haben  damit  das  Problem  auf  die 
Integration  eines  Systems  sechster  Ordnung  und  die  Quadratur 

dp  _  bK 
dq  ^q 

zurück,  i^c'lülirt. 

Kine  weitere  Reduction  als  auf  dieses  System  sechs f(M- 
Ordnung,  welches  schon  mehrfach,  wenn  auch  in  abweichender 
Gestalt,  abgeleitet  worden  ist,  liisst  sich,  wie  aus  den  Unter- 
suchungen von  Herrn  Lie  über  Gruppen  (Mathem.  Annalen, 
f^aiid  VII!)  hervorgeht,  an  der  Hand  der  bisher  bekannten  Inte- 
grale nicht  erreichen.  Der  volistilodige  .Ausdruck  für  A  hat 
die  Gestalt 
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'  *  .  im,/  '  ' 


Es  lUsst  sich  jetzt  iii)**('h\\  erzeigeu,  tlassuüserSx  stein  sech^ii  r 
Ordnmiii  keine  aliieljiaischen  Integrale  besitzt,  Angenoiiiineu 
t*<  exislirle  ein  algebraisch  aus  den  /j,  9  zusaiuiiieDgesetztes  iute- 
^ral,  dann  ergielu  sich  zuDiicbst,  weil  A' eine  ralionale  Function 
der  p,  q  ist,  die  in  §  2  benutzte  Schlussweise,  dass  dieses  Inte- 
gral sich  als  eine  algebraische  Verbiadung  von  fnlegralen  dar- 
stellen liisst,  welche  die  p,  q  our  rational  enthaUeo.    FUr  die 
rationalen  Integrale  ferner  zeigt  die  in  §  3  benutzte  Methode 
der  unbestimmten  Goefficienten,  dass  in  diesen  Integralen  die 
tn  Jk' auftretenden  Constanlen»  nämlich  die  m,  a,  6,  e,     h  nur 
in  algebraischen  Verbindungen  auftreten  kttnnen.   Setzt  man 
nun  in  einem  solchen  rationalen  Integral  für  die  p,  q  ihre  Aus- 
drücke durch  die  ursprünglichen  Variablen  ^r,  y,  1*  und 
ferner  für  die  Constanten  k  und  A.  welche  ja  algebraische  Inte- 
jjrale  bedeuten,  ebenfalls  ihre  Ausdrücke  durch  die  ursprüng- 
lichen Variablen,  so  gelangt  man  zu  einem  Inteur.iU  des  i>rei- 
korper-Proldi  ins,  \\  eldies  die  Coordinaleu  und  die  Geschwindig- 
keiten nur  algebraisch  enthalt.    Kin  dernrfiL'os  Integral  reducii-t 
sich  al)er  allemal,  wenn  man  den  Schwerpunkt  als  Coordinaten- 
»nfang  und  die  invariable  Ebene  als  rr  >/- Ebene  widdt.  aul"  eine 
algebraische  Function  von  h  und /i  allein,  womit  otVeidiar  die 
Nichtexistenz  algebraischer  integrale  für  das  System  sechster 
Ordnung  bewiesen  ist. 

Bei  den  bisher  mittelst  der  Hamilton -  .Tacobi'schen  Methoden 
-erledigten  Problemen  der  analytischen  Mechanik  beruht  die 
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Losung  im  Allgemeinen  darauf,  dass  man,  ntfthigenfalls  durHi 
eine  passende  Transformatton,  eine  sogenannte  Itennong  d^r 
Variablen  herbeiführt.  Dieses  Princip  Itfsst  sich  etwas  alige» 
meiner  als  es  bei  Jacobi  geschieht,  folgendennassen  fonnnlireo. 
Gegeben  ist  das  kanonische  System 

Ii«  «  M    1?«  -     ^     r,.  -  I  o 

dq  -  bp,-    dq  -^d^«  '  1,2.. .n 

die  Variablen  lassen  sich  trennen,  wenn  swisohen  den  Variablon 
9  •  ••  7w»  Pi'"  Pni  einer  neuen  Variablen  p  und  gewisseo 
Paranieteru     ,     ...  Gleichun|^eii  von  der  Form 

^1    9     c,    .)  '=*  Ö  ,  9^  .)  =  0  etc. 

aufgestellt  werden  können,  welche  folgenden  Bedingunsea 
genügen:  4)  dieAnsahl  der  Gleichungen  und  der  Parameter^ 
ist  gleich  der  Antahl  der  Variablenpaare  pq,  p^  q^,  i]  jede 
Gleichung  enthült  nur  ein  Variablenpaar ;  3]  eliminirt  oiao 
mittelst  der  angegebeneu  Gleichungen  aus  dem  Ausdrucke 

je  eine  Gomponente  eines  Paares,  so  fallen  die  anderen  Compo- 
nenten  von  selbst  heraus,  d.  h.  der  genannte  Ausdruck  ver- 
wandelt sich  in  eine  von  den  p,  q  freie  Function  der  Parameter  r. 
Aus  diesen  Eigenschaften  folgt  dann  weiter,  dass,  wenn  nuio 
die  Gleichungen  U^ll^  nach  den  c  auflöst,  die  fflr  die  c  sieh 
ergebenden  Ausdrücke  Integrale  des  vorgelegten  Problems  sind. 

Aus  diesen  Bemerkungen  lässl  sich  ilas  Ertzebniss  übleilen. 
dass  es  nicht  möglich  ist,  bei  unserem  Svslem  sechsler  Ord- 
nung  eine  TreununL:  der  Variablen  durch  rein  alcebraischc  Be- 
rührungslrausloi  iiialiunen,  il.  h.  TranstVi  rii.iliüüen.  bei  welchen 
die  kauonische  Form  der  Differenlialglei  ■liunizen  erhalten  bleibt, 
herbeizufuhren.  Bei  einer  algebraischen  i  ransformation  n.lm- 
lich  verwandelt  sich  A  in  eine  algebraische  Function  der  Deuen 
Variablen.  Wenn  nun  in  diesem  Falle  eine  Trennung  nach  deo 
neuen  Variablen  möglich  ist,  so  lassen  sich  die  Parameter  c  s(el& 
so  wählen^  dass  die  Zusatzgleichuogen 

IT,  «  0  ,  7/,  a.  0,  ... 

die  Viiriablcn  und  die  Paiaiiicler  nur  algebraisch  enthalten. 
Man  würde  hiermit  auf  algebraische  Integrale  des  Systems 
sechster  Ordnung  geführt.     Darnach  sind  also  die  Trans* 
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{  fmationeiiy  welche  die  Trenottog  der  Variablen  gestalten, 
.  DoChwaDdiger  Welse  transcendent ,   ebenso  wie  die  noch 
fehlenden  Integrale. 

Durch  die  vorstehenden  Betrachtungen  ist  nun  allerdings 
noch  nicht  die  Möglichkeit  ausgeschlossen,  dass  man  nicht  auf 
algebraischem  Wege  wenigstens  zu  einem  neuen  Integrale  ge- 
langen konnte.  Diese  Frage  ist  im  Wesentlichen  gleichbedewtend 
mii  der  andern  :  existiren  Integrale,  welche  durch  Quadratiu  eii 
über  algebraische  Ausiirüeke  der  p.  q  entstehen:'  Die  Er- 
ledigung dieser  Frage,  zu  wcli  licr  man  nach  Erschüpfuug  des 
Gebietes  der  alj^ehraischen  liUegrale  auch  noch  durch  Ueber- 
leizungen  ganz  anderer  Art  hingedriinj^t  wird,  wtlrde  auf  dem 
hier  einseschlacenen  Wece  als  der  nächste  nolhwendise  Schritt 
erscheinen,  bevor  man  den  Versuch  macht,  in  den  DiÜerential- 
gleichungen  selbst  Fingerxeige  bezüglich  der  für  das  Problem 
angemessenen  traoscendenten  Transformationen  aufsusuchoD. 

Leipzig,  SUvester  1886. 
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Walther  Dyck ,  Jieärüge  zur  Analysis  situs.  III.  Mil- 
iheiluDg.    (Vorgelegt  vod  A,  Mayer.]    Mit  \  lithogr.  Tafel. 

Die  beiden  voraneehomlen  rnler^iu  huiisen  zur  Analvsis 
Situs,  welche  ich  die  Khro  hnttc  clor  hohen  Socielitt  vorzulegen 
behaudelten  im  WeseiUlichen  die  Definition  der  » Grundzahl « 
einer  MannipfailiLikeil  (insbesondere  vuu  zuei  urui  tiici  Dimen- 
sionen; und  deren  Bestimmung,  falls  die  ManDigf^dtigkeil  in 
analylischer  1  orin  t^egeben  ist. 

Durcli  Aufstellung  der  Grundzahl  ist  nun  selbstvn .^länd- 
lich eine  Mannigfaltigkeit  keineswegs  »im  Sinne  der  Analvsis 
Situs  Vüllstiindii: '  bestimmt.  So  iiisst  sieli  z.  B.  aus  der  Hestini- 
mung  der  Grundzahl  für  den  i.  Inncni  .aun«  einer  ebenen  Curve 
lA.  S.  11.  pac.  63;  noch  keineswetis  die  Anzahl  der  Zweige, 
aus  welchen  die  betr.  Curve  bt^^lt-hl.  .ni^eben,  oder  ans  der 
(irundzahl  einer  Flüche  sich  ein  Schluss  auf  die  Anzahl  oder  die 
Grundzahl  ihrer  einzelnen  Theile  machen.  So  wird  man  all- 
gemeiner die  Frage  aulwerfen  kiinnen  : 

Welche  Anzahl -Bcsthnmutujen  sind  —  unter  Voraussetzung 
eines  analytischen  Datums  —  an  einer  Mannty/alUykeit  durch- 
zu/ulnm,  um  dieselbe  im  Sinne  der  Analysis  situs  hinreichend 
und  vulUtändiy  zu  charaktcrisiren? 

Diese  Frage  ist  in  den  folgenden  Zeilen  ftir  ebene  Curven 
und  für  Machen  eines  ebenen  dreidimensionalen  Raumes  behan- 
delt. Ks  \\  erden  Anzahlbestimmungen  (im  Wesentlichen  in  wie- 
derholten Anwendungen  des  67?/r»rschen  Satzes  bestehend)  be- 


4  ;  Beitrüge  zur  Analy<5is  Situs  I  und  II,  vom  6.  Juli  4  885  und  8.  Fe- 
bruar 1886;  im  Folgcuden  A.      I.  und  II.  cilirt. 
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leichnety  durch  welche  die  betr.  Mannigfaltigkeil  bis  auf  Verbie- 
^geo  und  Venemingeti  (ohne  Zerretssen)  eindeutig  definiri 
wird.  Die  zu  Grunde  gelegte  Methode  ist  in  der  Ebene  wie  im 
Räume  dieselbe,  nur  habe  ich  fttr  die  Discusston  in  der  Ebene 
eine  an  die  früheren  EntwiciLelungen  unmittelbar  anschliessende 
Darstellung  gewählt,  wahrend  ich  Im  Räume  die  Ableitung  der 
fraglichen  Chtiraklerisliken  niil  Hülfe  eiuer  Projecliou  der  Fläche 
luebr  habe  hei  vui  treten  hissen. 

Die  Frage,  wie  nun  die  so  defioirten  MmiiigfaUigkeiten  in 
gewisse  Xormaifonnen  ülierurfiihi  t  worden  können,  deren  Auf- 
blellunii  und  Chtssifieation  uns  über  die  überhaupt  vorhandenen 
gestaltlichen  Mogüciikeiten  orientiren  würde,  berühre  ich  in  der 
vorliegenden  Untersuchung  nicht,  insüh'rn  man  nun  [eben 
anknüpfend  an  eine  solche  Aufstellung  gewisser  Nornialformen) 
die  hier  gestellte  Aufgabe  auch  durch  die  Ueberfübrung  gegebener 
Gur^'en  und  Flachen  in  gewisse  Normalformen  bebandelt  denken 
kann,  wo  dann  die  Gebilde  als  beweglich  gewisse  Umformungen 
erleiden»  mag  man  Im  Vergleich  damit  den  hier  eingeschlagenen 
Weg  dadurch  beieichnen,  dass  wir  fttr  die  Discussion  unsere 
Mannigfaltigkeiten  swar  durch  das  analytische  Datum  als  starr 
gegeben  betrachten,  aber  ihre  gestaltlichen  Eigenschaften  nur 
insoweit  rechnerisch  verfolgen,  als  wir  sie  eben  zu  einer  Cha* 
rakteristik  im  Sinne  der  Analysis  situs  bedürfen  ^j. 

Zum  Schlüsse  habe  ich  in  §  3  einige  Bemerkungen  Über  die 
Gestalten,  welche  die  ebenen  Projectionen  von  Flachen  besitzen 
können,  angelü^i.  Sie  sollen  nur  den  Unifang  der  eintretenden 
Müt;lichkeiten  an  Beispielen  l)ozciclinen .  ohne  irgendwie  er- 
.scliüpfen  zu  wollen.  Eine  auslührliclie  Darstellung  möchte  ich 
eiuer  anderen  Gelegenheit  \orbehaUen. 

§<• 

Ebene  Cnrven. 

Die  Gleichung  der  Curve  sei 

f  i^f  y]  =  0, 

wobei  zur  Vereinfachung  des  Ausdruckes  (wie  in  den  früheren 

1)  Mau  vergleiche  übrigens  hierzu  die  SchlussbemerkuDgen  des  §  i 
pag.  49. 
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Abhandlungen)  vorausgesetzt  sei,  dass  die  Gleichungen 

'wo  /*!  und  die  partiellen  Ableitungen  von  f  nach  x  und  y 
bezeichnen)  nicht  gleichzeitig  fttr  reelle  Werthepaare  or,  y  zu  be- 
friedigen seien*). 

Wir  betrachten  ferner  (ebenso  wie  früher  A.  S.  i.  p.  322) 
die  Ebene  als  Kugel,  d.  h.  mit  nur  einem  unendlich  fernen 
Punkte,  welcher  im  »Aussen-Raume«  0  der  Curve  gelegen  sei. 
Wir  legen  der  Betrachtung  wieder  einen  schon  frtlher  (A. 
IL  p.  62)  gebrauchten  Entsteliungsprocess  der  Curve  zu 
Grunde,  den  wir  wieder  der  einfacheren  Ausdrucksweise  wegen 
in  einer  speciellen  Gestalt  voraussetzen :  Eine  Gerade  y  ^  jfa 
intfgevon  einer  »obersten«  Lage  beginnend,  für  welche  noch 
kein  Schnittpunkt  mit  der  Curve  statthat,  parallel  zur  Anfangs* 
läge  bleibend  mit  abnehmendem  y  über  die  Curve  hinweg- 
geschoben werden.  Wir  betrachten  dann  den  jedesmal  oberhalb 
der  Geraden  befindlichen  Theil  der  Curve  als  entstanden  und 
achten  darauf,  wie  bei  der  Bewegung  neue  Stücke  der  Curve 
entstehen  und  schon  vorhandene  sich  vereinigen.  Das  Entstehen 
neuer  Curventheile  findet  jedesmal  statt,  wenn  die  Curve  von 
»oben«  berührt  wird,  die  Vereinigung  zweier  Theile  jedesmal 
dann,  wenn  eine  Bertihrung  von  a unten«  statt  haL  Die  be- 
treffenden Stellen  sind  also  durch  die  Gleichungen 

charakferi^ii  1  unci  die  Art  der  Berührung  von  ?ol)on«  bez. 
»untena  durch  das  positive  bez.  negative  Vorzeichen  von 

Seien  nun  y«,  i/i  •  •  •  der  Grösse  nach  geordnet  die  Ordinaten 
fttr  welche  Berührungen  eintreten ,  so  lüsst  sieh  junächst  aus 
der  Kenntniss  der  jedem  dieser  Werthe  entsjnredienden  Vorxekhen 
von  .  die  Anzahl  a  der  Schnittpunkte  einer  beliebigen  Ge- 
raden  y  sssy^  mit  der  Curve  bestimmen.  Versteht  man  nftmlich 
unter  [/*,  /t,]  die  Grilsse  ±1,  je  nachdem  f^.f^^  positiv  oder 
negativ  ist,  SO  ist  diese  Zahl  sofort  gegeben  durch 


1   Indess  sei  ausdrücktich  henierkl,   diHü  ein  BeibehaUen  solcher 
sjinguliirer  Punkte  keinerlei  i^chwierigkciten  bietet. 
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die  Summe  ausgedehnt  Uber  alle  Punkte  ^i,  0,  ^  ss  0),  für 
welche  y  ]>  y^^  ist. 

Die  Intervalle  von  y,  bis  bis     •  .  . ,  bisy^ 

sind  dergestalt  jedes  von  einer  bestimmten  Aozabl  vonGurven- 
stUci^en  durchsetzt,  die  unter  sich  eben  an  jenen  Berührungs- 
punkten zusammenhangen.  Zur  vollständigen  Charakteristik 
der  Gurven  ist  es  also  noch  nolhwcncHg,  die  Lage  der  Be- 
rührungspunkte auf  den  einzelnen  Geraden  y—yi  .  ■  -y  —  lfn 
zu  kennen,  d.  h.  zu  wissen,  wie  viele,  >l,  von  allen  Schnitt- 
punkten einer  solchen  Geraden  mit  der  Curve  »rechts«  (und 
damit  auch  gleichzeitig  wie  viele  »linkst)  vom  Berührungs- 
punkte liegen. 

Die  Kenntniss  dieser  Zahlen  l  für  die  sUmmtUchcn  Tanffuten 
y  =  yi  ist  zur  Charakterisirung  jedenfalls  hinreichend.  Denn 
sie  ermöglicht  unmittelbar  und  nur  auf  eine  Weise  ein  Schema 
der  gegenseitigen  Lage  der  einzelnen  Curvenzweipo  zu  ent- 
werfen (vergl.  Fig.  1).  Zunächst  etwa  beim  obersten  Berührungs- 
punkte (für  welchen  f^  .  f^^  positiv  ist)  beginnend  und  auf  dem 
einen  der  dort  auslaufenden  Aeste  (etwa  nach  rechts)  fortschrei- 
tend bezeichnen  wir  einen  ersten  Curvenzug  in  ganz  bestimmter 
Weise  dnclurch,  dass  wir  beim  Uoberschreiten  jeder  Tnnpente 
iinizchcn.  wie  viele  Sohnittpunkle  der  Curve  mit  dieser  T;mgente 
rechts  bez.  links  des  jeweils  (iurchlniifcnon  Ciirvenzu^es  lieiien 
—  und  diese  Anzahlen  heslimmen  sich  sofort  aus  der  Kenntniss 
der  oheni^enannten  Zahlen.  Diese  lassen  niindich  erkennen,  oh 
ein  Bertihrunijspunkt  «rechts«  von  dem  durchlaufenen  (;iii'veu- 
zweiije  auftritt  bezw.  verschwindet),  ob  er  auf  dem  durchluu- 
feneii  Zweige  liegt,  oder  endlich  links  davon  gelegen  ist').  So 
ordnen  sich  in  beslimmler  Heihenfoige  sohliesslioh  alle  jene  Be- 


S)  Sei,  um  dies  näher  auszuführen,  an  einer  beslimmlen  Stelle  der 
Curve  Mip  wir  un-^  in  'I»m-  Rirhtung  nach  »abw.lrts «  durchlaufen  dcnkoti) 
m  die  Zahl  der  »  rechts n  hegenden  Curveozweige ;  sei  feraer  fiir  die  nächst- 
folgende borizoDlale  Tangente  ^  die  Zahl  der  Zwei^  »rechts«  vom  Berllh- 
ruDgspuDkte.  Nehmen  wir  dann  an,  diese  Ttngente  herttbre  von  »oben«, 
so  wächst  die  Zahl  der  »rechts* liegenden  Curvenzweige  für  den  durch-> 
laufeneii  Zweig  «m  ?,  w*^nn  <  m  und  bleibt  ungeündt'rt  für  //  m.  Be- 
rührt die  laniionlc  von  »unten«,  so  nimmt  die  Zahl  der  » reclUs«  liegenden 
Zweige  um  i  ab,  wei»n  ^  <^  m  —  \  ,  wenn  aber  ^  s  m  —  \  bez.  fx  m 
Isi,  80  liegt  der  betr.  BerUhrungtepttnitt  anf  dem  Cnrveniweige  und  die  Curve 
wendet  sich  \on  Jn  nach  oben  und  zwarnacfa  rechts  bei.  ttSCh  links;  ist 
^  >  Kl,  SO  bleibt  die  Zahl  der»rechlsBegenden«  Gurvensweige  ungeMndert, 
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rOhningspunkte  nuf  gesohlossenen  Theilen  der  Gurve  an,  deren 
gegenseitige  Lage  durch  unsere  Angaben  völlig  fixirt  ist. 

Unsere  Anzahlbeslimmungen  sind  aber  niehl  bloss  Km- 
reichend^  sondern  auch  nothwendig,  um  mü  ßiUfe  der  gewählte» 
horvwntalen'  Tangenten  die  Gurve  im  Sinne  der  Analysis  silos 
vollständig  SU  definiren.  Denkt  man  steh  nümlich  die  Zahl  n  dar 
horizontalen  Tangenten  und  lUr  jede  den  Charakter  der  eintre- 
tenden Berührung  (als  obere  bes.  untere]  gegeben,  so  lassen  sieb 
nur  unter  Berücksichtigung  der  obigen  Relation  (1).  welche  die 
Gesamnitza/il  er  der  Schnillpunktc  dor  Curve  in  jedoiu  Iiilervalie 
augiebt,  die  Zahlen  /.j /  der  rechts  vud  jedem  Berüh- 
rungspunkte Hegenden  Schnilipunkte  der  Curve  mit  diesen  Tan- 
genten noch  willkürlich  festsetzen  und  tühren  jedesmal  zu  einen) 
und  nur  einem  tiauz  bestimmten  Schema  einer  Curve. 

Fassen  wir  die  hiermit  tiewonnene  Methode  zur  Charakte- 
risirung  einer  Curve  zusammen ,  so  haben  wir  für  dte  Curve 
f  (Xjy):=0  ausser  der  Bestimmumj  ihrer  horizontalen  Tangenten 
und  des  CharaUers  der  jedesmaligen  Berührung  [als  >> oberen 
bez.  »itntererv  Berührung)  auf  jeder  dieser  Tangenten  das  Lagen- 
verhältniss  des  Berührungspunktes  zu  den  übrigen  Schnittpunkten 
mf  der  Tan^nte  durch  die  Bestimmung  der  Zahlen  A|  zu  fixiren, 
eine  Bestimmmg^  die  jedesmal  die  Anwendung  des  Sturm^tehtn 
Satzes  erfordert. 

Besitst  die  Gurve  Üppj^elpunkte,  so  ist  für  diese  gleicbfalb 
auf  einer  durchgelegten  Horisontalen  je  eine  Zahl  X(  zu  bestim- 
men. Ebenso  lassen  sich  weitere  singulare  Vorkommnisse  leidit 
in  die  allgemeine  Theorie  ein  tiegreifen. 

Unmitteii)ar  ist  ersichtlich,  dass  unser  System  von  horizon- 
talen Geraden,  das  wir  der  »Beschreibung  der  Curvec  zu  Grunde 
eele£:t  lidhen,  durch  irgend  ein  anderes,  die  Curve  einfacli  ül)er- 
deckeiules  Curvensvstem  zu  analoger  Formuliruuu  ersetzt  wer- 

*  •  - 

den  kann,  wo  dann  der  speciellen  Curve  irtzeiid  ein  sptcielies 
System  fur  die  Discussion  am  aogemessenälen  sein  wird  ^ 

§  8- 

l^lftehen  im  ebenen  dreidimensionnleA  Baiune. 

Indem  wir  dazu  tlhergehen,  eine  analoge  Methode  zui  JÜii- 
raklerisiruug  einer  (im  ebenen  dreidimensionalen  Bauiue  ^e- 

4)  Man  vergl.  übrigens  die  Scblussbemerkungen  von  §  I. 
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tegenen)  Flache  (die  wir  uns  auch  wieder  als  aus  einer  Ansahl 
gesohlosseiier,  einander  in  mannigfachster  Weise  dnrcbdringen- 
der  und  nmacbliessender  Tbelle  bestehend  tu  denken  haben) 
tibergehen,  sei  im  Folgenden  eine  etwas  veränderte  Darstell  ungs- 
forni  —  mit  Hülfe  einer  »Projection«  der  Flüche  —  gewählt,  die 
unmittelbar  auch  in  den  voranstehenden  Entwicklungen  hätte 
gehi  aiiclil  werden  künnon. 

Denken  wir  uns  eine  1  lache  die        wenn  es  sich  um  eine 
rechnerische  Ansfiiiirting  handolt.  wieder  durch  eine  Gleichung 
f  (a.\  7,  :?    =  0  i:egel)en  voraussetzen)  von  irgend  einem  Funkte 
aus  befrachtet,  so  köunen  wir  dioseihe  i)Von  diesem  Punkte  aus« 
dadurch  beschred>en,  dass  wir  zunächst  die  ümrisseurve ,  in 
ihrer  Projection  auf  irgend  eine  Ebene,  vollständig  charakte- 
risiren  und  dann  angeben,  wie  sich  in  diese  Curve  die  einzel- 
nen Theile  der  Fläche,  die  als  verschiedene  tiber  der  Projections^ 
ebene  liegende  Blatter  zu  denken  sind,  einspannen. 
Wir  zerlegen  diese  Discussion  in  folgende  Schritte : 
4.   Die  tümrincurvet  i^ifk  welcher  wir  gleichzeitig  auch 
e%wa  vorhandene  Rtlckkehrcurven  der  Flache  einbegreifen)  sowie 
die  » DoppelcurvetL  —  die  wir  beide  als  aus  einer  Anzahl  ge- 
schlossener, sich  mannigfach  tiberkreuzender  Theile  bestehend 
anzunehmen  haben  —  müssen  zunächst  nach  den  soeben  in  §  1 
ausgeführten  Methoden  in  der  I'rojectionsebene  festgelegt  werden. 

2.  Längs  der  rmrisscui've  gehen  nun  fvom  l'rojections- 
centrum  aus  gesehen)  z.wei  Fliichenliu  ile  in  einander  tlher,  so 
zwar,  dass  wir  längs  der  (]urve  noch  diejenige  Seite,  auf  ^^  <  Ichec 
der  l'ebergang  statthat  (mit  Hülfe  einer  Vorzeichenhesiininiung, 
die  für  jeden  getrennten  Theil  der  Curve  an  einer  Stelle  aus- 
zuführen ist  fixiren  kOnnen;  wir  wollen  diese  Seite  der  Curve 
kurz  die  » Flachenseite n  nennen. 

Nach  diesen  Bestimmungen  lässt  sich  für  jeden  beliebigen  Pro^ 
jectionsstrahl  die  Ansahl  a  seiner  Schnittpurdcte  mit  der  Fläche  an-- 
geben,  wenn  wir  die  Bestimmung  einmal  für  einen  Projectionsstrahl 
ausgeführt  haben. 

Jede  Uebersehreitung  der  Umrisscurve  (man  sehe  hier  etwa 
Fig.  2,  o)  ändert  nämlich  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  um 
+  2  bez.  — 2.  je  nachdem  sie  durch  die  liings  des  l'mrisses 
fixirle  ji  l'hichenseile  (  als  Kintritt  oder  Austritt  zu  hez(Mchnen  ist. 
leberschreilungcn  der  Doppelcurve  iindern  seliibtvcrstaudlicli 
diese  Anzahl  nicht. 
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3.  Nun  denken  wir  uns  für  ;ille  Doppelpunkte  der  L'inriss- 
curve  und  Doppelcurve  (die  im  Allgemeinen  sclieinbare  Doppel- 
punkte sein  werden)  in  der  ProjectioDsebeoe  den  dort  »Uher- 
kreuzenden « und  den  »unterkreuzendenaGurvenzug  bezeicbnAt; 
weiter  sei  tiXr  clwa  vorhaDdene  BerUbrangeD  der  Projeclion  voo 
Doppelcurve  und  Umrisscurve  bestimmt,  ob  (im  Räume)  die 
Doppeleurve,  in  bestimmter  Richtung  durchlaufen,  den  Umriss 
von  »oben  nach  nnten«  bes.  von  »unten  nach  oben«durchsetst<)« 

4.  Es  handelt  sich  jetzt  noch  um  die  Entscheidung,  welche 
Bltttter  der  Flache  jedesmal  längs  der  einzelnen  Rander  zusam- 
menhängen. 

Diese  Entscheidung  wird  dadurch  getroffen ,  dass  wir  für 
jeden  in  sich  geschlossenen  Theil  der  Umrisscurve  und  der  Doppel- 
curve an  einer  (übrigens  willkürlichen)  Stelle  bestimmen,  in  wie 
vielen  (l)  Punkten  der  zugehörige  ProjectionsalraJil  ui  dem  Stücke 
zivischen  dem  ProjecUonscenlrum  und  jenem  Punkte  der  rmriss- 
(Doppel-)  Cnrvc  'seinem  Berühningspunkte)  die  Flüche  ^yrhutnirf. 

Dann  Mud  näuilich  iiinn  \eri:l.  etwa  Figur  5),  nmcih)  wir 
uns  (3  iiusgelührl  denken,  jedesmal  lilues  des  hetretieiulen  in 
sich  gesclilossenen  Curven/uires  die  dort  zusammenhiingendeu 
Blutler  bestimmt.  Man  beachte  nündich,  dass  die  ebenerwahole 
SchnittpunktszabI  7.  fUr  einen  Projectionsstrabl  längs  eines  ge- 
schlossenen Theiles  der  Umrisscurve  sich  jedesmal  ändert,  so 
oft  ein  scheinbarer  Doppelpunkt  (mit  einem  andern  StUck  der 
Umrisscurve)  auftritt,  in  welchem  der  durchsetzende  Curven- 
theil  zwischen  Projectionscentrum  und  Berührungspunkt  liegt. 
Und  zwar  wachst  die  Zahl  jener  Schnittpunkte  X  um  2,  bes. 
nimmt  um  2  ab,  je  nachdem  die  betr.  Stelle  einen  Eintritt  oder 
Austritt  bezeichnet.  Dagegen  bleibt  die  Zahl  jener  Schnitt- 
punkte an  denjenigen  scheinbaren  Doppelpunkten  ungeändert, 
für  welche  der  durchsetzende  Zweig  ausserhalb  des  oben  er- 
wähnten Stockes  den  Projectionsstrabl  schneidet.  Femer  ändert 
sich  die  Zahl  '/.  um  eins  au  den  Stellen,  in  welchen  die  Umriss- 
curve von  der  Doppelcurve  der  Flüche  berührt  wird  und  zwar 
um  -\-\  bez.  — ^1,  je  nachdem  im  Sinne  der  Durchlaufuni:  (Kt 
Umrisscurve  gerechnet  die  Doppelcurve  (die  ja  im  Uaumc  den 


1;  Wir  werden  weiter  unten  für  eine  rechnerisclic  Durchführung  die 
Ausfühnins  der  Restimmuneon  (3)  denen  in  (4^  nachsetzen  .  tlucl»  [urniuliren 
sich  die  Bcslimmungeu  ;4j  ubersichtlicher,  wenn  w  ir  für  den  Augenblick  3, 
als  bekannt  voraussetzen. 
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ümriss  durrhsetzl)  von  unten  nach  oben  \)e7 .  v  on  oben  nach 
unten  tritt.  Analoa;  lasst  sich  jene  Ziili!  /.  I;in-s  t  ines  geschlos- 
senen Iheiles  einer  Doppelcnrve  bestiiiuiicti,  wenn  sie  an  einer 
Stelle  bekannt  ist.  Dabei  ist  für  illeitMii^m  geschlossenen  Tlieile 
der  Doppeicurve ,  welche  mit  itieilen  des  Umrisses  eine  Be- 
rUhruni:  einteilen,  eben  an  jenei-  lierUhrungsstelle  die  7nhl  der 
Schnittpuiikio  /,  für  die  liop)!(  K  urve  iileichzeitii^  mit  der  für 
die  betrefieude  I  nirisscurve  gein  nen  Zahl  Ä  hesiimnii.  Weiter 
ist  selbstverständlich  die  Zahl  /.  ohuv  Rechninii:  Licgeben  lUr  alle 
diejenii:en  Ciir\ enzüiie,  die  an  (»in  deiMel  grenzen,  in  welchem 
die  Zahl  der  überdeckenden  Blatter  0  ist. 

Nach  Bestimmung  der  Zahlen  /.  kann  die  Verbindunji  der 
einzelnen  Flachenstücke,  welche  tlber  den  verschiedenen  Ge- 
bieten der  Projecliojisehene  ausgebreitet  sind,  zur  Gesamnil- 
llache  nur  mehr  auf  eine  Weise  erfolgen,  wie  man  dies  sofort 
durch  ühnliciie  Ueberle^nngen  wie  die  auf  pag.  43  fUr  eben«) 
Ciurven  gegebenen  Ubersieht. 

Wir  erkennen  also,  dass  zur  l'cstleyunij  der  Fläche  im  Sinuc 
der  Anaiy.sis  situs  jedenfalh  hinreichend  ist:  1j  Doi  Umriss 
und  dic  Uoppticurve  {im  Sinne  lon  ^  \ )  zu  vhurukleriairen.  2} 
Für  jedes  ffeschlossefie  Stiirl,  des  Umrisses  die  nFlüthenseitea  zu 
besfimmen.  Die  Art  der  lieber kreitziniyen  des  entstandenen 
Cuncnsystems  und  der  Beruhrunyeu  loh  Doppelcurven  und  Um- 
riss zu  fixiren,  und  endlich  4)  die  ZaJilen  /.  zu  bestimmen. 

Es  handelt  sich  noch  darum,  zu  discutiren,  in  wie  weil  für 
die  Beschreibung  der  Fläche  aus  ihrer  Projection  diese  Be- 
stimnmngeu  im  Allgemeinen  nulhu  endiy  zur  Charakteristik  sind. 

Hat  man  durch  die  Bestimnuintien  1  und  2  die  Anordnunu 
der  Umriss-  und  Doppelcurven  in  der  Projectionsebene  uiul 
daraus  die  Blatterzahien  a  in  (Im  (  Itien  Gebieten  festgelegt, 
so  iicht  man  zweckmässig  zur  shiniiiuni;  der  Zahlen  A  über. 
Ausser  dem  oben  schon  crxN  iihnlen  speciellen  Falle,  in  welchem 
sich  die  liings  einer  geschlossenen  Theilcurve  statthabenden 
Zahlen  ).  unmit(ell)ar  ertie))eii.  w  ird  es  im  Alh/euieinen  an  einer 
bestimmten  Stelle  einer  Tlieiicurve  immer  eine  durch  die  zu- 
gehörige Zahl  a  beprenzle  Anzahl  von  Moglichkciteu  für  A geben, 
aus  welchem  Umstände  sich  dic  Sotliwendiykeit^  die  Bestimmung 
von  Ä  ^an  einer  Stelle]  für  jede  Theilcurve  zu  treffen,  ergiebt*]. 

4)  Im  tpeeißllen  Falle  kann  allerdings  eine  solche  Conflguration  des 
Umrisses  vorliegen,  dass  aus  ihr  mit  Nothwendigkeit  die  Zusammengehörig- 
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ErsI  nach  Bestimmung  der  Zahlen  l  je  fttr  eine  Sieile  jeder 
Theilearve  wenden  wir  uns  nun  xu  3)  der  Bestimmung  dee 
Charakters  der  Bertthmng  etwa  vorhandener  Doppelourven  mit 
Umrlsscnrven,  in  dem  pag.  46  angedeuteten  Sinne  und  denn 
znr  Bestimmung  der  U^^mitreuwungen  des  Gurvensystems.  Yen 
diesen  letsteren  werden  sich  eine  Ansahl  ohne  Bedmvng,  aoe 
den  Zahlen  k  herleiten  lassen.   Denken  wir  z.  B.  fUr  zwei  sich 
überkreuzende  Gurvenzweige  in  der  Ueberkreuzungsstelle  jene 
Zahlen  /  i^egeben,  so  isl  damit  ohne  Weiteres  entschiedeD, 
welcher  (Jurvenzweig  i>oherhalb«,  welclier  «unterhalb«  verlauft. 
Weiter  werden  sich  (je  nach  den  specicll  vorliei/enden  Confif:uni- 
tioneni  gewisse  reberkreuzuni^t  n  aus  der  Bediui4unu  hestiniineD 
lassen,  dass  die  entstehende  Flaelie  kt  lne  weiteren  I  mrisse  und 
Üoppelcurven  als  die  zuerst  idurch  \  und  2)  bestimmten  haben 
darf,  lieber  solche  aus  der  speciellen  Conßguration  abzuleseode 
Ueberkreusungen  hinaus  werden  ai>er  im  Allgemeinen  stets  noch 
Uelx  rkreuzungen  exisliren,  wo  die  Art  des  Uebereinander- 
greifens  der  betreffenden  Gurvenzüge  rechnerisch  durch  Be- 
stimmung der  Lage  der  den  beiden  Zweigen  im  scheinbaren 
Doppelpunkt  entsprechenden  Schnittpunkte  fixirt  werden  muss; 
dabei  wird  far  jede  specielle  Gonfignration  jede  solche  Be- 
stimmung nach  den  vorhin  ausgesprochenen  Sätsen  gewisse 
andere  nach  sich  sieben.  So  sind  in  Pig.  3  diejenigen  Heber- 
kreuiungsstellen  der  als  zwei  in  einandergreifende  Ringe  ge- 
dachten Flache  durch  Punkte  hervorgehoben ,  welche  allein 
rechnerisch  besiinnut  werden  müssen,  wahrend  sich  die  Art 
der  Ueberkrcuzung  für  die  übrigen  Durchkrcuzuni;en  hieraus 
ohne  Rechnuns;  ertziebt.  Ueberdies  beachte  man  den  Satz,  dass 
die  GesatiUKidn^lainK,  f\ov  /  ihl  /.  ^wie  wir  sie  für  die  ver- 
N(  liitnlenen  Ueberkreuzungssteüeu  und  BerühninL;sj»unkte  mit 
l)uj>pelcurven  auf  pa^.  46  verfolgt  haben'  beim  Durchlaufen 
einer  geschlossenen  Theilcurve  gleich  Null  sein  muss,  da  wir 
nicht  voraussetzen ,  dass  eine  Umrisscurve  mehrfach  sahlend 
als  Umriss  auftritt. 


keit  iweier  TheUcorven  za  einem  einsigen  gesohlosaenen  FISckeBllwU« 
folgt.  In  einem  solchen  Falle     wie  er  in  Figur  2,  wo  die  Curven  f,  und  Cf 

nothwendig  zu«5ammengehüren,  vorliegt  —  zielit  dann  eine  auf  der  einen 
Cur\e  bestimmte  Zahl  l  eine  entsprechende  Zahl  auf  der  andern  Curve 
nacii  sich. 
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Der  im  Vorsleiicndcn  j;e^ei>cne  N\  ei^  der  Discussion  der 
L'cstaltlicheii  Verhaltnisse  von  Ciirven  und  Flachen  muu  ncx'h 
(iuf  die  nwninigfMltigsto  Art  dun-l»  die  Auswahl  anderer  Ciir\ on- 
syslcme  an  Steile  der  liier  zu  (iiuiide  gelej^len  (ieradenhüschel 
in  der  T^hene  und  iiii  Kaunie  ab^eiindort  werden  und  sell)slver- 
slUndlieh  wird  speciellen  Daten  dris  eine  oder  andere  System 
für  die  Discussion  angeuiei>sener  sein.  Allen  Annränunyen  aber 
ut  gememmm  die  Art  der  VenreTuhitUf  des  Stunn'ischcn  Sa(ze<i, 
welche  —  niui:  sie  nun  auf  dem  einen  oder  anderen  \Ve[;e  in 
grösserer  oder  uerini^erer  Wiederholung  nüthwendiu  sein  — 
rfieschliessliche  Charaklerisii  uni^  der  Curven  und  Flachen  herUei- 
fülirt  Audi  wenn  man  sich  etwa  vor  einer  speciellen  Discus- 
sion eine  gegebene  Curve  oder  Flache  im  Sinne  der  Analysis 
situs  umgewandelt  denkt  (etwa  bei  einer  Curve  durch  Auf- 
hebung von  Wendepunkten,  hei  einer  Flache  durch  Ueduclion 
izewisser  auflösbarer  Versohl  i  n  i^ungenj,  so  lassen  sich  auch  solche 
l  mformuni^en  durch  die  Auswahl  specieller  Curvensysteme 
durch  eine  Discussion  im  obiiicn  Sinne  ersetzen,  und  so  führen 
die  schliesslich  nothwendigen  ATr/ahlheslimmungen  w  ieder  auf 
Formuliruugen  der  vorstehend  gegebenen  Ail.  lusofi'rn  /(i.sscn 
sich  also  unsere  Methoden  der  Beslimmumj  der  (jesUilliic/icn  Fer- 
huUnisse  von  Curven  und  Flüchen  nicht  nur  aU  hmreichenäCf  son- 
dern auch  als  noihwenäige  beseidtnen. 

§  3. 

Anicliliesfende  Bemerlran^eii. 

Ks  seien  der  alljieineinen  Discus>ioii  iu>ch  einige  Siltze  bei- 
^etüjit  Uber  ebene  Curvensysteme.  wrli  lic  nis  ^  nüstiindij^e  Um- 
risse Non  FtTtchen  (in  der  Projecliou  aul  eine  Kbeuej  betrachtet 
werden  können. 

Wir  denken  uns  in  dci-  l-^bene  ein  (luf'%  ensvstcm  iiciieben, 
in  welche??»  <lie  cinzelnv  geschlossene  Theiicurve  sich  nicht  selbst 
durchsetzt,  welches  aber  sonst  iinnz  willktlrlich  an.uenonunen 
ist,  so  dass  sieh  also  die  \ crschiedenen  Theiicurven  auf  die 
mannigfachste  Art  durchkreir/en  mögen:  w  ii-  scl/c!)  ferner  für 
jede  einzelne  Theileur\e  in  tlbrii;ens  völlij^  willkürlicher  Weise 
flie  "FlJIchenscite 'f  fest  —  dann  lüsst  sich  —  und  zvmr  im  Alf- 
gemeinrn  nnch  auf  ntdnuiijfache  Weise  —  ein  fiolt  lirs  Curvensystcm 
Skis  als  der  vollständige  Umrüs  einer  Flüche  belraciilen ;  dabei 
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kann  auch  verlang!  werden,  dass  die  Flache  keine  Doppelourven 
besitzen  soll. 

Fixirt  man  in  einem  der  Gebiete,  in  welche  durch  den 
l'mriss  die  Ebene  zerlegt  erscheint,  die  (über  einer  gewissen 
unteren  Grenze  willkürliche^  Zahl  (j  d*»r  ül)erdeckenden  Hlilller 
der  Flüche,  so  ist  (nach  patz.  45)  die  betreffende  Zahl  für  alle 
Gebiete  der  lObene  bestimmt  M.  Sie  wird  in  izewisscn  (icbieLen 
einen  hU'instcn  Werth  erreichen;  wühlen  wir  diesen  uleich  Null, 
setzen  also  voraus,  dass  die  betreffenden  (iebiele  von  der  Fläche 
nicht  überdeckt  werden  sollen,  .so  Ui^ist  sich  mich  unter  die  sc  r 
Voraussclzmu/,  bei  irclchcr  alle  (icbictc  mit  der  IdcinstiMrjltchcn 
Bl fUter zahl  überdeckt  erscheinen .  stets  nnd  zwar  nn  Allyrmenien 
noch  auf  mann  i  ff  fache  Art  eine  l-tiiche  constrniren ,  icelrhe  das  ge- 
irfihlte  Crirvensj/stcni  ztini  vollstandiffen  Umriss  Ijesitzt.  Dabei 
k()nnen  wir  auch  hier  noch  vcrlaujjen,  dass  die  I'liiche  kein«» 
l>op[)elcurve  besitzt.  Die  Anzahl  der  verschiedenen  Möglich- 
keiten ist  wegen  der  endlichen  biütterzahl  hierbei  stets  eine 
endliche. 

Der  Beweis  dieser  Sätze  wird  in  einfach^tfr  Art  durch  die 
wirkliche  Aufstelluni:  /tiüctinriL'cr  Flaehen  ueführl.  So  lassl 
sich  etwa  für  den  aili-ienieinen  Fall  sofort  jede  einzelne  Theil- 
curvü  als  vollständij^er  Fturiss  eines  Flächenstückes  betrachten, 
welches  die  Gestalt  ciiicr  »Kucele  (im  Sinne  der  Analysis  situs) 
b»>sil/t.  wenn  d;is  tltn-ch  die  Fläciienseile  der  betr.  Theilcurvc 
dclinirle  Cur\ eninnero  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Ebene 
ausschliesst,  welches  andererseits  iWc  (ieslalt  eines  einschaligen 
llypcrlioloids  Vtwa  mit  der  Kchlrllip^;»'  :ils  l'mriss)  ])esilzt, 
sofern  das  » Innere  f  der  zuL:ehörii:en  Thcilcurve  deii  unendlich 
ferm-n  Punkt  cinsehliesst.  Die  so  constriiirten  Flächen  i^esitzen, 
wenn  lu-m  \<m  <ler  Moulichkeil  etwa  vorhandener  Flücheni In  ilc. 
die  keinen  Lmriss  in  die  l^rojectionsebcue  liefern^),  ah&iehl,  das 


4)  Es  ist  sofort  deutlich,  dass  für  die  Fixirung  der  Zahl  9  in  eioem 

beliebi::*'!!  Hcbielc  aucli  hei  unserer  gnnz  willkürlichen  BinlbeiluDg und  be- 
ünliii't  r  \\  des  Randes  der  einzelnen  Theilctirven  kein  Widerspruch 
onlstclu'ti  knnn  nu*5  «l>*r  Abündcrung  des  Wepes,  auf  woldu-tu  wir  vom  Aus- 
Kangsgebiel  nacb  Uein  betrofTendeu  Gebiete,  in  woli-heni  wir  <r  bestimmcu 
wollen,  fortschraiten ;  da  jeder  geschtosseae  Weg  —  iiwoleni  auf  ihm  gleich 
viel  Eintritte  und  Austritte  mit  jeder  einzelnen  Theilcurve  Hegen  ~  die 
Chnnikterislik  Null  crgiebt. 

%)  Kugeln,  von  eioem  inneren  Punlite  projicirt. 
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Maximum  von  Theilen  bei  gegebenem  Umriss.  In  Figur  4  sind 
in  die  einzelnen  Theilgebiete  die  dieser  Annahme  entoprechen- 
den  Zahlen  eingetragen,  wo  dann  jeder  Punkt  von  doppelt  flo 
vielen  Blättern  überdeokt  erscheint,  als  es  (mit  Berttcksiehtlgung 
der  »FlMchrnseite«)  ihn  umschliessende  Gurvemflge  giebt. 

Für  die  Flächen  mit  einer  Minimalftahl  von  Ueberdeckungen 
der  Ebene  I)enelitf'  man,  dass  man  einander  durchschneidende 
Theilcurven  des  Umrisses  nichtals  (auf  der  Fläche)  aafeinandei^ 
folgende  Umrisse  eines  Fülchenstttckes  betrachten  kann,  wohl 
aber  eine  umfassende  Theilcurve  und  voUsUlndig  von  ihr  ein- 
geschlossene, welche  sich  die  »Fluchenseilen«  zukehren,  als  auf- 
einanderfolgende Stttoke  des  Umrisses  eines  Flüchentheiles.  Da 
nun  für  die  Gebiete,  welche  er  =  0  erhalten  sollen,  die  begrenten- 
den  CurvenstUcke  des  Umrisses  ihre  Fltfehenseite  sämmtlich 
von  dem  Gebiete  abkehren,  ttbersiehl  man,  dass  in  der  That 
bei  geeigneten  (und  noch  mannij^nich  zu  treffenden)  Verbin- 
dungen einzelner  Theilcurven  durch  ein  Flächenstttck  jene  Ge- 
biete unbedeckt  bleiben  können.  Man  vergleiche  etwa  Fig.  Ö, 
wo  der  Umriss  dieselbe  Gonfiguration  wie  in  Fig.  4  teigU  In 
die  einseinen  Gebiete  sind  jetzt  die  der  neuen  Annahme,  die 
hier  ersichtlich  noch  auf  mannigfache  Weise  erfQllt  werden 
kann,  entsprechenden  Zahlen  eingetragen;  weiter  ist  durch 
apeeielle  Annahme  einer  Zahl  X  (welche  dem  Rande  des  ent- 
sprechenden Gurvonzuges  beigesetzt  ist)  die  Darstellung  eines 
speciellen  leiclu  ubersichtlichen  Falles  (die  ganze  Flttcbe  besteht 
aus  iwei  kugelförmigen,  einem  ringförmigen  und  einem  doppel- 
ringfbrmigen  Theile)  festgelegt. 

Für  Curvensysteme,  l>tM  welchen  die  einzelnen  Theileurven 
sich  selbst  durehsetzen,  sind  die  hier  cegebenLMi  Siitze  zu  iihhü- 
hcircn.  Für  ihre  Diücussion  ist  zu  hbachlen,  dass  eine  beliel)ii^ 
sieh  selbst  tiurclikreuzende,  ueschiossene  (iurve  zwar  auch  als 
der  voiisUindijie  Umriss  einer  licsehlossenen  Flüche  belrnchtel 
werden  kann,  aber  im  AllgemeineD  nur  mit  ZuhUlfenalunü  ge- 
wisser siu^ularer  Punkte  auf  der  Umrisseurve.  die  gestalllieh 
durch  Zusnmmenziehung  kleiner  Schleifen  (etwa  von  der  in 
Fig.  G  voriiejicnden  Art)  entstehen,  oder  etwa  auch  durcli  Zu- 
hülfenahme  von  Doppelcui  ven,  die  im  Innern  der  Flüche  in  Ver- 
zweigun^hjjunktcn  (pinch-poiats)  endigen. 

Es  sei  sum  Schlüsse  noch  eine  Bemerkung  gestattet  ttber 
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die  Beziehung  der  Ansah!  der  Umrisseurven  einer  (aus  emm 
i;esch1o8seneD  Sttteke  besiebenden)  Fläche  und  der  Gmndsahl 

derselben. 

Herr  k'lriu  U.d  in  sei  Der  Schrift  über  »Riemanus  Theorie 
der  algebi.il sehen  Functionen«  und  in  zwei  Noten  »Ueber  dir 
conforme  Ahbiidimg  von  Flüchen«  und  »Ueber  eindeutige  Func- 
tionen mit  linearen  Transioiin,aii)iu»n  in  sieh«  AniiiiU*n  XIX  p 
4'>9  uud  565,  nuf  die  Glassifu  il lOn  der  sifvunvii  i sehen  lUefmmfi- 
sclien  i'laehen  nach  ihren  »S)  niiiielrieliiiien  '  hinizewiesen  und 
gezeigt,  dass  orihosymmelrische  Flächen*}  vom  »Geschlecdhie  p* 
stets 

ilsBljS,  5,  ...p^l 
Symroetrielinien,  wenn  p  gerade,  und 

it  SS     4,  6  .  .  .  p  4-  4 
Symmelrielinlen ,  wenn  p  ungerade ,  besitsen.  Herr  Wekkotd 
hat  in  seiner  Dissertation  »Ueber  symmetrische  Riemtmn*sdif 
Flächen«  {SMomikh's  Zeitschr.  Bd.  %S)  typisehe  Gestalten  für 
diese  Flüchen  aufgestellt,  in  denen  jene  Syrometrielinien  Air 
eine  Ortfaogonalprojection  als  ümrüse  auftreten,  aber  so,  da» 
ausser  diesen  die  Fläche  noch  weitere  (xu  einander  syniuietrisfli 
gelegene)  Umrisseurv  en  Ijesitzl.   Es  liegt  die  Fraue  nalie,  ob  es 
nicht  gelingt,  derartige  typische  Gestalten  «uilziislellen .  für 
welche  jene  Symmelrielinien  als  der  alleinitje  Umriss  aultreten, 
so  also,  dass  alle  jene  F'lJichen  u  ii^der  durch  doppelle  Feber- 
deckung  eines  uiehrtaeh  zusafunienhaniiendrii  ebenen  Flaeheii- 
slUckes  vorgestellt  werden  kennen.  Dies  i;eiiri£;l  in  di  r  Tfi;i(  auf 
die  eiofachsle  Weise.  Die  Figuren  6  —  8  zeigen  die  ei.lreu»sieD 
Falle,  in  denen  also  die  Anzahl  der  Umrisseurven  k  =  \  bei. 
;  ^  o  is(,  für  Flachen  vom  Geselilechte  2,  4  bez.  3,  aus  welchen 
sich  sofort  alle  übrigen  analogen  Darstellungen  ergeben.  Fig.  6 
ist  dabei  die  schon  von  Atemann  in  der  Theorie  der  Abefst^ 
Functionen  (Werke  pag.  89)  angewandte  Figur.  Fig.  8  kann 
auch  ersetzt  werden  durch  eine  den  Fig.  6  und  7  analoge  Dar- 
stellung, die  in  diesem  Falle  zwei  Umrisseurven  besitn. 

München,  5.  März  1887. 

1)  Man  vcrgl.  bezüglich  der  Bezeiehnungeti  die  sogleich  zo  emib' 
neode  Dissertation  von  Wekhdd. 
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O.  Schiomileh,  lieber  eine  EiUwickelung  des  Loyat  iihmus. 
iiie  bekaDnie,  fUr    >  —  1  gelieade  Fermel 

geslatiet  folgende  UmwaDdluog 

«nd  darin  ist  der  Werth  des  ersleu  Intei^r.tls  ^abf;csehon 
vom  Vor  /üiuhen)  gleich  der  CoDstuDto  des  lotegrallogarithuius 
C  SS  0,5772157. 

Für  dtis  zweite  iulegrai  bat  man  oach  bekaonleu  Formela 
deo  Ausdruck 

und  im  speciellen  Falle  fi*  <  4 

=  =  C  -f-  6,  ^  -      /i*  +  6,   , 

wobei  zur  Abkttrsung 

o       <       <  < 
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{;»  s  i/i  s\oi(li>n  ist.  Eine  aoderu  KulwKkelun;:  desselben  Inle- 
grals  lüii^t  aus  der  Subslilution  e~*^=  1  — uaiiilich 

'  ^0  y 
=  X      "  T  T   

Die  eben  f^cnannte  Siihsiiiution  führt  auch  zur  EnlwickeluDg 
des  driUen  Integrals,  welches  zuoächsl  Ubergeht  ia 

Wird  iiaaiiicb  der  Coefficient  Cf^  definirt  durch  die  GiekhuDg 


wonach 


ist,  so  gilt  die  Gleichuug  *) 

und  hieraus  folgt  als  Werth  des  aus  auf  y  besagHohen  Integrals 


^  -h  i  ^  (/i  +  4)     4-  2)       (/t  +  <i      4-  2J      +  3) 
Alles  xusammen  ergieht  das  Endresultat 

i(l+^)  =  _C+^. +  _____ 

fr  r 


'^-h4       (^+4)(;i4-2)     (^-i- 4)0ti-*-2)(/it-*-3)  • 

welches  dadurch  bemerkenswertb  lst|  dass  die  erste  Reihe  nach 
aufsteigenden,  die  xweite  nach  absteigenden  Facoltttten  fort- 
schreitet. 

*)  s.  z.  B.  mein  » Uebaogsbach  zum  Stadiam  der  hOhereo  Analysis« 
M.  11,  Cap.  5.  Aufg.  10. 
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H.  Bruns,  Ueber  die  Integrale  de*  Vieüusrper-h-oblem. 
Zweite  Miubeilung. 

§  47. 

In  einer  IVülieren  MilUieilunir,  welclie  (vtil.  dieso  Hericlite) 
tn  flerKlasäüUMtzuug  vom  17.  .huiuiu  dirsrH  Jahres  vorgelegt 
^Mirde,  habe  ich  gezeigt,  dass  bei  dem  \  it  lkui  per-lM'oblcm  die 
Gesammtheit  der  voq  der  Zeit  /  freieu,  algebraischen  Integrale 
(M  h.ilteii  wird,  wenn  man  aus  den  neun  bekannten  Integralen 
'lieser  Art  alle  möglichen  algebraischen  Verbindungen  bildet. 
Als  £rgclnznnL!  hierzu  wollen  wir  nun  iM>eh  den  Fall  behandelD, 
dass  ein  Inlc  .  i  ai  ausser  den  Goordinaten  und  Geschwindigkeiten 
aoeb  noch  die  Variable  t  atgebraisch  enllUiU,  wie  dies  ja  bei 
dm  Sehwerpankts-liitegraleD  einireiSD  kann.  Zu  dem  Bude 
denken  wir  ans  das  System 

VOQ  IMfiereotialgleieliungen  vorgelegt,  in  welchem  die  f  rationale 
Functionen  der  x  und  einer  einzigen^  algebraisch  von  den  x 
abhängenden  Irrationalität  $  bedeuten,  während  /  weder  in  den 
f,  noch  in  s  explieite  vorkommt.  Dieses  System  ist  offenbar 
Doch  allgemeiner,  als  das  in  §  8  sn  Grunde  gelegte.  Ist  nun 
(p  ein  algebraisch  von  den  Variablen  x,  t  abhUngendes  Integral, 
so  zeigt  man  zuniiehsl  durch  die  früher  benutzten  Überle- 
gungen, dass  sich  q)  algubraiscli  aus  lulegraleu  von  dvv  i  uvm 
R(Xj  s,  t)  zusaumien5et7.ei»  liisst.  Wir  nehmen  deshalb  au,  dass 
fp  von  vornhet t'in  die  (iestalt  H{x,  5,  tj  besitze,  denken  un^ 
dann  (p  als  Quotienten  zweier  Polynome  von  der  Form  G  {Xf  l) 
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U.  Bruns, 


geschriebeu,  uud  iu  Zahler  und  Neoner  die  Lioearfttcloren  von 
der  Furiu 

(  -     ,    ^  —     . . . 

aufgesucht,  iu  deooD  die  ^« ,  ...  algebraische  und  vod  t  freie 
Functioneo  der  x  sind.  Bildet  mau  jetzt  die  vollständige  loga- 
rithmische  Ableitung  von  fp  nach  t  und  beachtet,  dass  in  den 
Dißerentialgleiebungen  t  nicht  explicite  vorkommt,  so  erkennt 
man,  dass  die  angegebenen  Linearfactoren  sämmtlich  Integrale 
sind,  und  dass  femer  der  nach  Unterdrückung  dieser  Factoren 
in  (fi  ttbrigbleibende  Bestandtheil  von  der  Form  R{Xj  s)  eben- 
falls Inlei;ral  ist.  Die  verschiedenen  in  t  linearen  Integrale  unter- 
scheiden sich  von  einander  um  algebruische  und  von  t  freie 
Integrale.  Hiernach  ist  zur  Aufstellung  aller  Integrale  der  be- 
trachteten Art  nur  erforderlich  zu  kennen  4)  alle  algebraischen 
und  von  t  freien  Integrale,  2)  ein  einziges  von  /  abhHngifj;es  Inte- 
gral der  Form  t  ^  Beim  Vielkörper-Prohlcm  ist  desfanlb das 
Gebiet  aller  algebraischen  Integrale  durch  die  bekannten  lebn 
vtfllig  ersohttpfl. 


§  18. 

Am  Schlüsse  der  frllheren  Mittheilung  waren  Betrachtungen 
über  die  Frage  angestellt  worden,  wie  weit  es  möglich  sei, 
durch  algebraische  Transformationen  der  Kosung  des  Vielkörpei^ 
Problems  nnhcr  zu  kommen.  In  dem  ^'achslehenden  soll  dieser 
Gegenstand  weiter  verfolgt  werden,  wobei  wir  uns  einstweilen 
auf  das  Dreik()rper-ProbIem  beschränken.  Um  später  den  Ge- 
dankengang nicht  zu  unterbrechen,  sollen  zunächst  gewisse 
Nebenuntersuchungen  \  <n -weg  erledigt  werden. 

In  §  45  waren  die  Bewegungsgleichungen  durch  Be- 
nutzung der  Schwerpunkts-  und  Flächensätze  auf  ein  System 
achter  Ordnung 

Ht       ^p„'     dt  >    >    '  ' 

reducirl  worilon,  Iii  \M^lchem  die  Vai  iablon  nur  noch  von  der 
Configur;ilioii  des  Kör|u'rsyslpnis  iihhiuiucn.  Die  (iltMcliungen 
enthalten  itusscr  den  vier  P,i;iron  ;d>)iiini:i!:(M-  Variahien  pq,  .  .  . 
an  Constanten  die  drei  M.isscn  ntf^,  dio  Grosse  k  und  die  sechs 
Grossen  a^K,  6^.  Die  Grosse  U  ist  der  constaotc  Werth  des 
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dri tiea  Plachenintegrals,  wejnn  die  invariable  fibeno  als  Fuada- 
menialebene  gewählt  wird;  die  ConslaDten  a^,  b„  konoten  ioner- 
halb  der  Einsebrankuufi^on 

(31)        0,6,  —  0,6,  =  0,6^  —  a^ö^  =  (l^b^  —  «,6,  =  1 

willkttrlich  gewählt  werden.  Bildet  man  mittelst  der  transfor- 
mirenden  Function 

die  Substitutionsgleichungen 

aus  deneo 

r^py     s  ^  q  y 

~  ^  >         ~  i9a 

folgt,  so  werden  die  Bewegungsgleichungeo 
ds^      hH'      dr^  ^H' 

Im  Folgenden  werden  wir,  je  nach  Umslcinden,  das  System  der 
q  oder  r,  s  benutzen,  jedoch  für  das  eine  Paar  rs  die  ur- 
sprüngliche Bezeichnung  pq  beibehalten.  Ferner  soll  wie  firttber 
das  Zeichen  S  ohne  Summalionsbnohstaben  eine  cydische 
Snmmation  Uber  die  Indices  4,  3  bedeuten.  Dies  festgesetzt 
stellen  wir  zuerst  die  weiterhin  benutzten  Abkürzungen  und 
Relationen  zusammen.  Es  sei 


m, 


L,  =  C  D'  -  CD  , 

Ä,  -=  SA,r,  =      +  M,q  +  Jf,?«  , 

^,  «  („,  _  6.  „  (^^iM  _  2lIiAJ)  .  eu. 
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iitg  ass  iw,  +  iit,  +  Wj  ,        =  W|  ,   wi  «  —  , 


it<o         -  A<1  /'i  «  W  , 

6.  Il 


Fttr  die  JT,  L  bestehen,  wenn/',,  /;,  /,  drei  willkürliche  Zahlen 
bedeuten,  die  zusammenfassenden  Delenninanten-Belatiene« 


^oa  1 

1  / a  ^ia 

1  fa  ^1« 

^f«  1 

=  al^f^  (a,  6,  +  o. 

1  fu  ^Itt 

X7  / 1 

58  U.  Bkchs,  I 

«r 

^10  =      «4  (~  —  -^1  1  elc. 
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Ferner  ist  noch 

4         -  jy,,  jy..  «  -  |i.  4-  Ij* ,  etc. 

Vi»,      mj  \W|  fli^; 

4JroJf,  -  M^M,  »  4mD  ^  D'D'  . 

Die  It^Ule  Relalion  lehrt,  dass  der  Ausdruck  ,  als  Function 
von  q.  r^,  r,,  beiracblet»  irreduotibel  ist.  Selzeu  wir  eudiich 
Doch  ao 

'*'''  =  *^^'  (".-*-')(^-^) 

=       —     if,  , 


i/,  «     H-  A  X^  -  A9  Jf,  -  IT  , 

so  ist  der  zur  Bildung  der  Differentialgleichungen  erforderliche 
Ausdruck  H'  gegeben  durch 

Die  mit  //'  gebildeten  Bewegungsgleicbungeo  wollen  wir  kurz 
als  das  System  achter  Ordnung  bezeichnen.  Der  Ausdruck  //' 
ist  die  Differenz  »lebendige  Kraft  minus  Kraftefunction«.  Be- 
zeichnet man  den  eonstanten  Werth  dieser  Differenz  wie  früher 
mit  —  A  and  setzt 

JTs  (//,  -f-  h)  :  //,  , 
so  erhält  man  das  von  p  und  t  freie  »System  sechster  Ordnung« 

-dif-'h^^  W'Wu'  '^-^'"''^ 

FQgt  man  hierzu  die  Gleichung 

dq  ' 
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II.  BlUNSy 

so  erhiill  iDiin  das  »Syslfiii  siebenter  Ordnung«,  welches  sich 
aus  (lein  8.  O.  liadurcli  ergiehl,  duss  man  niitleUl  des  Inle^rals 
der  lebeodij^en  Kraft  die  Variable  p  forlschairi  und  7  an  Steile 
von  t  als  unabhiir l  iuc  Variable  einführt.  Um!j;ekehri  kunn  man 
von  dem  System  7.  O.  m  dem  8.  O.  dadurch  gelangen,  dass  man 
an  Stelle  der  Constante  h  die  Variable  p  durch  die  Gleichung 

pU^  4-  //,     Ä  =s  0 

einfuhrt. 


§  *9. 

Die  in  H'  und  K  auftretenden  Constanten  a,  b  konnten 
ionorbalb  der  oben  erwübnten  EioschrMnkungen  völlig  beliebig 
gewühlt  werden,  und  man  h£ltte  t.  B.  ohne  die  Allgemcinheil 
der  Untersuchung  zu  beeinträchtigen  das  speoielle  Werthsystem 

=  1  ,        sss  0  .    a,  =  —  1 
6,  =  0  .    h[  =  1  ,        =  -  I 

zu  rirunde  legen  k<>nneu.  Der  Sytnrm  ti  H'  halber  wollen  wir 
jedotii  die  «,  b  unbestimmt  lassen,  und  zeiL:i  n  wie  sich  die  für 
zwei  verschiedene  Werthsx  slenu'  d^r  nt,  6  licllenden  DifVorenlial- 
gleichungen  in  einaiulrr  ülx  rführm  lassen.  Es  seien  «,  6,  c,  d 
vier  wiliküj'liche,  nur  der  EinschrüDkung 

ad  —  6c  SS  4 
unterworfene  Gonstanlen.  Man  setze  an 

dann  ist 

a,  6*,  —  tt'^  6^'  =  1  ,  etc., 

d.  h.  die  a,  b'  genügen  denselben  Hedinguugeu  wie  die  ur- 
sprünglichen a,  6.  Ferner  sei 

aq'  4-  b 

9  =  t!.'- 


wo  q'  eine  neue  ansiali  q  in  dos  System  7.  0.  einsuftthrende 
unabhängige  Variable  bedeutet;  dann  ist 
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Schreibt  man  also  in  K  anstatt  q  und  anstatt  der  a,  b  resp.  q 
und  a,  b'j  so  erhalt  man  far  den  so  entstehendcD  Ausdruck  A' 
die  Relation 

]vq  4-  (/]■      cq  -k-  d  ' 
K  «  Ä'  (cq'  +  d)«     kc  (cq  +  d)  . 
Beachtet  man  nun  noch  die  Gleiehting 

dq  =  dq'  :  [cq  +  r/)*  , 

so  erkennt  niiin  leicht,  dass  das  System  7.  O.  nach  KiDfUbruug 
voD  9'  die  Form 

annimmt. 

Von  den  aeht Variablen  jp,  q  besitzen  drei»  nämlich  7,,  7^,  7,, 
eine  einfache  geometrische  Bedeutunf;,  indem  sie  die  gegeusei- 
seiiigen  Distanzen  der  drei  Körper  darstellen.  Wir  wollen  nun 

auch  für  die  übrigen  Variablen  den  Zusammenhang  mit  den 

ursj)rünf;lit:heD  Bostiiiirnuni^sshlcken,  nänilit  li  den  Coordinalen 
und  Geschwindigkoiit'ji  aufsuchen.  Es  seien  A',  ZundA',  /' 
die  auf  den  Schworjuinkt  und  auf  ein  bolichic  pjcrichtoles  Axcn- 
svsteni  lN^z(tL!t  nen  Coordinaten  und  (iesrliw HidiiL;ktMien  .  ferncir 
r.  }f.  z  und  . r  ,  ?/',  r' die  analogen  Grössrn,  wenn  die  invariable 
lü)one  als  £cy-Ebene  gewählt  wird.  Bedeuten  A, ,  A, ,  die 
Constanten  Werthe  der  drei  Flächensätze  für  das  erste  Axen- 
System,  so  ist 


k 


7  7  ' 


V  X 

>   r  ' 


A  j  +  k\  +  k\  -f.  A*  s  0  . 

Die  0?,  %  hängen  mit  den  ^,  K,  Z  durch  eine  orthogonale  Suh* 
stitation  der  Form 

y  =  a  X  +  6'  r  +  c'  ^  , 
Ä  =  a"  X  ^-  6"  y  +  c"  Z 
zusammen,  für  welche  die  Relation 

4  :  d'  :  6"  :  c"  =  ik  :     :  A-^  ;  A, 

gilt.  Nun  war 
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andererseits  ist 

^  ty  s  X{a  -4-  ia)      Y{h  -I-  t6')  ^  Z  (c ie)  , 

Ä:*  (a  —  f  a')  [x  -4-  ty) 
=  A'(A*  +  Ä?)  -4-  )  (A^  A-,  4-  AÄ,)  +  Z(A,  A3  —  X'>C-,j  , 
folglich 

^     9o*  •  9«f  » 

wenn 

9..  =^««  {*«  (** + *J)  ■»• »'« (*.  *. + + ^«  *,  . 

».t  -^ft«  {  v«  (i* + ij)  +  > a  (K  K  +     +  ^«  (^-^   -  **t)) 

gesetzt  wird.  Hiermit  ist  offenbar  der  gesuchte  ZusammenbaDg 
für  q  gegeben . 

Um  den  ana1r>£»en  Ziisammenh.ing  für  die  p  nachzuweiseD, 
bcnulzen  wir  iiio  üillorciaialgleichungen 

•  •  •  • 

deren  Aufltfsung  nach  den  r  und  nach  p  die  gesuehton  BeuV 

hungen  liefert.    Zur  Abkürzung  setzen  wir 

Sa  =         —         ,  -h  s;  =  2ä,  ,  etc.  , 

a;,  =  -  ,  Ä'^  +  =  etc. , 
Ä/,  =      -  2i^^ ,        +  i^;  =  2ä,,  etc. , 

—  ^4"^1  • 

J  ist  otfenbar  das  46-faohe  Quadrat  des  von  den  drei  Kip- 
pern gebildeten  Dreiecks.   Weiter  sei 


daDD  wird 


SA,  A[  , 

r.l.fi;  =  SA[B, 

2AX  -:^Als,  - 

jsa^a; 

sA,s;sn,s:- 

J2A^  B[ 
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dt 


t  > 


dC 


dt 


dsi 


Hiernaeh  stod  p  aod  lioear  duroh  die  Ableilungen  der  9,  f  ^ 
ausgedruckt;  die  Goeffidenleo  in  diesen  linearen  Aiudrflcken 
besiUen  den  gemeinsamen  Nenner 

Es  mag  hier  noch  bemerkt  werden,  dass  die  Grössen 

9f  9a*  Pt  Pd»  *>  *a>  *  » 
wenn  sie  durch  die  ursprünglichen  Variablen  X,  T  ...  ausge- 
druckt werden,  homogen  im  Sinne  des  §  4  sind.  Infolge  dessen 
bleilxMi  die  drei  rcdiieirten  Systeme  von  l)ill(M  entialpleichungen, 
D.milit'ii  <las  System  0.  7.  8.  0.,  iingeJlnd(M  t,  wenn  jede  darin 
vorkommende  Grösse  mit  der  ifirei-  Dimeusion  ent.si)ro(  hon(len 
Potenz  eines  coostanlen  I^ropurliooalilUls-Factors  muluplicirt 
wird. 


Als  ntfehsie  Aofgabe  bebandeln  wir  die  Aufsuchung  der  su 
dem  System  7.  0«  gehörigen  Integralgleichungen  von  der  Form 


Dass  weniijslons  eine  solche  Inteur.ilL'loicliiing,  niimlieh  die  Be- 
dtngunfi  für  <lie  fieweiiuncj  der  drei  Koi  per  in  einer  i'lhone,  vor- 
handen ist,  läset  sich  von  vornherein  unschwer  durch  geome- 


§  20. 


G  U 


»  7'  9ay  Pa)  • 
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Irisclie  IJIierlocunLiLMi  zeigen  ;  <\s  kommt  jedoch  wesentlich  (iiirauf 
an  narliziiw oisoii.  (Imss  niii'  dioso  oino  existirl.    Es  sei  (f  eine 
invtluctiblc  ganze  Function  der  acht  Variablen  /,  ^, 
schreibl  mau 

SU  .sind  in  A  ZHhler  und  Nenner  vüq  der  Form  G  (f),  q)  und  mao 
erkennt,  dass  der  Ausdruck 

<fq  "  hq         \^  hp„      dp„  iq^i  ^  Tt  * 

durch  Miilli|>li<M(ioii  mit  [ffiH^^*  ebenfalls  die  Geslall  (iip^q) 
annimmt.    Wenn  also  (p  eine  inlegralgleichuog  ist,  so  muss 

sein.  Wenn  t  inip  wirklieb  vorkommt,  so  können  mr  sehreiben 

wo  V  mindestens  gleicli  Eins  ist.  Bildet  man,  indem  für  den 
Aui!enf)lirk  /  als  unabhängige  Vanable  genommen  wird,  die 
vollslilndii^e  A!)Ieitung  von  fp  nach  /,  so  ist  diese  nach  /  höch- 
stens vom  Grade  v,  d.  h.  die  logaritbmische  Ableitung  frei  von  /. 
Hieraus  ergeben  sich,  wenn 

d  log  ff 

geseUt  wird,  die  Bedingungen 


also 


d.  h.  es  wtfre 


dl  [fj 


<"  + J 

ein  Integral  des  Systems  7.0.  Da  ein  Integral  dieser  Form  für 
die  relativen  Bewegungen  der  drei  Körper,  wie  wir  wissen, 
nieht  existirl,  so  scbliessen  wir,  das  /  in  (p  nicht  vorkommt. 

Durch  die  bereits  mehrfach  benutzte  Betrachtungsweise 
zeigt  mau  ferner,  dass  die  Coefücicnteu  iu  (p  sich  aliemul  dar- 
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stellen  lassen  rnttssen  als  algebraische  FuDclionen  der  in  den 

Üifferentialgleichungon  auflrelenilen  Conslanlen  m,  a,  6,  k 
iirui  evenlueil  gewisser,  aussürdeui  noch  aullrelender  coastantcr 
Parameter.  Mit  Uücksicht  hierauf  denken  wir  uns  die  Coefüci- 
••rUen  in  (fi  dar^eslcUt  als  rndon  ih^  Fnnclidiioii  jener  Constan- 
len  und  einer  alcebraiseti  von  denselben  aiilianiicvnden  Irralioiia- 
litai  welche  als  Wurzel  einer  gewissen  irreduoUbien  Giei- 
ehuDg  definirt  ist*  Die  Bedingung 

gilt  dann  für  alle  Wurzelwerthe  T.  Bilden  wir  jetzt  die  Summe 
über  die  den  einzolneD  /'  entsprochcadcn  Bedingungen,  so  er- 
halten wir 

(32)  (?.//.)''-^-^-fl, 

WO  0  das  Product  der  einseinen  g>  und  ^2  die  Summe  der  ein- 
leinen  ta  bedeutet.  Die  0  und  i2  sind  dann-  von  der  Irrationali- 
tät r  frei  und  wir  können  uns  auf  die  Aufsuchung  der  Integral- 
gleichungen von  der  Form  0  beschranken,  da  man  von  0 
rückwärts  durch  Zerlegung  in  Fnctoren  zu  den  </>  gelangt.  Die 
DinzufUgung  oder  UolerdrÜekunL:  constanter  Factoren  ist  auf  das 
Bestehen  der  Bedingung  [M]  üllenl)ar  ohne  Kinfluss;  wir  dür- 
fen deshalb  (f>  als  eine  panze  Function  nicht  bloss  der  Variablen 
p.  Cf,  somlern  nucii  dei-  (lonstanlen  w,  a,  6,  A,  /•  und  der  (»twa 
auiti  ('(t  eonslanten  Parameter  c,,     . .  .  voraussetzen  und 

ferner  anneliiuen,  dass  0  keine  von  den  Yariubico  q  freien 
Xheiler  der  Form 

G  (iiiy  Qf    hf  kf     C|  .  •  -) 
besitse.  Der  Ausdruck  Q  ist  dann  sieher  von  der  Form 

G(p,  q,  h,  Ä,  c,,      ..  .)  . 

Wir  Wüllen  nun  zunächst  zeiizen,  dass  parameterfrei  ist. 
Wi  nn  niimlich  0  einen  Parameter  —  sagen  wir  c  —  enthält, 
äu  denken  wir  uns  0  nach  c  geordnet  und 

geschrieben.  Da  ^  in  c  vom  Grade  Null  ist,  so  erhalten  wir 
d.  k.  der  Quotient  zweier  0^^  ist  ein  rational  aas  den     q  ge- 
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bildtUes  Intogr.il  dos  Svsteni  7.  ().,  rcducirt  sich  also,  da  Milrtn» 
lFile.L'r:ilr  nicht  existiren.  auf  eine  Coiistanto.  Inlolge  ciess«Mi 
konnlc  ein  Parnmet*^'  c  in  (/>  nur  io  eincMii  von  den  Vnrial>l»'ii 
p,  q  freien  Theiler  onlhalten  sein.  Da  solche  Theiler  vod  vorn- 
herein unterdrückt  werden  sollten,  so  ist  O  parameterfrei  omi 
deswegen  auch  homogen  in  den  Dimensionen. 

Der  Ausdruck  O  kann  den  Theiler  enthalten.  Pahren 
wir,  wenn  ti,  v  zwei  Functionen  der  Variablen  9  bedeuten, 
das  bekannte  Operationssymbol 

ein,  so  wird 

log _  ö  log  (y,  H,\      l  gjl^j^.hi 


Hiernach  können  wir  uns  in  0  den  etwa  vorkommenden  Tbeiier 
q^  11^  unterdrückt  denken,  ohne  dass  dadurch  an  der  BedloguDg 
(33)  etwas  Wesentliches  geändert  wird.  Dies  festgesetzt  fuhren 
wir  jetzt  in  0  und  12  anstatt  h  die  Variable p  durch  die  GleicbüDg 

h  ^  -  p    ~  //^ 

ein.  Beide  Ausdrücke  bleiben  dabei  in  Bezug  auf  9,  p,  gam 
rational y  können  dagegen  in  Bezug  anf  die  9^  Nenner  erhakea, 
welche  jedoch  nur  Potenzen  der  q„  als  Theiler  besitsen.  Geben 
wir,  entsprechend  der  gemachten  Substitution,  von  dem  Sy- 
stem 7.  0.  auf  das  8. 0.  Uber  und  fahren  t  als  unabhängige  Vari- 
able ein,  so  können  wir  schreiben 

ä  \OS>0        _     f     tr\  f\* 

=  Q  :  (qjl,)  =ß  , 

wo  da  CD  nicht  den  Theiler  q^H^  besitzt,  im  Nenner  sieber 
nur  Potenzen  der  als  Theiler  enthält.  Führen  wir  weiter  für 
die  p  ihre  in  §  1 9  gegebenen  linearen  Ausdrücke  durch  die 

dq  äs„ 
dt  '  Tt 

ein,  so  werden  0  und  Sl'  ganze  Functionen  dieser  Ableituageo 
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uml  enlhaltcn  in  den  Nennern  als  Thciier  nur  Polenzen  von 

J  und  W^.  Fülirl  man  endlich  statt  der  5  , ihre  Ausdrucke 
durch  die  rechtwinkligen,  auf  den  Schwerpunkt  und  ein  will- 
kürlich gerichtetes  Axensyslem  bezogenen  Coordinaten  und 
Gesehwiodigkeitcn  1,  A'  ...  ein.  und  denkt  sich  auch  die  in  q 
vorkommenden  Grössen  Ar^,  k^^  Ar,,  sowie  die  durch  die  Glei- 
chung 

3*,«  +  **  «  0 

heslimmte  Quadradwurzel  k  durch  die  A',  .  .  .  ausf^cdrilckl, 
so  wird  */)  eine  Integralgleichung  der  ursprUngHcheo  Bo- 
weguDgsglcichungen,  welche  die  Form 

A  (X  . . .  ,  X*  , . .  ,      ,  /:) 

hesilzt,  im  Nenner  jedoch  die  Cieschwindigkeiten  nur  in  den 
vier  Verbindungen  A^,  k  entiuilt.  Das  Gleidie  gilt  von  der  Iwin 
des  Ausdruckes  ß'. 

Ks  N\  erde  jetzt  mit  das  Produkt  derjenigen  Theiler  im 
/aiiier  von  U>  bezeichnet,  welche  sicli,  ;ds  Functionen  der  A'  .  .  . 
betrachtet,  nicht  durch  die  Ar^,  k  allein  ausdrücken  lassen,  und 
es  sei 

dann  ist  genau  von  derselben  Form  wie  und  dasselbe  gilt 
wegen 

auch  von  .  Weiter  erkennt  man,  dass  wegen  der  Uber  ge- 
machten Festsetzungen  in  Wirklichkeit  im  Nenner  nur  Po- 
lenzen der  ^„  als  Theiler  enthalten  kann ;  d>|  ist  also,  wenn  es 
sieh  nicht  etwa  auf  eine  Gonstante  reducirt,  eine  Integralgleichung 
ftlr  die  Bewegung  relativ  um  den  Schwerpunkt.  Schreibt  man 
mit  Rücksicht  aui'  die  IrralionalitiU  k 

und  0),,  =  G  (A,  X'  . . .  , 
so  ist,  da  die  Beding uug 
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fttr  beide  Voneicheo  von  k  gilt, 
Das  Produet 

(33)  (Ö>M  -<  «>..l 

ist  also  eine  homogene  Inlegralfjlciehunfj  von  der  früher  hehnn- 
dellen  Art  und  ist  deshalb,  da  es  sieb  hier  Dur  um  die  reialive 
Bewegung  handelt,  in  der  Form 

darstellbar.  Eliminirt  man  also  io  dem  Producie  (38)  mitteist 
der  Gleichungen 

und  der  Ausdrücke  für  die  ,  k  sieben  von  den  neun  Grössen 
X\  Y\  Z\  so  müssen  die  beiden  anderen  von  selbst  mit  heraus- 
fallen; dies  ist  aber  nicht  anders  möglich,  als  wenn  jeder  der 
beiden  Factoren  jenes  Produetes  einzeln  durch  die  angegebene 
Elimination  von  sftmmtUchen  X',  >",  Z'  gleichzeitig  befreit  wird. 
Uiemacb  kann  also  die  gesuchte  Integralgleichung  </>,  wenn  man 
wieder  auf  die  Variabein  des  Systems  7.  0.  zurückgeht,  nur 
die  vier  Variabein  q  enthalten  oder  muss  m.  a.  W.  frei  von 
den  p„  sein. 

§ 

Unsere  Aufgabe  ist  jetzt  darauf  zurückgeführt,  eine  von 
den  p„  freie  Losung  (/>  <ler  I''orm  G{q,  q^]  zu  der  Bedingung 

(9.  W.)' «=  ß  ,    fl  =  G(,,,„,p„) 
ZU  suchen.    Zunächst  ist 

H 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  12  in  den      höchstens  vom  zweiten 
und  in  den  7„  höchstens  vom  vierten  Grade  ist.    Wir  spalten 
12  nach  der  Ordnung  der  einzelnen  Glieder  in  Bezug  auf  die 
in  die  drei  Bestaudtheile 

12  8  Ck»Q  -h  fCl^        <(f,  , 
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WO  der  Index  die  Ordnung  nach  den  p  angiebl,  und  fahren  statt 
der      die     durch  die  Relationen 

Pa  =  '  a  9u 

ein.  llitM-mil  werilen  ^ü^  und  fr^  nach  den  ^„  httchslcns  vom 
5teo,  resp.  6teu  Grade.  Weiter  wird,  wenn  man  entwickelt, 

iü,  =  kql  II,  (lof?  -  q  i/J  -  Ä^J  {l,  -  qM^i  (loj^  (Z>,  /y.j  , 

=  (9*  'A)'  5;     iH     ^i)  -  91  ^.  (log  <z>,  //J  , 

wobei  zu  beachten  ist^  dass  das  Symbol  (u,  r]  auch  in  der  Form 

geschriehen  \vrr«lon  kann.  Hoi  der  lutegiülion  der  drei  Hc- 
diriiiiiiij^cn  für  wollen  wir  der  besseren  Ucbcrsichl  halber 
folgende  Abkürzungen  und  Rohitionen  benutzen: 

£  SB  3    a,     ,    F  «  —  ^  (a,  6,  -I-  o,  6  J    ,      s  ^  6,  6,  5,  , 

;£.)=m,  (A;  AJ=  0  ,  (F,  iLJ=/i,         ,  (G, 

(C,  iL,)  =  2  7M  C  ,  • 

I^)  ^  ^  fs^C  -h  ED'  +  C2  tt,  , 
(F,      «  2/1,  C  +  FD'  ^  2C:5a,  6,  r,  , 

L,)  «  -    c  +      -h  CS  b,  b,  r,  , 

«  5     (o,  -  q)  (a,  -  6,  9)  , 

(0,  Mt)  ^  ^t^q  -  fi,  7«  » 

((?,        =           +  , 
(0,  J/J  =  fi,  -  fi^q 
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Die  erste  von  deo  drei  BedingUDgcn  für  <2>  niuiiut  mit  der  Ab- 
kürzung 

die  Gestalt 

«.  -       (log  0,  U,)  - 
an.  Da  (2>  niOglicberwoise  durch  V  ibeilbar  isi,  so  seUen  wir  ao 

inil  (Umii  Zus;tlzc,  dass  ^  nicht  durch  K  theiihür  sein  soll.  Wir 
crbaltcu  duuu 

(.0,  ^,  H,)  =.  -^-^'If^"^^  . 

Die  Unke  Seile  dieser  Gleichung  kann,  rnlwickell,  im  Nenoer 
nicht  den  Theiler  renlhalleu,  folglich  ist  der  Zahler  der  rechlen 
Seile  durch  rihrilhiir,  also  die  rechte  Seile  iu  den  böchslCDS 
vom  er2>leu  Grude,  so  dass  wir  uusclzeu  dürfen 

f/Jlog  W  ,  //J  =       -•-^'%«  Ha  > 

\v(»  die  Coefficienten  rechts  nur  noch  von  (j  aMiiini^en.  Fuhrl 
man  in  diese  partielle  Diflferentialgloicbuni^  au  Stelle  der  die 
Variablen     C  und  Q  ein,  so  wird 


WO  bei  den  Quadraturen  9,  und  durch  9o  C,  Q  ausgedrttckt  lu 
denken  sind.  Die  erste  Quadratur  fohrt  auf  elliptische  lol»* 
grale,  welche  in  log  ^  nicht  vorkommen  dürfen,  d.  h.  es  ist 
(tfoo  gleich  Mull.  Die  drei  anderen  Quadraturen  führen  auf 
garithmen  und  lassen  sich,  wie  leicht  veriliclrt  werden  kaoo, 
in  der  Form 
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M-hr(Ml>oii,  wo  die  o  wegon  der  Boschcillenheil  vou  ^  uolhwen- 
iliger  Weise  (junze  Zahlcu  sind.  Selzl  uiao  nuo 

log  Vr^^a,  log         +  -^lA  +f{,,  C,  Q)  , 

SO  ergicbt  dio  Subslilulion  in  die  DiffereDlialgIcichuug  die  lle- 
lationcD 

d.  h.  entgegen  den  für  cü  besiehenden  Voraussetzungen  irnitio- 
nale  Ausdrücke.  Die  a  und  müssen  deshalb  verschwinden 
und  CS  isl  ^als  Function  der  drei  Grtfssen  Q  allein  dar- 

stellbar. Setzt  man  nun  in  dem  ursprünglichen  Ausdrucke  für 
^  an  Stelle  von  und  9,  ihre  AusdrUeke  durch  q^y  C,  Q,  so 
muss  q^  von  selbst  herausfallen ;  entwickelt  man  andererseits 
9fi  9s  ^  ^^^^  fallenden  Potenzen  von      so  erkennt 

man,  dass^'F  die  Gestalt  G  (C,  Q)  besitzt,  also  in  der  Ursprung- 
Heben  Gestalt  nur  die  Quadrate  der  q„  enthielt.  Mit  Rttcksicbt 
hierauf  kann  man  zunächst  schreiben 

«P«  G{q,  E  F,  r,]  . 

tlnmnii  i  iii.iii  liirraus  abwechüfliui  eines  der  drei  Paare 
G     Et  uiilleiüt  der  drei  Gleichungen 

Eii^  ^  Fft,  +  G(i^^  -  C  , 
E         Fq  -h  Gq^  ^      Q  , 

SU  uiiiss  <iit'  dritte  Grosse  K  oder  F  od»'r  Ci  jrdt  smal  von  s('ll>i>t 
mit  luM  aiisfallen.  Als  Nenner  können  bei  deu  drei  so  eulsleiicn- 
den  Formen  für  ¥^  nur  Potenzen  von 

auftreten.  Diese  Nenner  müssen  jedoch,  da  sie  keine  gemein- 
samen Tbeiler  besitzen,  sich  in  Wirklichkeit  jedesmal  forthebeu, 
d.  h*  es  ist 

W  =  01(9,  C,  (?)  ,    </>  =  ^.  . 
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§  22. 

Mii  dem  gefundenen  Ausdrucke  für  >F  gehen  wir  jetxt  in 
die  zweite  der  aufgestallten  Bedingungen  ein  und  erhalteu  zu- 
uäebst 

+  kql  {//.  (log  ff,  L,  -  qM^)  -  {L,  -  gJf,)(log  %  U,))  . 

Die  erste»  V  enthaltende  Klammer  {  }  ist  nicht  durch  V  tbeilbar, 
wie  man  schon  durch  Betrachtung  der  Glieder  erkennt,  welche 
die  in  V  vorkommende  Grosse  h  enthalten.  Da  andererseils  die 
ttbrig(m  Glieder  der  Differentialgleichung  V  nicht  im  Nenner 
enthalten  können,  so  muss  die  gcnannle  Kiainincrgrösse  in  Wirk- 
liclikeil  fehlen,  d.  h.  q  gleich  Null  sein,  also 

=  0  . 

Hiermit  geht  die  DiflerentiaJgleicbung  Uber  in 

w,       dloR^  _  _         ...      5  log  - 
'    -  (C,  ^,  -  ^^t)  +  -177-      h  -  9 J'i) 


ölog^ 

Die  linke  Seile  muss  von  q^  unabhängig  werden,  sobald  oiaa 
für  q^  und  9,  ihre  Ausdrücke  durch  q^^  C,  Q  einführt.  Ent- 
wickelt man  nun  wie  vorhin  wieder  nach  fallenden  Potenten 
von  q^ ,  so  kann,  da  o»,  nach  den  q^  höchstens  vom  fnnAen 
Grade  ist,  überhaupt  kein  von  7^  freies  Glied  auftreten,  d.  h. 
es  wird 

0-*^.  *-C(,,«. 

Hiermit  gehen  wir  jelzl  in  die  drille  Diflerenlialglcicliung 
ein,  wobei  SU  beachten  ist,  dass  \n0  q  Iheils  expHcite,  theüs 
implicite,  nftmlich  in  Q,  vorkommt,  und  schreiben  demgemtts 

Der  Quotient  a»,  !  ^  muss,  wenn  wieder  die  9,,  C,  (^ein- 
geführt werden,  von  frei  werden.  Entwickelt  niftn*naA 
fallenden  Potenzen  von  7^  so  wird,  wie  man  erkonni,  ddsvon 
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q^  freie  Glied  ;mch  froi  von  C  und  Q,  d.  h.  der  Oiioliont  ist  nur 
von  q  und  den  r„  iibhan}^!}^.    Audererseiiä  ist  ü>^  durch 
theUbar,  wir  dürfen  also  schreiben 

^««.«r«  = //. +  (/>  + -5^1  . 

Diese  Gleictiung  zerfallt  sofort  in  die  drei  andern 

«    dg      Ä  log  öU,     w,        /  ' 


aus  denen  wir 


d  log  0) 


bilden.  llirMMKich  besteht  0  aus  einer  Potenz  von  Qj  niulti|)li- 
cirt  mit  einer  Function  von  7  allein.    Selzen  wir  deuigouiUss 

0  SS  ,    V^^  «  G(q)  , 

so  wird 

.  h\oaW       /  4        1  (IAA 

»  •  •  « 

Denkt  man  sich  W  nach  g  in  Linearfaetoren  Borlegt,  so 
rou88  jeder  derselben,  da  die  A^^  und  die  Form  G{q]  besitaen, 
Theiler  von  A^  A^^  A^  sein.  Da  nun  die  A„  keinen  gemein- 
samen Theiler  besitzen,  so  reducirt  sich  W  auf  eine  Gonstanle 
and  es  wird 

Fassen  wir  die  bisherige  Untersuchung  zusammen  und  be- 
achten, dass  Q  irreductibel  ist,  so  gelangen  wir  zu  dem  Resul- 
tat, dass  die  Bedingung 

Dur  die  boideo  irreducliblen  Lösunizon 
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zulässt.  Vu[i  dioscMi  licrcrl  nur  {)  eine  wirkiiobe  loiegral- 
gieiühuDg,  culäpiechend  der  Relation 


während  nur  als  Integralgleichung  erscheint,  wenn  q  als 
unabhängige  Variable  gewählt  wird,  wie  aus  der  Relation 

iiervur!*ohi.  deren  recbie  Seite,  wie  man  sich  leicht  Ul)erzeugt, 
niclit  (lui  i  li  U ^  Iheilhar  ist. 

Die  i;eoriit'tns(.'he  BedoutLiiijj;  des  Verschwindens  von  Q  liisst 
sieh  leieht  aiit^ehen.  Aus  (lei-  For  in  des  Ausdruekes  für  q  durch 
die  ;iuf  ilie  invariable  Ebene  bezogenen  Coordinaleu  a;,  y  folul 
iiainlieii,  dass  q  sieh  algebrniseh  durch  die  Seiten  des  Dreiecks 
ausdrüeken  lassl,  welehes  die  l'rojeelionen  der  dr*'i  Ivurper  auf 
die  invari.ible  ICbcne  njil  einander  bilden.  Bewegen  sich  nun 
die  drei  Ki)i  j>er  in  einer  l^itene,  d.  h.  also  in  der  invariablen 
Kbene  des  Systems,  so  fallen  die  drei  Seilen  des  genannten 
Dreiecks  mit  den  zusammen,  und  nuin  erh  ilt  durch  Rational- 
innehen  der  so  zwischen  den  q,  t/^^  enlslelienden  Tdeiehunpr 
|j;enau  die  Hedini^unii  0  =  0.  Dieselbe  besaj^t  also,  dass  die 
drei  Körper  sich  in  einer  Ebene  bewegen. 

§23. 

Am  Schlüsse  der  früheren  Mittheilung  war  als  nächster 
Schritt  in  dem  hier  bei  der  Untersuchung  Uber  die  Integrale 
des  Vielkörper-Problems  befolgten  Gedankengange  die  Beant- 
wortung der  Frage  bezeichnet  worden,  ob  Integrale  existiren, 
welche  durch  Quadratur  Ober  algebraische  Ausdrücke  gebildet 
sind.  Wir  fragen  also  jetzt,  indem  wir  wieder  das  System  7. 0* 
zu  Grunde  legen,  ob  ein  Integral  der  Form 

ff  « 
existirl,  in  welchem  der  \ii^ili  uck  unter  dem  lnlcgraI/.(Mehen 
ein  totales  DilFerenlial  und  die  J  /i,  J{q)  .  .  .  algebraische  Func- 
tionen der  acht  Variablen  l.  q  .  . .  .sind  Ausdrücke  dieser  Art 
ki^nnonwir  füglich  als  Al>ersehe  niiadiaLur(»n  und,  wenn  sie 
ein  Integral  unserer  Dinerentialf;leichungeD  liefern,  als  AbePscbe 
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Integrale  des  vorgelegten  Problems  bexeichnen.  Die  noihwen- 
dige  und  binreichoiide  Bedingung  dafür,  dass  die  Quadratur  ein 
Integral  liefert,  ist  mit  Rüeksieht  auf  die  Bexiehung 

1    _  ^A^ 
//,  bh 

durch  das  identische  Verschwinden  des  Ausdruckes 
gegeben. 

Die  J{t)  . . .  denken  wir  uns  dargestellt  als  rationale  Func- 
tionen der  Variablen  und  einer  einzigen,  durch  eine  irreduclible 
Gleichung  definirten  Irrationalität  y.  Weiter  denken  wir  uns 
in  deo  J{t)  ...  die  Irrationalität  aus  den  Nennern  fortgeschafft 
und  die  Zahler  nach  y  auf  den  niedrigsten  Grad  gebracht.  Dann 
beweist  man  durch  die  wiederholt  angewandte  Betrachtungs- 
weise^ dass  in  den  J{t)  . . .  und  in  der  Gleichung  fttr  y  die  Gon- 
stanten  der  Differenlalgleichungen,  nämlich  w,  a,  6,  h,  Ä-,  sowie 
die  etwa  auftretenden  conslanlen  Parameter  nur  algebraisch 
auftreten,  dass  ferner  (p  als  pjii aiii(M(M*fi'oi  und  iiifuli^o  dessen 
auch  als  houiogen  in  den  Dimonsionen  vorausgesetzt  werden 
darf.  Dies  festgestellt,  iiohen  wir  jetzt  dazu  Uber,  djis  Ver- 
hallen von  (p  an  den  Stellen  zu  untersuchen,  wo  rp.  als  Function 
einer  derVnriaMen  belraclilet,  einen  Pol  (Unendliehkeitspunkt) 
oder  einen  Verzweigungspunkt  oder  beides  zugleich  besitzt. 

Es  seien  Of  a^  ...  die  acht  Variablen,  in  willkttrlicber 
Kcihenfolge  geordnet.  Man  entwickle  J{a)  n-.wh  steigenden 
Potenzen  von  a  —  r,  wo  t  einen  constanten  Wei*th  oder  auch 
eine  algebraische  Function  der  ...  bedeutet,  dann  ent^ 
halt  die  Entwickelung,  von  besonderen  Werthen  der  Grttsse  t 
abgesehen,  im  Allgemeinen  nur  ganze  positive  Polenien.  Wir 
wollen  jedoch  die  möglichen  Grenzfalle  sogleich  mit  berück- 
sichtigen  und  denken  uns  die  Reihe  für  J{a)  als  nicht  nur  ganze 
posittve,  sondern  auch  gebrochene  und  eine  endliche  Anzahl 
von  negativen  Potenzen  enthaltend.  Die  Coefficienten  sind  ;il£^e- 
hraische  l  ui^etionen  der  (J^ ,  .  .  .  und,  so  lani^e  speeielle 
Werthsysteinc  der  o^,  ...  ausgeschlossen  bleiben,  so  be- 
schaffen, dass  die  Keihe.  ohne  Zerstiinini^  der  Cotu  ei  i;enz,  nach 
den  tfj ,  rj.  ...  difTerentiirl  werden  kann,  bie  fdr  J(a)  ize- 
wonnene  heihc  integriren  wir  giiedervvcise  nach  o  in  der  Art, 
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dass  man,  abgosohen  von  dem  ptw  i  \  oi  kominendcn  logarillimi- 
sclu'ii  (iliede,  wimieruni  eine  mu-U  a  ~  i  forlschreileDdo  Heihe. 
jcmIocIi  (iline  consUintes  Glied,  erlidll.  Uiese  neue  Keiht»,  eiu- 
sdilic.sj>iicli  des  Ici^arilliniischen  Gliedes,  hfisse  r/ (or  ,  dann  darf 
sich  tp{o)  von  mir  um  eincD  vüu  a  uuabhUngigeu  Ausdruck 
unterscheiden,    hiidet,  mau 

und  denkt  sieh  J{a^)  ebenfalls  nach  a  —  r  enluiekell,  so  er- 
keuni  man,  dass  der  Coeffieient  des  iogaritbmischeD  Gliedes 
von  tf|  und  ebenso  von  unabhängig,  also  eouslant  sein 

muss,  und  dass  die  reelite  Seite  sieh  auf  eine  algebraische 
Function  von  «r,  . . .  reducirt.  Schreiben  wir  also 

9  =  9W     9i^)  » 
so  ist  q>  durch  eine  Abersche  Quadratur  gegeben. 

Die  vorstehend  gewonnene  Bei henentwickolung  fUi*  (p  werde 
jetzt  foigendermassen  gespallen.  Man  vereinige  zunächst  xu 
einem  Ausdrucke  9) (a)^  uWc  ganzen  Potenzen  nebst  dem  logaritb- 
mischen  Gliede  und  dem  Term  (f.  Aus  dem  nur  gebrochene 
Potenzen  enthaltenen  Reste  greifen  wir  das  niediigste  Glied 
heraus  und  vereinigen  damit  xu  einem  Ausdrucke  q>{c)^  alle 
Glieder,  deren  Exponent  sich  von  dem  des  niedrigsten  Gliedes 
um  ganze  Zahlen  unterscheidet.  Aus  dem  dann  noch  verbleiben- 
den Reste  spalten  wir  in  gleicher  Weise  ein  <f>  [o] , ,  (p  [o] ,  . . . 
ab,  bis  alle  Glieder  erschifpft  sind,  was  nach  einer  endliehen 
Zahl  von  S|)aliungen  der  Fall  ist.  Wir  haben  dann 

Diesen  Ausdnu  k  dincirnuii rn  wir  >  uilsllindig  naeh  9.  \vol)ei 
wir  uns  dou  Ausdruck  für  Ä'  ebeniülls  nach  Polenzen  von  o  —t 
enlwi  kell  (lenken.  Letztere  Hntwickeinnt:  eulliiill  nur  li.tir/r 
PolL'ij/.eii,  und  iM"j,i\\\c  nur  dann,  wenn  für  a  =  r  der  Aiisdnitk 
7,  y/,  sersciiw  indel .  Die  vollsfMndig  cntvviekelle  Ableitung  er- 
scheint znn.lohst  rlicMil;»!ls  ils  l*ulenzreihe  und  man  t-rkcnnt  so- 
fort, dass  die  aus  den  Ansdruek  7  (^)„ ,  ff  f'f,)  .  .  ont,s|)rin!j:i'nden 
Ueilien  einzeln  für  sich  vtMSfhw  indcn  intisseu  ,  dass  .liso  die 
ff^'a',,  ...  einzeln  für  sich  Inlegraie  sind,  und  zwar  Al)ers(lie 
I II 1 1  -r;il<» .  da  sie  sich  linear  mit  r(»n'-l;Hit<'n  Cot'fjicienlcn  i«us 
den  \ ei'sciiiedenen  Zweii»en  ^usaniin*  iim  ( /•  :i  Lissm,  weiclie  die 
Function  tp  an  der  Steile  a  s=  r  be^iUl.  Wetter  erkennt  man. 
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waon  dio  verlangt«  Differentiation  und  Entwickelung  an  den 
Anfangsglicdern  der  einzelnen  (p(0)  ausgeführt  wird,  dass  In 
J{a)  negative  oder  gebrochene  Potenzen  hifchstenadann  auftreten 
können,  wenn  entweder  K  negative  Potenzen  enthält,  also  fUr 
0  =  1:  der  Auadruck  q^H^  verschwindet,  oder  wenn  die  Ent- 
Wickelung  von 

Tg  t^-^) 

kein  von  a—v  freies  Glied  enthalt,  wenn  also  diese  Ableitung 
für  asr  versehwindet,  d.  h.  a— t  eine  Integralgleichung  ist. 
Hiernach  erhalten  wir  also  fOr  den  Ausdruck  J  [a] ,  wenn  der- 
selbe als  Function  von  a  betrachtet  wird,  alle  im  Endlichen 
liegenden  Pole  und  Verzweigungspunkte  durch  die  beiden  Be- 
dingungen 

9^  //,  =  0  ,    Q  «  0  . 

Geht  mau,  um  das  Verhalten  von  (p  für  sehr  grosse  Werthe 
von  (j  zu  ermitteln,  von  der  luUwieklung  des  Ausdruckes  J  (a) 
nach  fallenden  Potenzen  von  r/  aus.  so  kann  man  genau  so  wie 
vorhin  oin  «/)  (a)  Iniden.  dies  durch  Hinzufügen  einer  Aborschen 
Ouadralur  fp'  {a\  zu  <f  orj^Unzen  und  dann  in  die  Bestandtheiie 
f/i((j)„,  r/>f<y),  ...  spalten,  welche  einzeln  wiederum  Integrale 
sind.  Dillcrentürt  man  dann  vollständig  nach  q,  so  ergibt  sich, 
dass  positive  oder  gebrochene  Polenzen  oder  ein  logarithmisches 
Glied  in  tp  sicher  nicht  auftreten,  wenn  die  Ausdrücke 

hk'  ^ 

äh  '    d^  '  dj)„ 

nach  a  entwickelt,  die  Form 

f\ 

besiUen.  Diese  besondere  Form  findet  statt,  wenn  0  die  Vari- 
able q  vertritt. 

§  24, 

Nachdem  wir  die  vorstehenden  Satze  gewonnen  haben, 
nehmen  wir  die  J{a)  einzeln  vor.  Es  wird  sich  dabei  zeigen, 
dass  dieselben  sümmtlieh  rationale  Functionen  der  Variablen 
sein  müssen.  Wir  beginnen  mi%J(l),  Da  die  Variable  t  in  den 
beiden  Bedingungen 
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nicht  ;iiiflritt,  so  folijt,  duss  ./ (/)  für  endliche  Werthe  von  /  \v<  tlt^r 
verzweigt  ist  noch  uiieihlliili  wiid,  also  die  Form  G[Lj  imitxi. 
Hieraus  lolgl  für  (p  die  l'oi  jii 

g>  ^        4.  +  ...  4- 

und  ferner 

— •  =  0  ,    nP  —  4-  — «  =  0  ,  etc. 

woraus  wir  idmlich  wie  in  §  20  schiiessen,  dass  n  gleich  Null 
ist,  d.  h.  ff  die  Variable  I  überhaupt  nicht  enthält.  Wählen  wir 
femer  für  a  die  Vm  i.iMe  p,,  so  folgt,  da  Qdie  p„  nicht  enthalt^ 
dass  J{p^)  im  Endlichen  nur  einen  Verzweigungspunkt  resp. 
Pol  besitzen  kann,  nHmliob 

Hiernach  ist  J/'/j,'  ein  Aggregal  aus  ciiitT  emilichen  Zahl  vo» 
Potenzen  (ItM*  Ditiorenz /),  —        die  tf{pi\  ^  •  ^vfirHen 

dann,  wenn  sie  vorkämen,  auf  algebraisclic  Integrale  lilhren, 
müssen  also  in  Wirklichkeit  fehlen,  d.  h.  tp  muss  sich  aur^(c;), 
reduciren.  Hieraus  folgt,  dass  eine  rationale  Function  voo 
p^  ist,  deren  Nenner  nur  dieXheilerpi  •*  p,g  besitzt.  Das  lote* 
gral  (p  besitat  also  die  Form 

'  -h  P  log  (p,  —  pj  ,  P  «  consums. 

llierinil  eri^iht  sich,  dass  s.itninliiche  J  ((/)  ratiüuaic  l'nnriioncri 
von  p^  und  ebenso  von  und  sind,  deren  Nenner  nur  Tliei- 
ler  von  der  Form  besita^en.  Für  q>  ergibt  sich  daraus  die 
Form 

9P  =  Plog  iqji,) P,      P,  , 

wo  P  eine  Gonstante,  P,  eine  von  den  p„  freie  Abe!*sche  Qua- 
dratur und  P, einen  von  den     rational,  von  den  9, 9^  algebraisch 

abhängenden  Ausdruck  bedeutet.  Aus  der  vorstehenden  Form 
ergibt  sich,  dass  J{q]  als  Function  von  q  betrachtet,  als  Ver- 
zwcigungspunlvlc,  nur  die  iieiden  aus 

sich  ergebenden  Stellen  (J^ ,     besitzt,  während  die  beiden  aus 

qjj,  =  q^Ai^  ^q  —9i)  {q  -  y*) 

folgenden  Stellen  g^^,  7^  nur  als  Pole  auftreten  kMinen ;  die  StHle 
9  s  00  isi,  wie  oben  bemerkt  wurde,  weder  Verzweigongs* 
punkt  noch  Pol.    Setzt  man 
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^*-«,    Jiq]dq  =  J{ti)du, 

so  sind  die  Veraweigungspunkle  von  /  (ti)  darob 

u  «•  0  ,  tt  «  CO  , 
und  die  aoaserdem  noch  vorhandeneD  Pole  v, ,  durch 

bcstiimnl.  Muiüplicirt  iiiaa  iiuu  J  {u)  mit  solchen  ganzen  Poten- 
zen Vüll 

u  —  t<3  resp.   M  —  »1^  , 

(Inss  (las  Prodiicl  ,in  don  Stclleu  u^,  uiclit  mehr  uncndlicti 
\vir<l,  so  ist  diest^s  I'rü4luct  als  ein  endliches  Aggregal  von  Glie- 
dern der  Form 

darstellbar,  wo  die  v  niliouale  Zahlen  bedeuten.  Setzt  man 
daher 

II  SB      ,    J{n)  (In  Ä  J{v)  dv  , 
wo  >L  eine  passend  cevv;ihlt<'  iz.jiize  Zahl  ist,  so  besitzt  J(r)  die 
Gestalt  R[v]  und  enlhall  im  Nenner  als  Theiler  nur  v  und  die  aus 

t^^  —      ,         —  li^ 
entspringenden  linearen  Theiler,  welch©  mit 

V  ~  u^^  ,    V  —  M,,  . . . 
bo'/eichnei  werden  eoUen.  Die  Integration  nach  v  liefert  9»  in 
der  Form 

9  «  c  log  t;  ^-^c,,  iog  (v  — 11^) 

9 

+^c,^  log  (y  — «tJ  +  i/,  +  . 

Hierin  sind  die  c  Constanten,  L\  von  der  l  orm  und  f/,  eine 
von  V  freie  Abel'sche  Quadratur.*  Vergleichen  wir  diese  Form 
mit  oben  gegebenen,  niimlich 

ff  =  Ploj^  (^/,//,)  H-      4.  , 

so  foiiit,  dass  die  mii  den  Coctfii  ienien  c^^^  versehenen  Loga- 
rithmen nur  aus  d«*r  Zerlegung  des  Terms 

P  log      II,  =  P  log  [q^  3/,  {9  —  y^)  {q—g,)) 

entspringen  können,  dnss  niso  die  c,; ,  c,^  sHmmtlich  einander 
gleich  sind.    Hieraua  folgt,  dass  sich  ^  in  der  Form 
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y  =  «I  log  {q  -  g,)  -h  (5,  log  [q  -  y^] 

log  q,  //,  H-  U;  -f-  f/; 

schreiben  liisstj  wo  für  die  T/"  (Hest  Ihcii  Eigcnheli.ifleu  gellen, 
wie  für  die  c,  U.  SteJIl  man  nun.  von  der  ziilelzt  ii;efundoDen 
Form  fUr  ^  ausgehend,  die  Entwickelung  von  q)  nach  Potenxeo 
von  ^  —  ^1  oder  q  auf,  so  erkennt  mau,  dass  die  «jr  . 
^(g)^  ...  nur  aus  gewissen  in  U\  vorkommenden  Bestandtbeilen 
entspringen  können,  also,  wenn  sie  vorkamen,  rein  algebraiscii 
sein  mttssten.  Hiemach  reducirt  sich  q>  in  beiden  Fällen  auf 
den  Bestandtheil  q>{q)ti  d.  h.  J(q)  und  damit  sind  die  Übrigen  J 
von  der  Form  R{q). 

Der  Ausdruck  / (q^)  ist  in  q  und  den  rational ^  kann  also, 
als  Function  von  betrachtet,  im  Endlichen  nur  Vencweigungs- 
punkte  besitzen,  welche  von  den  Variablen  q,  unabhiingis 
sind.  Dil  solche  nicht  cxibtiren,  so  ist ./ if/J  \on  der  Form  ('/,)• 
Das  (ileiche  gilt  für  alle  anderen  J  und  ebenso  für  die  V.n  iablen 
Vi)  lli^nnit  haben  wir,  wenn  wir  /usainnienfassen,  tiiiN  Re- 
sullal  gewonnen,  dass  in  dem  gesuelitcu  Ahel  sehen  Integral,  falls 
daöbcibe  existirl,  die  J[q)  ...  sümmtlich  die  Gestalt 

Ä  to,  qu  I  Pm) 

besitzen,  dass  ferner  die  Nenner  aU  Theiler  nur  die  Ausdrücke 
q^^^^  und  ()  besitzen,  dass  also  (p  in  der  Form 

cp  =  7„  ,         -H  c'  loi^  qJI^  -h  c"  log  Q 

fiarstellbar  ist.  Da  die  Kntwickelung  von  (p  nach  fallenden  ^ 
tenxen  von  q  kein  logaritbmisches  Glied  besitzt,  so  ist 

c'  +  (J"  =  0  , 
so  dass  wir  auch  schreiben  können 

^  G[<I,J„,  Pu)  , 

{«.//Jiy  ^  Q 

§  «6. 

Die  Untersuchung  hat  uns  jetzt  zu  der  Frage  geführt,  ob 
das  System  7.  O.  ein  integral  von  der  Form 

9==^^  »  9«!  Pal     c  log 

besitzt,  in  welchem,  wenu  tp  sich  iticiit  auf  eine  (lonslanle  re- 
duciroD  soll,  der  Factor  c  von  Null  verschieden  sein  uiuss,  alsu 
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gleieh  ESna  geseilt  werden  darf.  BeseichneD  wir  die  beiden  Be- 
eUadlheile  von  4p  der  Kttrse  kalber  mit  und  so  darf  der 
raliimale  Term  als  algebraisefa  aus  den  Gonstanten  5,  it,  A 
gebildet  Torauagesetst  werden.  Bringt  man  nSmlicb  ^«  mniichst 
auf  die  Form 

äK  a,  6,Ä,Ä,  r), 

wo  r  eine  von  den  «i .  • .  abhängende  IrratioiialitSK  bedeutet, 
und  stellt  dann  cp^  in  der  Form 

unter  mifgUohster  Herabdrttokung  des  Grades  In  Beiug  auf  F 
dar,  so  müssen  die  ,  (p^^  . . .  sich  auf  Constanten  reduciren. 
Man  darf  deshalb  die  mit  F  multiplicirien  Terme  unterdrücken 
oder  (p^  als  rational  aus  den  a,  6,  A-,  h  gebildet  vomustelsen. 
Dies  festgestellt  führen  wir  an  Stell»  von  h  die  Variable  p  durch 
die  Gleichung 

0  =  Ä  +  p  /y,  -h  //, 

ein,  und  erhallen  dann  (p^  in  der  Form 

wahrend  (p  In  ein  Inlegral  des  Systems  8.  0.  tlhergeht. 

In  dem  System  8.  0.  lässt  sich  nun  die  nllgemeine  Losung 
durch  Reihen,  weldie  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  t  fort- 
schreiten, darstellen,  indem  man  die  p,  ^  nach  dem  Taylor'scheo 
Salze  mit  ilUlfe  der  Dillerenlialgleichimiien  entwickelt.  Diese 
Reihen  convergiren  innerhalb  eines  bestimmten  Rereiches  für 
sobahl  man  festsetzt,  dass  für  t  =  0  die  Variablen  endliche, 
und  im  Resondern  die  von  Null  verschiedene  Werthe  ])esitzen. 
Subslituirt  man  diese  Reihenentwickelungen  in  den  Zahler  Z 
und  den  Nenner  N  von  und  ebenso  in  und  (>,  so  erhalt 
man  Hhnliche  Potenzreihen.  Die  Coefficienten  sind  sämmtlitli 
nach  den  p,  </,  ganz  rational,  nnrli  den  q^^  dagegen  rational, 
jedoch  so,  dass  in  den  NVnnrrn  als  Theiler  nur  dieq^  auftreten. 
Der  so  entstehende  Ausdruck 

^  ^  log 


muss  nun  von  /  unabhängig  sein,  wie  man  auch  innerhalb  der 
angegebenen  Einschränkungen  die  Anfangswerthe  der  Variablen 
variiren  mag.  Lassen  wir  nun  diese  Anfangswerthe  so  variiren, 
dass  q^H^  fttr  (  =  0  den  Werth  Null  annimmt,  so  können  in 
den  vier  Roihenentwickelongen  nicht  sSmmtliche  Coefficienten 


ä 
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verschss  luiieu,  da  *^Ji^.  wie  wir  wissen^  nicht  Iiitegralgloichiing 
des  Syslems  8.  O.  ist.  Setzt  ni-m  ausserdem  fest,  dass  für  die 
gevvfiljiten  Anfani:s\verlhe  Q  nicht  \  crsfliu  imlet,  so  »-nNin  ifigl. 
wenn  mnw  (p^  und  fp^  nach  Poleuzea  von  /  entwickeil,  aus  y-, 
eiu  Glied  von  der  Fonu 

n  log  /  ,    (n  >  0)  , 

welches  sich  nicht  fortheben  kann.  Die  Annahme,  dass  ein  In- 
tegral der  hier  betraditeten  Form  existfre,  führt  also  anf  eiDen 
Widerspruch  oder  m.  a.  W.  es  existiren  xu  dem  System  7.  O. 

keine  Abel^schen  Integrale,  und  ebenso  auch  nicht  zu  dem  System 
8.  O. 

Bei  den  vorstehenden  Enlwickoliinuon  waren  wir  von  einer 
besonderen  Form  der  BeweguujiSiiieiclmngen  ftlr  dasDreikorper- 
Probleiii  ausgegangen,  nämlich  dem  hier  benutzten  System  7.  O. 
Da  jedoch  ein  AbeTsrhes  Intejzral  durch  eine  algebraische  Trans- 
formation der  Variablen  wiederum  in  ein  Abel'sches  Integral 
Übergebt,  80  gilt  das  L'efundene  negative  Resultat  fUr  alle  Formen 
der  Bewegungsgleichungen ,  welche  aus  den  ursprünglichen 
durch  rein  algebraische  Umformungen  entstehen.  Das  gefundene 
Resultat  gilt  ferner  auch  für  das  Yielktfrper-Problem.  Rednctrt 
man  nämlich  beim  Vielkt)rper-Problem  die  Ordnung  des  Systems 
ähnlich  wie  bei  dem  Dreikorper-Problem  durch  Benutsung  der 
beiiannten  Integrale,  so  erhält  man  algebraische  Differential- 
gleichungen. Existirt  xu  diesen  ein  Abersches  Integral,  so  ent- 
hält der  Ausdruck,  über  welchen  die  Quadratur  aussufÜbrsD 
ist,  die  Massen  nur  in  algebraischer  Weise ;  man  mUsste  also 
unter  allen  Uiu^tänden  durch  das  Verschwindenlassen  einer 
oder  mehrerer  Massen  zu  einem  Abel'sehen  Integral  für  das 
Dreikürper-rjublt  in  gelaniieii.  \sas  nicht  sein  darf. 

Die  vorstellend  h^M-L-elcileleii  negativ  t'n  Hri!ebniss;«M'nt halten, 
wie  mir  sclicinl,  eine  liiin  cicliende  Erklärung  für  die  1  hatsaehe, 
dass  man  bei  der  Aursncliung  neuer  Integrale  des  Dn*iktir[«r- 
Problems  seither  nicht  Uber  den  bereits  vor  einem  Jaürhumierl 
erreichten  Standpunkt  hinausgelangt  ist. 

Leipsig,  48.  Juli  4887. 

Berlchti|;ung. 

S.  r.i.  7.  VA  V.  II.  4i\v,.s  —  Ix^  =  £tisi  . 
61,  l,  ii  V.  u.  4«(ache  gyadrat. 
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In  einer  Abhaiuiluai^  vun  Sylvester  im  Ameriran  fnurTial  of 
mathematics  Bd.  9,  ^o.  liiulel  siel»  ein  liricf  sun  Haf.phkx, 
Afili^licd  der  Akademie  der  Wissenschaften  in  Paris.  In  diesem 
Briefe  betrachtet  IIah'HEji  eine  Sehaar  vou  algebraischen  Trans- 
fonnationen 

{{ )  ao.J  =  {x^  ...  a",, ,  a,  . . .  üy)  [•/.  =  1  .  . . 
mit  r  ParaiJietern  a,  . . .  zwiselion  den  Veränderlichen  ;r,  . . .  j-^ 
und  ar,'  ...  stellt  die  Ii. tue  nach  allgemeinen  Kriterien 
dafür,  oh  eine  solche  Sehaai"  von  Transformationen  Invari- 
anten besitzt  oder  nicht  und  verspricht  dieses  noch  nicht  in 
voller  Ali|{emcinheit  behaiideite  Problern  vollständig  zu  er- 
ledigen . 

Soviel  ich  sehe  ist  das  ihm  doch  nicht  jaelunuen.  Itn  l  aufe 
seines  Briefes  macht  er  niimlich  verschiedene  Aonaliinen,  die 
wirkliche  Besrliriinkunuen  des  Problems  nach  sich  ziehen.  Und 
selbst  das  hiermit  besclu  ankte  Problem  liat  er,  wie  mir  scheint, 
nicht  vollständig  erledigt.  Die  von  ihm  formulirten  Kriterien 
sind  zwar  hinreichend  aber  nicht  nothwendig 

1.  Zunächst  schicke  ich  einige  Benierkungen  voraus  Uber 
die  eigenthümliche  Bedeutung,  in  welcher  IIalprkii  das  Wort 
Gruppe  braucht. 


!'  llALfMKN  drirckl  sich  so  aus.  v  Unus  des  thcories  tiiierscs  an  a 
rencontri  des  invanants  sans  qüon  ait  penetr^  la  cause  generale  de  leur 
ea»'rlatca*  Ce$t  cett«  lacune  f/u'il  s'agii  ici  de  fiaire  di$panMrejt 

2)  Es  scheiot  Halipiikn  unbekannt  tu  fleia,  das»  ich  «ias  im  Texte  be- 
sprochene Problem  für  dtMi  Kall,  «lass  die  Schaar  der  vorgelegten  Trans- 
formalionen 'I)  von  inlinitesimalen  Transformationen  erzeugt  ist  'fxier  sirli 
erzeugen  las.stj  vollständig  erledigt  habe.  Meine  allen  Untersuchungen 
ttber  dieaen  und  verwandte  Gegenstände  sind  resamtrt  in  den  Matli.  Ann. 
Bd.  XXIV,  im. 

6» 


Digitized  by  Google 


84  SopHus  Lb, 

Halphbk  sagt,  dass  die  Gleichungen  (I)  eine  Gruppe  be- 
slimmeQy  wenn  sich  aua  den  beiden  Gletebungsayatemen 

r  "  =  r  (  t         r    h         b)  ^  •  •  • 

durch  EliiuiQatioo  der  (irussen      RolaiioDcn  von  der  Forin 

t»    ^x^^  . . .  x^  I  il|  ...  Af) 

abieilen  lassen.  Dabei  maeht  er  nicht  wie  ich  in  meiner  Note 
in  den  Gtfttinger  Nachrichten  1874  und  in  vielen  spateren  Ar- 
beiten die  Annahme,  dass  die  Grössen  nur  von  den  und  bj 
abhängen,  sondern  er  lässt  sie  gans  beli^ige  Grossen  bedeuten. 
Diese  seine  Definition  des  Begriffes  Gruppe  scheint  mir  indess 
nicht  naturgemttss. 

Es  unterliegt  ja  keinem  Zweifel,  dass  der  Begriff  Transfer* 
mationsgruppe  sich  allgemeiner  fassen  Usst,  als  in  meiner  oben 
citirten  Note  geschehen.  In  der  That  habe  ich  schon  im  Jahre 
1871  (Verhandlungen  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  tu 
Christiania,  S.  843)  die  folgende  allgemeine  Definition  aufgestellt: 
Eine  Schaar  von  Tramformatümen  biidU  eine  Gruppe^  wenn  swei 
Transformaiiwen^  nocA  einander  ausgrfuhrtf  immer  eine  Trans- 
formation der  Sdtaar  ergeben.  Diese  Definition  giebt,  scheint  es 
mir,  die  richtige  und  allgemeine  Uebertragung  des  Gruppen- 
begriffes  der  Substitutionentheorie  auf  die  Transformations- 
tbeorio.  Unter  den  Transformationsgruppen  giebtesaber  mehrere 
verschiedene  Kategorien,  ffir  die  ich  besondere  Beseichnungen 
benutie.  Insbesondere  bezeichne  ich  eine  Gruppe  dann  als  endlich 
und  coniinuirlich ,  wenn  ihre  Transformationen  durch  ein 
GleichuDgssy  Stern  mit  r  Parametern :  x^'  ^  [x^ x^,  a^  a^] 
bestimmt  werden. 

Was  UALniuf's  Definition  des  Begriffes  Gruppe  angeht,  so 
mochte  ich  fast  glauben,  dass  dieselbe  nicht  nach  dem  Wortlaute 
SU  verstehen  ist.  Vielleicht  sind  einige  Voraussetsungen  nicht 
mit  angegeben,  x.  B.  dass  sich  zwischen  den  Gleichungen  (I) 
die  Parameter  (/^  eliminiren  lassen  sollen.  Es  scheint  mir  Dftm- 
lich  undenkbar,  dass  Halphcn  jedes  System  Transformaiions- 
gleicbungen  (4),  aus  welchen  sich  die  Parameter  nicht  eliminiren 
lassen,  als  eine  Gnippe  bezeichnen  will,  und  doch  ist  er  nach  dem 
Wortlaute  seiner  Definition  dazu  gezwungen.  —  Will  UiLLPUEü 
auf  der  anderen  Seite  zu  seiner  Definition  des  Begriffes  Gruppe 
etwa  die  Forderung  hinzufügen,  dass  sich  die  Parameter  elimi- 
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niren  lassen  sollen,  so  folgt  z.B.,  dass  die  Schaar  aller  projeo- 
tiven  XraosformatioDen  eines  Baunies  keine  Gruppe  von  Punkt- 
transformalioiidn  dieses  Raumes  bildet. 

Es  soheiot  wauscheoswerth,  dass  Ualprb»  den  Sinn  seiner 
Deßaitlon  prScisirt,  wenn  er  sich  nicht  der  von  mir  benutsten 
Tenninologie  anschliessen  kann. 

Nehme  ich  seine  Definition  nach  dem  Wortlaute  und  nenne 
ich  lerner  eine  Function  ep  {x^  ...  dann  eine  Invariante  der 
Transforiuatiüueu  (1),  wenn  die  Identität 

besteht,  so  ist  sein  Hauptsatz:  Les  invarianls  sont  {'apanage  ex- 
cltis^ des  Substitut ions  formant  ^aupe  unrichtig.  Das  werden  uns 
spüter  zwei  Beispiele  seilen* 

2.  Indem  Halphen  das  von  ihm  gestellte  Problem  in  AngrifT 
nimmt,  macht  er  erstens  und  zwar  ausdrücklich  die  Annahme, 
dass  die  Zahl  n  der  Veränderlichen  grösser  ist,  als  die  Zahl  r  der 
Parameter.  Da  aber  schon  das  Beispiel 


«  ,  a',  a. 


zeigt,  dass  Invan.niten  sehr  gut  vorkommen  können,  wenn 
r^n  ist,  so  ist  seine  Annahme  eine  Beschrank ung  des  i'roblenis. 
—  Er  macht  noch  zwei  weitere  Annahmen,  nHmlieb,  dass  die 
Elimination  der  Parameter  gerade  n  —  r  Relationen  zwischen 
den  und  x^'  liefert  und  dass  die  Gleichungen  (I),  wenn  sie 
Invarianten  besitzen,  deren  gerade  n  —  r  haben. 

Dass  auch  diese  letzten  Annahmen  wesentliche  Beschrän- 
kungen des  Problems  sind,  Hesse  sich  ebenfalls  leicht  an  Bei- 
spielen zeigen.  Darauf  gehe  ich  jedoch  hier  nicht  ein,  sondern 
weodt'  Iiiich  zu  dem  von  IIali'hen  Ijehundelten  reducirten 
Probleuio. 

3.  Halphkn  behauptet,  dass  ein  System  von  algebraischen 
Transformationsgleichungen 

(4')  &  f^[x^  ...  x,^,  ttf  . . .  Oy.)  ,  n  >  r  , 

aus  welchem  sich  durch  Elimination  der  Parameter  gerade  n  —  r 
Relationen  zwischen  den  x^  und  x^  ergeben,  (dann  und)  nur 
dann  gerade  n  —  r  unabhängige  Invarianten  besitzt,  wenn  es 
in  seinem  Sinne  des  Wortes  eine  Gruppe  bestimmt. 

Aber  diese  Regel  stimmt  doch,  wie  ich  sie  verstehe,  nicht 
mit  dem  Beispiele : 
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(2)  a?/  a=  X^  -h  u  ,      xj  =  —  .r,  . 

Hier  isl  /j  =  8,  r  =  1,  iilso  ?i  >•  r;  dii»  l^litiiiii.il idri  des  P.ira- 
inelors  a  i^icht  n  —  r  =  \  von  «  freie  Helaiion;  die  (ileicliurejen 
(?)li;il)cn  andererseits  szerade  n  —  r  =  ^  iinublüiiiL'ii:»'  Inv  .iri.itilc. 
nilnilich  rr*.  Naefi  Hu  i'iii  v's  Ketiel  inüssten  also  dii- (iicichuniien 

(2)  in  seinem  Sinne  des  Wortes  eine  Gruppe  bilden.  Aber  aus 

und 

x^"  =  a-^  -I-  6  ,    .r,"  =  —  .r^ 

folgt 

und  diese  (lieicUuDgcn  haben  die  l  uini  (2;  nicbl. 
Betrachten  wir  »Ddererseits  das  Beispiel 

(3)  =      -i-  i  j    a?^'  as  a*,  +  a  . 

Hier  ist  wiederum  ?i  s  8,  r  I .  Die  Elfmination  des  Para« 
meters  a  giebt  wiederum  n  —  r  ss  I  Relation  zwischen  den  x 
und  x\  Andererseits  haben  die  Transformationsgleichungeti  (3) 
gerade  n  ^  r  ^  i  unabhängige  Invariante  nämlich  lg  [;ra:^f. 
Es  ist  ja 

tg(nraj/)  «  tg(7ra:,  +  tt}  «  lg(7rxj  . 

Unsere  Gleichungen  bilden  aber  keine  Gruppe  in  Halphsn*» 
Sinne  des  Wortes ;  denn  an» 

.T,'  =  j  j  -t-  I  ,    x^'  =      -f-  a 

und 

ap,"  SS  af j  +  I  ,    ac,"  ^  x,  +  6 

folgen  die  Gleichungen 

x^    =  ./•,    ,    ./-^    =        4_  ^  —  a  , 
welche  nicht  die  Form  (3)  hüben. 

4.  Will  man  das  von  IIui  iii  n  gestellte  Problem  in  voller 
Allgemeinheit  behandeln,  so  dürfte  es  zweckmässig  sein,  die 
Ausdrucksweise  der  Mannii^faltigkeitsJehre  zu  benutseo»  also 
x^  ...  Xj^  als  Punkteoordin;iien  eines  n>fachen  Raumes  fu 
betrachten.  Hier  werile  ich  jedoch  die  Beschränkung  eintttbren, 
dass  die  Transformationen 

GRBHOüA'sche  Transformationen  sein  sollen. 

Bei  jeder  Transformation  einer  dorartigon  Schaar  geht  ein 
Punkt  x^  von  allgemeiner  Lage  in  einen  bestimmten  neuen 
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Punkt  über.  Dieser  neue  Punkt  hangt  von  don  l*.iriimetern 
ab.  Der  Inbegritr  aller  Punkte  x^'  bildet  daher  eine  alj^e- 
braische  Mannigfaltigkeit,  die  höchstens  r-fach  ausgedehnt  ist. 
Werden  nun  weiter  auf  einen  beliebigen  Punkt  x^  noch  einmal 
die  Transformationen  {\)  aufgeführt,  so  ninioil  derselbe  neue 
Lagen  x^'  an  u.  s.  w. 

Wir  nehmeo  zu  der  Schaar  dei-  Transformationen  (1)  noch 
die  Schaar  der  inversen  Transformationen  hinzu  und  denken 
UDS  jede  von  diesen  Sehaaren  von  Transformationen  eine  Reihe 
VOD  Malen  hintereinander  ausgeführt.  Dann  können  zwei  ver- 
schiedene Falle  eintreten.  L^s  ist  denkbar,  dass  ein  Punkt  x^ 
von  allgemeiner  Lage  durch  wiederholte  Ausführung  jener  Trans- 
formationen in  joden  Punkt  von  allgemeiner  Lage  im  Räume 
übergeführt  werden  kann.  Dann  giebt  es  keine  Invarianten. 

Kann  dagegen  der  Punkt  nicht  in  alle  Punkte  des  Raumes 
abergefuhrt  werden,  so  bildet  der  Inliegriff  aller  Lagen,  welche 
derselbe  bei  wiederholter  Anwendung  der  betreflenden  Trans- 
formalionen  annehmen  kann,  einen  geometrischen Orl^  der  allere 
dings  aus  verschiedenen,  ja  sogar  aus  unendlich  vielen  irredu- 
cibeln  algebraischen  Mannigfaltigkeiten  bestehen  kann. 

Jeder  Punkt  des  Raumes  gehtfrt  einem  gans  bestimmten  der- 
artigen Orte  an.  Der  Raum  wird  also  in  dieser  Weise  in  un- 
endlich viele  Oerler  zerlegt,  wobei  jeder  Ort  unter  Umstünden 
aus  mehreren  algebraischen  Mannigfaltigkeiten  besteht. 

Liissl  sieb  nun  diese  Zerlegung  des  Raumes  in  geometrische 
Oerter  analytisch  deßniren  durch  die  Gleichnngen 

o  r.       p  \     c         Od-       f    =r  r 

i     ■  '  •'  n  ^  i  •  •  •  ■>     "^'tii  v'  t  •  •  •     n    —  '  Ml  * 

in  denen  die  Cf.  vMilkui  liclie  Conslauten  bedeuten,  so  sind  die 
./•,  ...  Xf^)  Invarianlen  der  Sch}»;ir  von  Transfonn.itionen, 
und  zwar  erhälf  ni;in  so  (»in  vollständiges  System  Invarianlen. 
Ks  ist  hi(*rhei  keint  i  sjch^Mv  dass  die  algebraische  Func- 
lioueu  von  den  x  siud,  sie  kuuueu  sehr  gut  trauscendente  *) 

1)  Es  ist  (1ah»'r  unricliliK,  wenn  IUlphen  behauptet,  dass  die  Invari- 
anten immer  durch  hiimiuatiou  gefuiuieri  werden  liunneu.  Dass  die  zu 
einer  eotmnuirtichtn  mdUehen  Gruppe  gehörigen  Invarianlen,  Differential- 
Invarianten,  ja  sogar  alle  sageliürigen  invarianten  Gleicbungüsyateme  durch 

Elimination  gefunden  werden,  habe  ich  längst  hri  vielen  Gelegenheiten 
hervorgehoben,  liid  aiicli  (iic  Aiisdi  liniing  dieser  Bemerkung  auf  eine 
jede  vorgelegte  Schaar  vt»u  Tiausfot niationen  =  f^i^,  a),  die  sich  von 
iDÜnite^ijuaicu  Traosformuliouün  erzeugen  lässl,  rubri  von  mir  her. 


SS        Soriiis  LiK,  Die  HEbuii  fk  üri  i'Pk  und  Invabiante. 

PuDotioDeo  sein.  Die  il^  brauchen  nach  dem  Vorangehenden 
nnr  so  beschaffen  zu  sein,  das»  die  deiefauDgen  (4)  für  jedes 
äpecteile  Werthsyslem  der  eine  discrete,  endliche  oder  uu- 
endliche  Anzahl  von  algebraischen  Mannigfaltigkeiten  daralellen, 
deren  Inbegriff  bei  den  Transformationen  (i )  invariant  bleibt. 

Entsprechende  UeberlegungeD  geben  zugleich  alle  inva- 
rianten Gleichnngssysteme. 

An  einer  anderen  Stelle  werde  ich  auf  die  hier  skiizirlen 
Theorien  nuher  eingelien«  losbesondere  werde  ich  Gruppen  be*- 
handeln,  die  sich  nicht  durch  ein  Gleicbungssystem,  sondeni  erst 
durch  mehrere  Gleiohuni^ssvsteme  definiren  lassen,  von  denen 
jedes  Gleichungssystein  gewisse  willkttriiche  Parameter  entbftit 
und  werde  eine  Invariantentheorte  von  derartigen  Gruppen  ent^ 
wickeln.  Das  gelingt  leicht,  indem  ich  meine  allgemeine  Invari- 
antentheorie der  endlichen  continuirlichen  Gruppen  mit  der  In- 
variantenlheorie  der  discontinuirlichen  Gruppen  verbinde. 

Leipzig,  Juli  4887. 
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l.  Der  Sinn  der  JaeobPschen  Identitfti 

Die  hfrdSiinU'  ÜACuBi  sche  Identilal  hat  durch  Lik's  Unter- 
suchungen eine  fzanz  neue  Becleulung  ge\s(innen.  Si<^  erscheint 
jetzt  als  oino  Idonlitill  zwisclien  inluiK*  siaialen  Transforma- 
lioiipf».  unii  auli^efasst  bildet  sie  eine  der  wichtigsten  Grund- 
lagen für  Lir's  Tlieorie  der  Traasiurniatioiisiinippcn.  Freilich  der 
einentliche  Sinn  der  Identität  ist  damit  noch  nicht  enthUiit: 
das8  dieselbe  besteht,  bleibt  vielmehr  immer  noch  eine  unver- 
standene, nur  deshalb  um  so  merkwürdigere  Thatsache. 

Aber  je  dfter  mnn  die  JACoai'sche  Identität  in  der  Theorie 
der  Transformationsgroppen  anwendet^  desto  stärker  muss  man 
das  BedOrfniss  fühlen,  mit  dieser  Identität  eine  andere  Vorstel- 
lung zu  verbinden  als  die  einer  blossen  Formel;  um  so  weniger 
darf  man  sich  damit  begnUgeO)  dass  man  die  Richtigkeit  der 
Identität  aof  so  und  so  viele  Weisen  bewiesen  hat,  während 
man  doch  sozusagen  noch  nicht  einmal  ttber  ihre  »Existenzbe- 
rechtigung in  der  Wissenschaft«  im  Reinen  ist. 

Durch  sehr  einfache  L  eberleguniien  habe  ich  erkannt,  dass 
wenisstens  die  JAcouische  Identilal  zwischen  iiiUailesimalcu 
P  Uü  k  i  iransfornuitionen  einen  guten  begrifflichen  Sinn  hat. 

Zwischen  drei  beliebigen  infinitesimalen  Punkttrausfor- 
mationen : 

=^  >ii  (*«•••  . 
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bestellt  immer  die  Jacob^scbe  IdeDtiUI 

(\)        {[xm  +  ({ym  +  ((^^n  ^  o; 

(labe!  ist  der  Kürze  wegen  [A  ))  für  A()  /))  -  >  (A /j)  j;t- 
schrieben. 

Wollen  wir  den  bes^rifflu  lien  Sinn  der  Identität  (<;  erniil- 
teln,  so  intissen  wir  un/.wcircihtift  dtisoo  aiisf:«'lien.  dass  wir 
eine  bientitat  /.nm.m  Iicii  iiiliiiilesimalen  Trunsfonnittiown  sov 
uns  lialKMi.  Vcrinul hlich  drtlckt  dicscllje  nichls  ;iiul«'n*s  aus,  als 
eine  alii^enieine  Eigeiisch.ifl  des  Transrormationsbi'uriflfs  lUr  deo 
besonderen  Fall  «1er  mfitülesinuilen  Transformationen. 

Zwischen  drei  beliebigen  emllirlicn  Transformationen  ^'.  T 
U  niüsste  demnach  eine  Identität  bostcfien,  aus  welrher  die 
.hu'obi'sclie  folgt,  s<d»ald  mao  fUr  7\  II  bczüglicb  die  drei 
inbnitesinialeti  Transformationen  A/,  )/,  Zf  einsetzt  und  alle 
infinitesimalen  Grössen  bis  zu  einer  gewissen  Ordnung  mit- 
nimmt. Damit  würe  dann  die  Jacob i*scbe  Identität  auf  eine 
Identitüt  der  Substitulionentheorie  zurückgeführt. 

Um  diese  Substitutionenidentitüt  finden  zu  können,  niuss 
man  vor  allen  Dingen  wissen,  was  dem  Klammerausdruck  (A)] 
bei  endlichen  Transformationen  entspricht;  man  muss  also  aus 
7AV(M  iMuilichcn  Transformationen  N  und  T  eine  neue  Transfor- 
mati(»n  lin  lclicn  können,  welche  .nifdie  iidinilesimale  Tniiisfor- 
malion  {\)]  fültrf,  wemi  jiiiiii  N  iind  '/"«lurch  X'/  und  )*/  ersetil 

Aus  Lii'>  l  iiltTMicliungen  (vgl.  z.  H.  M;itli.  Aiiii.  \AV. 
S.  9^)  i-ehl  liciMir,  dass  '/'"'iS'/'einc  endliche  Traiisloiiiialinn 
von  der  gew (Ihm  hlen  Beselian'enht'il  ist.  Der  Ausdruck  T^'.ST 
bedeutet  niindich  diejenige  endlii'lic  Ti ansformalion,  in  welche 
.S  Ubergehl,  wenn  man  darin  vi  ruiiUeUt  der  Transforinatioo 
r  neue  Veränderliche  einfuhrt.  Denken  w  ir  uns  andererseil« 
in  dem  Symbole  Xf  vermittelst  der  infinitesimalen  T^ansfo^ 
mation  >/oder 

x/  =  ccf  -I-     [j\  . . .  acj  ät  (i  =  I  .  •  •  n) 

die  neuen  Veriinderliclien  j  ,'  •  •  •  ^r^'  eingeführt,  so  erhalten 
wir,  wenn  die  Accente  an  den  x  weggelassen  werden,  de» 
Ausdruck 

Also  bestimmt  {XY)  die  unendlich  kleine  Aendening,  welfke 
die  infinitesimale  Tk*an8forroatioD  Xf  bei  der  angegebenen  Vari- 
abelnttnderung  erleidet.  Darin  liegt,  dass  der  Ausdruck  (AT) 
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für  \f  um\  Yf  eine  gnnz  analoge  Bedeulunj^  hat,  wie  der  Aus- 
druck r'S  THwSum]  r. 

Diese  Analogie  zwischen  den  Au>»li  ucketi  /"'.SjT  und  (XY) 
legt  die  Vcrmuthuni;  nahe,  dass  die  tiesddilc  Snl)sUlnliünen- 
idenliUil  zwisrhen  den  drei  eiuilichen  'I  raii.^loi  iiüitionen  N,  T,  U 
eine  Helalion  /VNiselicn  Aiisiiriickfii  Nun  der  Fuiiii  S  '/'sein 
\Nit  d,  gerade  so  wie  die  J.udlii'.sc  lie  ideuliläl  eine  KeiaLiou  zwi- 
schen Ausdrücken  von  dei*  I  urm  {  V  )"i  ist. 

Die  einfaeitsle  Helaliun  zw  iseiieu  Ausdrücken  von  der  Form 

3r*«r,  cr's«/,  u^'tu  ».s.w. 

isl  diejenige,  welche  aussagt,  dass  der  Ausdruck  ST  sldtk 
als  Invariante  verhüll,  wenn  man  in  die  Transformalionen  $ 
und  T  vermiltelsl  der  Transformation  U  neue  Vei^nderliehe 
einführt.  Da  S  und  T  bei  der  angedeuteten  Variabeinänderung 
sich  bezüglich  iu  U"^ SU  und  Ü~^TU  verv^'sndeln,  während 
T-*ST  übergeht  in  ü'^T'^STUy  so  lautet  unsere  Substitu- 
tion cnidentit  Sil  folgendennassen : 

Wir  werden  sehen,  dass  diese  Identität  wirklich  der  Jacobi- 
schen Identität  entspricht. 

Nach  dem  früher  Gesagten  müssen  wir  uniersuchen,  welche 
Identität  sich  zwischen  Xf,  Yf^  Zf  ergiebt,  wenn  In  (2J  die  end- 
lichen Transformationen  S,  f,  V  durch  die  infinitesimalen  X/*, 
Yf,  Zf  ersem  werden.  Wir  könnten  das  direct  ausfähreo 
und  also  direct  mit  den  InOnitesimalen  Grtfssen  rechnen ;  wir 
ziehen  es  aber  vor  einen  andern  Weg  einzuschlagen,  welcher 
offenbar  dasselbe  Endergebniss  liefert. 

Nämlich  wir  wollen  annehmen,  dass  die  endlichen  Trans- 
formationen Sj  T,  U  bezüglich  den  eingliedrigen  Gruppen  ange- 
boren, welche  von  den  infinitesimalen  Transformationen  Xfj 
Yfy  Zf  erzeugt  werden.  Dann  können  wir  S,  T,  V  folgender- 
massen  schreiben : 


S:f 

/ 
1 

Tif 

T 

T 

• 

¥f  + 

U:f' 

1 

zr+ 
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wobei  f  allgemeines  Symbol eiaer FtinclioD  roQ •  •  •  x^xsX  und 

das  SymlMl  derselben Fimction  von  •  x^,  wahrend 
^  Gottstanten  beteiofanen.  Die  Identitfli  (%)  muss  nun  von  den 
eben  gesehriebenen  Transformationen  U  befriedigt  wer- 
den,  welche  Warthe  auch  die  Gonstanten  t^r^d-  haben  mllgen ; 
damit  dies  stattfindet,  müssen  zwischen  Xf,  Yf^  Zf  gewisse  Iden- 
titäten bestehen,  unter  denen  sich  eben  die  Jacobi'sche  befinden 
wird. 

Die  AiifsN  lluni:  der  Gleichiinc^en  fOi*  die  Transformutiiiueu 
auf  den  heicieu  S(  lU  n  von  f21  wäre  ireiiich  s^hr  uiiistllndürh; 
wir  mUssten  in  den  Uciliononlwickelungen  w,\c\\  den  ( i rossen 
0-  die  (irösscn  dritter  Ordnung  iiiitnehmen,  wenn  wir  narh- 
her  durch  CoefficieutenvorgliMt  lning  die  gewünschte  Identität 
finden  wollten.  Zum  Glücke  brauchen  wir  al)or  jene  beiden 
Transformationen  nicht  selbst  zu  berechnen.  Es  ist  nämlicfa 
leicht  zu  sehen,  dass  beide  Traosformationen  zwei  gewissen 
eingliedrigen  Gruppen  angeboren,  deren  infinitesimale  Trans- 
formationen wir  iMrechnen  können.  Diese  beiden  infinitesima- 
len Transformationen  mttssen  natorlich  fur  alle  Warthe  von  /, 

identisch  sein ;  durch  Vergieichung  der  Co^fficienteo  er- 
halten wir  die  gewtlnschte  Identität  und  brauchen  dabei  nur 
bis  zu  den  Gliedern  zweiter  Ordnung  zu  gehen. 

Die  hiermit  augedeutete  Rechnung  wollen  wir  jetit  durob- 
f  (ihren. 

Wir  bemerken  zunächst,  dass  die  Transformation  T~^ST 
einer  eingliedrigen  Gruppe  angehört,  deren  infinitesimale  Traiu- 
formation  die  Form  hat : 

(3)  Af^Xf-t.j{XY)+j^^{{XY)y)+..., 
sowie,  das«  die  Transformatioii  T~'  S  T  aelbsi  lautet: 

(*)  r=r*jAf*/_^iAf*..-. 

Mit  diesen  beiden  von  LnherrOhrenden  Formeln,  deren  Beweis 
keine  Schwierigkeit  darbietet  und  fttglich  ttbergangen  werden 
kann,  reichen  wir  im  Folgenden  nberall  aus. 

Wollen  wir  nun  die  infinitesimale  Transformation  derjeni- 
gen eingliedrigen  Gruppe  berechnen,  welcher  T^^STUn- 
gehört,  so  haben  wir  nur  in  der  Formel  (3)  Af  für  A/,  Zf  für )/ 
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und  ^  für  T  einzusetzen.  Dann  erhallen  wir  für  die  gewOnscfate 
infinitesiinale  XraDsforoiaüoD  den  folgeoden  Ausdruck: 

oder  entwickelt : 


Die  Transformnlron  V"^  S  V  ijohflrl  f^inor  i  i  ii;j;liedrigtMi 
Gruppe  au,  deren  iDÜuilesimute  Transformation  lautet: 

Bf  -  AT  +  ^  (AZ)  +  ^       ([AZJif)  +  . . .  , 

wahrend  V'^  S  U  selbst  die  Form  hat : 

In  entsprechender  Weise  gehört  zu  ü^^  TU  die  infinitesimale 
Transformation 

während  If*  7 17  selbst  lautet: 

Folglich  ist  die  Trausluniialion 

(6)  {U-  •  TU)-*  U-  •  SU       *  rt/ 

von  der  infinitesimalen  Transformation 

erzeugt.  Bei  der  Ausrechnung  ergiebt  sich 
äf~Xf+^{X2)  +  1{XY)-*. 
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Nunmehr  haben  wir  die  beiden  infinitesimalen  Transfor- 

malioneu  ii/  und  f>/' einander  gleich  zu  setzen  und  sodann  die 
Coöfficienlen  zu  vergleichen,  denn  ß/*und  ilf  rnllssen  fUi  ;dlo 
Werlhe  von  i  und  v*^  mit  einaiuler  i<leiitiscb  sein.  Füliren  wir 
die  nnij;edeulete  Vergleichuut!  n»is,  so  erhalten  wir  eine  Heiäe 
forniciler  Identiiaten  und  aubserdem  uoch  die  UelatioD 

(8)  ((.Yy)2)-{X(r2))-(K(XZ))  , 

welche  nach  dem  Gesagten  identisch  befriedigt  sein  muss.  Die 
Gleichung  (8}  ist  aber  nichts  anderes  als  eben  die  Jacobi  scbe 
Identität. 

Die  Juv()f)t\schi'  Idcnliliit  (1 )  ist  also  auf  die  Suhslitutionriinlrn- 
läät{2]  zurückgeführt.  Die  eben  beendigten  Itcehauugen  zeigen  ' 
deutlich,  dass  die  Identität  (%)  uns  die  Jacobi'sche  Ideuliiiii  i 
liefert,  wenn  wir  die  drei  beliebigen  endlichen  Transformationen 
Sf  r,  U  durch  die  drei  beliebigen  infiDiieeimalen  Xf,  Yf^  Zf  er* 
setzen. 

Es  ist  bemerkenswerth,  dass  wir  die  Jacobi'sehe  Identität 
nicht  in  der  symmetriseheQ  Form  (1),  sondern  io  der  unsymiDe- 
trischen  (8)  erhalten  haben.  Das  bat  seinen  Grund  darin,  dass 
die  Identität  (2)  nicht  symmetrisch  gebaut  ist.  Zwischen  Sj  Ü 
kann  man  eine  ganze  Menge  Identitäten  von  der  Form  an- 
geben, welche  nicht  aufeinander  zurtlckftthcbar  sind.  Dagegen 
besteht  zwischen  drei  beliebigen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen \f,  )  /.  //  keine  andere  IdentiUU  als  die  Jacobi'sche  und 
die  (lai  fUis  fokenden;  selbst  wenn  w  ir  in  den  l  orrnein  (5)  und 
(7)  die  (iIied(M'  di  iUer  und  boherer  Ordnuni:  iniuiahineu,  wiirtlcn 
wir  nur  solclie  Identitaleu  linden,  die  aus  der  .laeol)i'scheiifuii;cü. 

Man  sieht  hier,  wie  einfach  der  Rei»rill  der  infinitesiutaltiit 
Transformation  ist  im  Vergleich  zu  dem  der  endlichen. 

Durch  die  vorstehenden  Entwiekelungen  ist  der  Sinn  der 
Jacobi'schen  Identität  zwischen  infinitesimalen  Punktlransfor- 
mationen  volikomnien  klar.  Unsere  früher  ausgesprochene  Ver- 
mutbung  bestätigt  sich :  die  Jacobi'sche  Identität  drtickt  wirklich 
eine  allgemeine  Eigenschaft  des  Transformationsbegriffes  für  den 
besonderen  Fall  der  infinitesimalen  Transformation  aus;  ftir 
endliche  Transformationen  findet  diese  Eigenschaft  des  Trans- 
formationsbegriffes  ihren  Ausdruck  in  der  nahezu  selbstverständ- 
lichen Substitutionenidentität  (^J . 
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II.  Zur  Theorie  der  Zagammensetziiiig. 

In  Baud  III  seines  Norwegischen  Arehives,  auf  Seite  442 
bis  4  46  beschäftigt  sieh  Ue  mit  r-^lieiii igen  Gruppen  A',/* ... 
von  einer  lianz  eigenthümlichen  Zusammensetzung.   Ivr  seUt 
Dnuilicb  voraus,  dass  die  bckauuleo  Uelationen 

r 

(i,  A'  =  4  . . .  r) 
die  besondere  Form  haben : 

<+/k-4 

(<)  (\-  f^ii^jt*  'V 

(1  SS  I  ...  r  —  I  ;    ür  e»  4  . . .  r     1)  . 

Diü  r-gliedriue  (irtippe  ^^f ...  A'^/' enthalt  .ilsoeine(r  —  4)- 
gliedrige  invariante  Untergruppe:  X^  f  . .  .  V,  _,/.  diese  letzlere 
enthalt  eine  (r~  2}  gliedrige  invariante  Untergruppe;  XJ...Xf^J' 
und  so  fort. 

LiB  /eii^l  nun  ,  dass  sich  unter  den  gemactiten  Vor- 
ausselzuniien  r  unahhiingige  infinitesininie  Transformationen 
1/ •  •  •  y^/* der  r-  gliedrigen  Gruppe  A',/  . . .  A^/* angeben  lassen, 
welche  paarweise  in  den  Beziehungen  stehen : 

4 

(1  s»  4  ...  r  —  4  ;    Jfc »  4  . , .  r  —  1)  . 

Mit  anderen  Worten :  Jede  Gruppe  X^f X^f  oder  kurz 
von  der  Zusammensetzung  (1)  enthält  eine  invariante  Gr^^: 
\\f  . . .  >'^_ ,  f ;  eine  In  dieser       ^  steckende  invariante 
y,/*. . .  )V_     ;  t»ine  in  dieser         steckende  invariante  G^^^  : 
)\f  . . .  Yf_^l'  und  Sü  fort. 

Hieraus  foI*?ert  I.ie  nodi,  dass  jede  r-gliedrige  (Hojective 
Gru[)i)e  eines  «-lach  ausgedehnten  Raumes,  welche  die  Zu- 
sanmien.setzung  (1)  besitzt,  jedenfalls  ein<n  Punkt  invariant 
lUssl,  ferner  eine  durch  den  Punkt  gehende  Gerade,  eine  durch 
die  Gerade  gehende  Ebene      und  so  weiler.  — 

Der  Zweck  des  Folgenden  ist,  zu  zeigen,  dass  die  r-glied- 
Hgen  Gnipi>en  von  der  Zusammensetzung  (4)  sich  in  einer  sehr 
einfachen  Weise  charakterisiren  lassen. 
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Wir  <j(»}if»n  davon  aus,  dass  jede  Gruppe  inil  mehr  als  drei 
Parametern  dr<'ii:li(Hlrit;e  rnlerurnpjMMi  enihiilt  und  dass  es  zwei 
verschiedene  Arien  von  dreitrliedrigen  Gruppen  giebt :  erstens 
diejenigen,  welche  mit  der  alk^nreinen  projectiven  Gruppe  der 
oinfaeh  ausgedehnten  MnuniLilalligkeit  uloichznsannnongesetzt 
sind  und  zweitens  alle  Übrigen.  T^'yo  (it  nppen  der  ersten  Art 
sind  l»ekanntlichauchgleichzusamn)f']iL:t"s<Mzt  mit  dernlli:*  inoinen 
projeetiven  Gruppe  eines  Ketrelschnills  in  der  I  Ik  iu\  sie  sollen 
daher  Gruppen  von  Kege]s(  iiinttszusammeDseUung  oder  auch 
kurz  h  n/f  /  rliniltf^gi'uppen  heissen. 

Aus  dem  desaglen  erhellt,  dass  sich  die  s  hiiii  i  lirhen  /  -iiliod- 
rigen  Gruppen  in  zwei  vcrschicticiio  Classt  n  riutheiien  lassen: 
in  solche,  welche  weniu^h ns  ciTic  ket;cisehniii  si:ruppe  enlhalten 
und  in  solche,  welche  keine  kegelsehnitlsgruppe  enlhalten. 
Die  zircile  dieser  beiden  Chissen  hcstrhl,  wie  wir  »eigen  werden^ 
aus  den  (i nippen  von  der  /.usdinmensetzuny  (4). 

Wir  behaupten  also,  dass  einerseits  keine  druppi'  von  der 
Zusatnniensctzitny  (!)  cnie  kt'tjclsr/initlsfjrnppc  cnlliall  ninl  dass 
andere  r.M'ils  icdc  (inijip«',  ilic  lictnc  hri/r/si-htun<tfrin'iii-  mlhit/tj 
eben  die  Zmrimntmsiiznntj  (1)  hdt.  Diese  beideu  iiebauplungen 
werden  wir  der  Reihe  nach  Ix^w eisen. 

Ks  sei  X^f  . .  .  \,./  (»ine  r-gliedriue  Gruppe,  welehe  die  Zu- 
sammensetzung (I)  hat  und  dabei  eine  kegelsdmiUsgruppe  Gf, 
enthalt. 

Wenn  wir  die  ganze  Zahl  //  j;rüsü  genug  wählen,  L'iobt  es  immer 
im  Räume  von  n  Dimensionen  eine  r-gliedriue  projeclive  Gruppe 
r^,  welehemilderGriippe  V,/'...  Yj./'uleieiizusanimeni^esetzt  oder 
holoedrisch  isomorph  ist  ^vgl.  Liü  in  den  Math.  Ann.  XXV  S.  94). 
Diese  Gruppe  lässl  alsdann  jedenfalls  »  inen  Funkt  iuN  ariant, 
ferner  eine  durch  den  riuikl  gehende  (ieiadc  uud  su  ucilcr. 

Nalüi  lieh  icksstaui  ii  die  in  l\.  enthaltene  Kegelschnitls|.;ruppe 
den  betiefrenden  Punkt,  die  hindurchgehende  Gerade  elc. 
invariant:  sie  transfornuri  dabei  die  Tunkte  der  invarianten 
Geraden  durcli  eine  isomür|»he,  jH-ojectix  <•  Gruppe.  .Nun  aber  isl 
die  Kegels*  linitlsgruppe  Gj  bekannllidi  einfach;  jede  nnt  ihr 
isom()r}»hc  (ii  iip|)e  ist  daher  entweder  dreigliedrig  oder  null- 
iilicdrig,  wenn  wii  eine  tiruppe,  die  blos  aus  der  identischen 
Transformation  l>e.stelit,  als  nidlLdiedrit:  bezeichnen,  lu  unserem 
halle  kann  die  (i^  die  Punkte  der  mx.uiaiUen  (H»raden  nicht 
dreigliedrig  Iransformiieu,  weil  ein  Punkt  der  Geraden  iovariaol 
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ist,  folf^lich  muss  sie  diese  i^uiikte  nullgiiedrig  IraDsforonren, 
das  heisst  sie  sämnitlich  stehen  lassen. 

Man  tiberzeugt  sich  ferner  leicht,  dass  iWo  (i^  auch  alle 
Punkte  der  iuvan'anton  Ebene,  welche  durch  die  Gerade  hin- 
(iiir  cliLji  hl ,  stehen  liisst:  desfi;leichen  ;dle  Punkte  der  durch 
liie  Kbene  gehenden  invarianten  ebenen  i/,  und  S(>  weiter. 
SoiiliessHeh  erkennt  man,  dass  die  überhaopt  alle  Puakie 
des  n-Caeh  äuagedehoten.  Raames  stehen  IXssl.  Das  aber  Ist 
otleobar  nnmdglich ,  also  ist  unsere  Voraussetzung ,  dass  d\k 
Gruppe  i^i/* . . .  Ä^f  eine  Kegelachnittagruppe  entlKlH,  falsch. 

Damit  isl  die  erste  der  beideo  eben  'aufgesiellteii'Beliaaii^ 
taugen  bewieseD.  Bevor  wir  sum  Beweise  der  zweiten  flbei^ 
gebmy  erat  nodk  einige  Ufilliaaätae: 

Hflifssati  I.  BiuilU$eme{r '^m)glMrige Gruppe XJ.^  ^r+mf 
mm  fi^^$0äng$  Gruppe  von  der  iusammenssimmg 

(i  ^  4  . . .  f/— I  ;    Ä:  a»  i  .  • .  r  —  t)  » 

so  enthaU  sie  auch  eine  {r  -i-  \)gliadri(jt  Gruppe  ^  weldier  die 
Gruppe  X^f      X^f  arKßhiirt. 

Dieser  Satz»rUbrt  vonLiE  her;  ich  will  daher  seinen  Beweis 
unier drucken. 

Uttlfssatz  3.  Hnthalt  eine  G^  ohne  h'egelsehniUsffruppe  eine 
SO  enthält  sie  stets  auch  eine  invariante  ^vlj. 

Den  Beweis  dieses  Satzes  will  ich  wenigstens  andeuten.  ■ 

Wenn  die  eine  nielit  invariante  G'r_^  enthalt,  so  enthalt 
sie  sogieich  oo*  verschiedene  (r  i)gl!edrrge  Untergruppen, 
diejenigen  nSmlieh,  welche  innerhalb  der  6^  mit  der  betreffen- 
den Gf^^  gfeiehberechtigt  sind.  Interpretiren  wir  die  oo^"** 
infinitesimalen  Tran^ormationen  der  G^.  als  Punkte  eines  (r  —  i)- 
fach  ausgedehnten  Raumes  ,  so  werden  jene  oo'  (r  —  \]^ 
gliedrigen  Untergruppen  durch  eine  Schaar  von  oo'  r  — 
fach  ausgedehnli  n  ehenefi  MarinigfaftickeTlen      _ .  dara:estellt. 

Denken  wir  ufis  jetzt  den  dni  rh  die  ;id jnuLrirtc  (iruppc 
der  6' ,  transformirl  (vgl.  über  diescll)c  ;  diese  Berichte  Jahr- 
elang 1886  S.  86).  Dann  werden  die  besprochenen  oo*  ^r-t 
unter  eiaaoder  vertauscht  und  ihr  InbegritVwird  durch  eine  mit 
der  G^  isomorphe  (yruppe  iransformirt.    Diese  Gruppe  ist  ent^ 
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weder  ein-  oder  xweigliedrig ;  dona  eine  Scliaar  von  oo'  Ele- 
roeDlen  kann  höchstens  dreigliedrig  trAosfonoirl  werden  ond 

wenn  sie  dreigliedrig  transformirt  wird,  so  geschieht  das  durdi 
eine  Kcgelschnitlsgruppe :  in  unserem  Falle  ist  das  ausge- 
schlossen, weil  die      koiuo  Kegelsehnittsgruppe  enthalt. 

Die  f/,.  ist  nach  dem  Vorherf^ehenden  enlvvedt  r  niit  omer 
eingliedrigen  oder  mit  einer  zweigliedrigen  druppe  isomorph, 
folglich  enthält  sie  entweder  eine  (r — l)gliedrige  oder  eine 
(r  —  fjgliedrige  invariante  ünlergrup[)e.  Wir  hrauchea  ilaber 
blos  noch  nachzuweisen;  dass  auch  in  dein  zweiten  dieser  bei- 
den F^Ue  eine  (r — i)gliedrige  invariante  üntergrappe  vorhan- 
den ist. 

Das  hat  keine  Schwierigkeit.  Der  (r — 2)gliedrigen  iavari- 
anten  Untergruppe  eniepricht  eine  ebene  Jf^.,  desll|..|,  weiche 
bei  der  adjungirten  Gruppe  der  6^  invariaiit  bleibl.  Ihireh 
diese  ebene  Jf^.,  gehen  oo*  ebene  Jft—t  i  welche  von  der  ad- 
jungirten  Gruppe  unter  einander  vertauseht  werden  und  swar 
höchstens  durch  eine  zweigliedrige  Gruppe. 

Unter  allen  Umständen  bleibt  daher  bei  der  adjungirten 
Gruppe  eine  von  den  betreffenden  M,._^  invariant.  Da  nun  jede 
ebene  Mj._^ ,  welehe  bei  der  adjungirten  Gruppe  invariant  bleibt» 
eine  (r — 4)gliedrige  inNariaiiLe  Untergruppe  der  (/ ^  darstellt, 
so  ist  hiermit  tler  Beweis  des  Httlfssat7.es  %  erbracht.  — 

Nuuniehr  kurnien  wir  olnieSehvvierigkeilunsoi  e  Hehanptiing 
beweisen,  dass  jido  r-gliedrige  i»i  iippr  <7,.,  welehe  keine  Kegel- 
schniiisgruppc  üuthült,  die  besondere  Zusanioiensetiung  (il 
besitzt. 

Zunächst  ist  leicht  zu  sehen,  dass  unsere  Behauptung  in 
den  Füllen  r  =  2  und  r  «a  3  richtig  ist. 

Jede  S-gliedrige  Gruppe  cnthHlt  ja  eine  eingliedrige  invari- 
ante Untergruppe,  hat  also  die  Zusammensetaung  (4). 

Jede  3-gliedrige  Gruppe  enthalt  sweigliedrige  Unter* 
gruppen;  ist  sie  insbesondere  keine  Kegelsehnitt^ruppe,  ao 
enthült  sie  naeh  Httlfssatz  2  eine  invariante  2-gliedrige  Unter- 
gruppe, welche  ihrerseits  eine  eingliedrige  invariante  Unter- 
gruppe enthtttt.  Damit  Istder  Beweis  für  den  Fall  r    3  geliefert. 

Um  nun  die  Riehligkeil  unserer  Behauptung  für  beliebiges 
r  naehzuw eisen,  brauchen  wir  blos  zu  zeigen,  dass  die  Be- 
haiipiuiig  auel»  tür  r  =:  9  -f.  4  ri<*hlig  ist,  sobald  sie  es  für  alle 
Zcihieu  r  ^  q  ist. 
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Wir  nehinrn  doinnju  h  als  bewiesen  an.  dass  jede  Gruppe 
mit  r  ^  q  Parametern,  welche  keine  Kegelschnittsf^ruppe  ent- 
halt, dir  besondere  Znsanimensetznnii  (1)  besitzt.  Aus  Hulfs- 
salz  1  <M  iiiebt  sich  dann  sofort:  jede  druppe,  welehe  eine  l^nter- 
jiruppc  mit  r  ^  7  Parauielern  aber  ohne  Kegelschnitlsiinijipe 
enthalt,  hat  zufAleich  eine  Untergruppe  mit  r  -h  1  Parametern, 
in  welcher  die  r-gliedrif;e  enthalten  ist.  Wenn  daher  insbe- 
sondere eine  Gq^^  ohne  Kegelschnittsgruppe  eine  A-gliedrige 
Untergruppe  eDihaU)  so  ist  diese  letztere  stets  iQ  einer  -i*  i)- 
gliedrigeo  Untergruppe  der  Gg^^  enthalten. 

Jede  Gruppe,  auch  jede  G^^^  ohne  Kegelsobnittsgruppe 
enthalt  xweigliedrige  Untergruppen.  Nach  der  soeben  ge- 
machten  Bemerkung  ist  jede  sweigliedrige  Unlergruppe  der 
^'^^4  in  einer  dreigliedrigen  enthalten,  jede  dreigliedrige  in 
einer  viergliedrigon  und  so  weiter.  Folglich  enthält  jede  G^^^ 
ohne  Kegelschnittsgruppe  eine  ^-gliedrige  Untergruppe  und  nach 
Httlfssatz  2  sogar  eine  invariante  9>gliedrige  Untergruppe. 
Diese  9-gliedrige  Untergruppe  hat  aber  unter  den  gemachten 
Yoraussetzuiiüon  die  Zusaiiunensetzinii:  IJ,  also  hat  auch  die 
Gg^,  diese  besondere  Zusammensetzung.  — 

Hiermit  ist  vollständig  bewiesen,  dass  die  di  ü[>pen  von  der 
Zusamriit-nsetzung  (1)  mit  denjeniizen  Gruppen  identisch  sind, 
welche  keine  KegelschnitlsL'i  ii|)pen  enthalten. 

Wir  können  dieses  Ergebniss  in  sehr  eiuiacher  Weise  fol- 
^endermassen  ausdrtleken  : 

Satz.  Jede  r-gliedrige  Gi-uppe  ohne  Kegelschnütsgruppe  etil- 
häU  eine  (r—  hyßiedrige  invariante  Untergruppe, 
Anaaerdeni  haben  wir  auch  noch  den 
Sats;  ßnlkäUeine  prqjective  Gruppe  des  /<„  keine  Keyel' 
ickniiisgruppe,  so  lässt  sie  jedenfalls  einen  Punkt  des  in^ 
wuriantf  femer  eine  duriA  den  Punkt  gehendje  Gerade^  eine  durch 
die  Gerade  gehende  Ebene  und  so  weiter. 

Als  ich  die  Entwickelungen  der  SS.  95 — 99  vor  einiger  Zeil 
Herrn  Professor  KtLiiifc  in  Braunsberg  mittheilte,  sehrieh  mir 
derselbe,  dass  er  einen  Theil  meiner  Besultate  auch  seinerseits 
gefunden  habe,  natürlich  auf  ganz  anderem  Wege,  doch  sei  es 
ihm  noch  nicht  lielungen,  die  ganze  von  mir  besprochene  Ciasso 
von  Gruppen  zu  umfassen. 

Uipzig,  am  S4.  Juli  1887. 
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J.  ThomM,  Bemerkung  iAer  Thetafunctionenvom  GeschUchtZ, 

Im  89.  Bande  des  CRBLUi'scben  Journals  hat  Herr  FMO^e^m» 
die  Fanclionaldeterminante  aus  drei  ungeraden  ThetafuDelionra 
Tom  Geschlecht  $  durch  ein  Prodnct  von  iQnf  geraden  Thela- 
fiinctionen  dargestellt,  wenn  die  Argumente  Null  sind.  Diese 
Formel  lässt  sich  benutten,  nm  ^(0,  0,  0]  durch  dieClassen- 
rooduln,  d.  h.  die  GoefAeienten  der  Grundgleichung  F(5,  z)  =  0, 
zu  welcher  die  Thetafunctionen  gehören,  darstellen.  Sind  näm- 
lich      i;)),  ^y{{v))  drei  ungerade  Thelafunctionen,  ist 

und  ist  der  partielle  DifferentiakiuotieDt  von  ^^((f))  nach  cv 
fttr  verschwindende  ArgumentOi  ist  die  Determinante  \x^ftv\=^Qi 
wo  Q  das  Product,  jener  fUnf  geraden  Thetafunetionen  Ist,  so 
kann  man  folgende  Scblussweise  anwenden.  —  Es  ist 

eine  algebraisflie  Function  von  3,  5,,  ,  die  mittelst  der 
Methoden  des  Herrn  Wssii  voUstHndig  darstellbar  ist,  und  abo 
ist  auch 


1  *  ^^(M) 

1  ^  ^f^m) 

cMiK^  <ili;t'lu'aisch»'  Function  U  von  3,  ,  r,, ,  z^.  Waiili  iiiaii 
diese  Grossen  so,  dass  {{v))  =  i  (0))  wird,  was  die  Hesiimmuiis; 
von  s^f  s^y  2,  durch  z  und  die  Klassenmoduln  mittelst  eioeral* 
gobraischen  (ileichung  erfordert,  so  ^ohi  dadurch  U  in  eioeo 
algebraischen  Ausdruck  V  Uber,  und  es  folgt 
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D«  Dun  Q  ein  Produet  von  fünf  geraden  Thetafunctionen  mit 
verschwindenden  Argoaenten  ist,  von  dem  jeder  einzelne  Factor 
in  der  Porm  W .  dargestellt  werden  kann,  wo  W  wiedemm 
eine  algebraische  Function  der  Klassenmodnln  isl,  so  fliesst 
bieraiis  fOr      eine  Gleidiang,  welche  bis  auf  eine  aus  dem 

Factor  ^ 


herattszuscbttlende  Functionaldeterminante 

A  .  von  FeriodicitiUsmüduin,  die  iinlon  iiüher  bescd rieben  wird, 
nur  alj^ebraische  Functionen  der  klassennKMlu In  inthäll,  weil 
:  von  sfibst  herausfallii  muss.  —  Die  Ausfahruim  dieser  Rech- 
iiuug,  die  übrigens  für  7\vpiblilttriKe  Flüchen  von  beliebigem 
Geschlechte  von  mir  im  72.  Bande  des  CHELLE  scheu  Journals 
geliefert  ist,  ist  doch  für  den  vorliegenden  Fall  wohl  nicht  ohne 
Complication.  Aus  diesem  Grunde  bin  ich  auf  eine  von  mir  im 
66.  Bande  des  CiuaLB'schen  Journals  gegebene  Formel  zurück- 
gekommen, welcbetwar  zarErmittelungdes  algebraischenTheiles 
in  ^  noch  eine  Quadratur  erfordert,  aber  doch,  besonders  nach- 
dem sie  durch  Herrn  FucbSj  GtSLu's  Journal  Band  73,  von  den 
Wunein  der  Gleichung 

([U{S,Z)  -  t/  (S,  ,  5,)  -  t/(5,,  3,)  -  U(5,,  5,)))  -  ((0)) 

befreit  worden  ist,  eine  recht  einfache  Gestalt  besitzt.  Ein  Mangel 
jedoch  haftet  ihr  gerade  in  dieser  neuen  Gestalt  an,  nttmlich  der, 
dass  sie,  wenn  die  Formel  sich  auf  das  Geschlecht  p  bezieht, 
p  willkorliche  Grossen  enthalt,  die  nothwendig  nur  scheinbar  in 
ihr  enthalten  sein  können.  Wie  sich  diese  Formel  von  jenen  will- 
kttrlichen  Grössen  befreien  lasse,  will  ich  hier  mittheilen,  wobei 
ich  mich,  um  an  ein  bestimmtes  Beispiel  anzukntLpfeu,  auf  den 
Fall  p  SS  3  beschränke. 

Da  voraustioisetzl  wird,  dass  die  Vei  zweij^unj^swerlhe  von  ein- 
ander uiicil  ihaiigig  seien,  so  inuss  man  die  übliche  Grundgleichung 

s)  =  0  ein  wenig  bes(  hnmken ,  indem  man  annimmt,  was 
'lurch  lineare  Transfcitnat imi  stets  erreicht  werden  kann,  und 
was  daher  der  Aligeuieintieit  keinen  Eintrag  thut,  dass  einer  der 
unendlich  fernen  Funkle  der  (hirve  auf  einer  der  Coordinalenaxen 
liege.  Die  Gleichung  wird  dann  in  Bezug  auf  diese  Coordinate 
vom  dritten  Grade  und  kann  in  der  Form  angenommen  werden 

F(«,  %)  SB  a^s*     a,«*  -h  a,«  -h     «  0  , 


Digitized  by  Google 


102 


J.  THUMAJi, 


in  welcher  sie  13  Conslanteii  enlhält,  von  denen  drei  iiiehl  zur 
HeslintiDiinL;  der  Verzw eigunsjswerthe  dienen  können,  weil  für 
s  eine  t;jinze  lineare  Function  von  s  und  ;  itesetzt  werden  darf, 
ohne  tlass  jene  ihre  Laiie  iindern.  Die  Ubris^en  aber  können  so 
gewählt  werden,  dassdie  den  Verzweiguugspunkten  ents})rechen- 
den  Werthe  von  z,  die  Verzweigungswerthe  ,  . . . 
jedwede  Werthe  annehmen.  Eine  solche  Gonsiantennbzahlung 
allein  bietet  freilich  kein  völlig  zuverlcissiges  Mittel,  um  die 
Existenz  einer  Function  in  der  dreiblättrigen  Flüche  T  mit  zehn 
l>eliebigeu  Yerzweigungspunkten  nachzuweisen,  die  in  den  drei 
unendlich  feraen  Punkten  und  noch  in  einem  Punkte  der  Fläche 
unendlich  gross  wird.  Man  Uberzeugt  sich  aber  von  der  Existenz 
auf  folgende  Weise.  Nach  Ribmakn  giebt  es  zunächst  eine  Function 
<r  in  T,  welche  in  nur  drei  Punkten  unendlich  gross  wird  und 
welche  mit  »  durch  eine  Gleichung  vom  dritten  Grade  In  <r  und 
dritten  Grade  in 

G(a,  z]  =  0  , 

verbunden  ist.  Diese  kann  zuerst  als  Fundamentalgleichung  an- 
gesehen werden.  Für  a  ist  dann  ausser  den  zehn  Verzweigungs- 
imnkten  A-  noch  ein  sieh  aulhebender  Verzweigungspunkt  = 
5  =  d  vorhanden.  Eine  »Function  qx*  hat  die  Form 

Aia  -  y)     B{z  -  d)  +  C(aj5  -  yd]  , 

und  wird  ausser  im  Punkte  yd  noch  in  vier  Punkten  von  TNull, 
von  denen  zwei  willkürlich  sind.  Die  Function 

$  =  1.4  a  —  y)  -f-  Ä  (s  —  ^)  +  C (er»  —  yd))  :  {a  —  y) 

wird  in  den  drei  unendlich  fernen  Punkten  von  T  und  in  dem 
Punkte  unendlich  i:ross  erster  Ordnung,  in  welelieni  rr  —  ^' neben 
dem  sicli  aufhebenden  Verzweigungspunkle  noch  versehwindel. 
Sie  isf  die  gehut'hte  iMinclion  welche  einer  Gleiehuiiij  von  der 
oben  gegebenen  Form  F \s,  z]  =  0  genügt,  und  sie  besitzt,  wie 
es  sein  muss,  drei  willkUrliehe  Constanten. 

Der  zu  einem  Verzweigungspunkte  r  =  /.  lieliüriLie  Werth 
von  s  sei  s-;  ,  wahrend  der  zu  z  =  L  ,  aber  nicht  zum  Ver- 
zweigungspunkte ii^'hnrendc  Werth  von  s  Sf^'  sein  soll.  Wird 
d;is  Argument  (s,  z  cifi  rF^unclion  nur  durch  A"  gej^chen,  so  soll 
■  dlfuifd  {sj. .  /.-^  ijerneinL  sein.  I)ie  zu  3  gehörendon  drei  Werlhe 
von  \  s('ici\  .  s\  s" .  Im  Ganzen  bedien*^  ich  tnirh  der  Uezeich- 
nuiigsweise  HifcMvNN  s.  denke  also  namentlirfi  die  zu  {s,  zi  ge- 
hörige Fbiche  /'durch  ein c^uoniscbes  Sohnilluetx  a^,.^ü 
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Oy ,  63  in  eine  einfach  zusammenhäDgende  T*  zerschnitten  und 
^t('t  ^)  —  t  ^3      Normalintegraie  erster  Gattung  Id  T'. 

Eine  »  Function  tp «  ist  hier  linear  in  s  und  und  drei  speeiell« 
unter  ihnen,  die  hier  besondafs  gebraucht  werden,  sind 

Anilere  spccielle  unter  ihuen  sind  liie  sogenannten  Abki.  sclu'n 
Functionen,  genauer  Quadrat  p  von  ÄBEL  Schen  Functionen  ab{s,s}y 
o6^(«,  »),  ... ,  deren  NullpuDkte  e^<*);  ...  doppelte 

sind,  und  denen  in  bekannter  Weise  eine  hestimmte  Cbarakte' 
ristik  XU  geordnet  ist.  Durch  h\,  F,,  F^^  werden  bez.  die  par- 
tiellen Differentialquotienten  dF  :  d«,  dF:  d2,  h^F :  bs*  abge- 
kürzt und  statt  der  drei  Argumente  (t^^ ,    ,  v,)  wird  ((i;))  ,  für 

'XO  ^(.)  +  ^(3)  ^««•'^  -''O).  F(,)  F(,)  F(,)  wird  /T F^^)  ge- 
schrieben, und  wenn  hinter  den  Thetafunetionen  das  Argument 
iehliy  so  ist  ((0  )  zu  ergänsen. 

Ist  &  die  ungerade  Gharahterlstik ,  welche  der  Funktion 
ab  (5,  z)  zukommt,  so  ist  . ,  -  ; 

eine  in  T  zweiwerthig6 Function  von  {s^  z)  mit  derselben  Charakte- 
ristik, und  Zjf  ist  in  T  einwerthig,  wird  in  den  Punkten    «(0,  a(*) 
anendlich  gross  sweiter  Ordnung  und  in  drei  Punkten    >  17« » 
unendlidi  klein  sweiter  Ordnilng,  und  bleibt  sonst  ttlierall  end- 
lich. Die  Punkte  rji^tjt,  17$  aber  befriedigen  die  Congruenz 

Diese  Function  Iftsst  sieb  in  der  Form  darstellen 


I)  toi.  IT  btlMri«,  und  dteGruMlglelchiiiig  FfS,  ?)  »   so  betobaffen, 

wie  €•  bei  Riimann  im  AllgemeiDen  stattfindet,  das»  s  und  x  nicht  gleich- 
zeitig unendlich  werden,  und  ist  Z;  eine  Function,  die  in  den  {wesentlichen) 
Nullpunkten  der  Function  ab(j,  5^  doppell,  im  Punkte  a,  C  ebenfalls  doppoU 
üiiondlich  oross  und  in  p  Punkten  doppelt  unendlich  klein  wird,  so  kann 
in  die  Form 

{s,  1)  :  {Iq      l^s  +  l„z      l^ss]  ab  {s,  z) 

gebrecht  werden,  in  der  die  i  so  einzurichten  sind,  dass  der  Nenner  im 
Funkte  c,  C  unendlich  klein  zweiler  Ordnung  wird.  Er  enthält  dann  noch 
•teen  wfintttrltehen  Nnllpoakt  $  m  x  ^  ^»  Der  ZHhIer  ^  vom  Grade 
«  —  I  in  s  vom  Grade  m  —  4  in  s  Ist  so  eiotarichten,  dass  er  in  den  sieh 
aufhebeoden  Verzweigungspunkten,  im  Punkte  y,  if  und  den  n  +  w  —  S 
übrigen  von  <r,  C  verschiedenen  Nullpunkton  der  Function  l^^'l^s  +  l^s-i-lj^ss 
verschwindet.  Er  ist  dann  eine  Function  von  p  -1-  4  Constanten,  die  sich 
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-  *)  ab(f,  «)  "       {»  -  Ä)  ab  (*, 


worin 


ist,  und  die  Constanten  (p^^^^  qpj^,,  f^^.,  so  einzurichten  sind,  dass 
Z}^  in  drei  Piuiklt  n  doppelt  verschwindet.  Diese  Fun{  lion  i.si  bei 
gegebener  <  harakteristik  bekanntlieh  eine  bis  auf  einen  coo- 
stanten  taclor  völlig  bestimmte.  Bildet  man  das  lolegral 


,  ,      .      ^   ybJs,  z]  dz 


80  ist  es  ein  Integral  zweiter  Gattung,  welches  nur  im  Punltte 
unendlich  groes  erster  Ordnung  wird*  Man  sieht  swar  nicht  ohne 
Weiteres  ein,  diss  in  der  Entwickelung  des  Integranden  nach 
Potenten  von  y  (it  —  ^) 

IT' verschwindet,  allein  dies  ist  doch  der  Fall,  weil  das  Integral 
einer  in  T  einwerthigen  Function  nicht  in  nur  einem  Punkte 
logarithmisch  unendlich  gross  werden  kann.  Der  Goefficieoi  K 
hat  den  Werth 


Die  Wurzeln  der  Gleichung  yZj^  =  0,  die  Punkte  »y  solkii  luer, 
da  eine  Verwechselung  nicht  zu  belürchlen  ist,  einlach  mit  5^,  3,; 
.V, ,  3^:  ^3 ,  bezeirhuet  werden.  Kilmen  verschiedene  A  in 
Betracht,  so  müsste  man  noch  eine  diesbezügliche  Marke  an- 
hängen, dies  ist  aber  augenblicklich  niclit  der  Fall.  Dagegen 
.sollen  rr, ,  \  tr^ ,  T^;  ...  beliebige  W  crftn  [  e  .v,  ssein.  Die 
von  mir  zur  BeslimmuDg  voq  ^  gegebene  Formel  schreibt  sieb 
dann 

2  ö  lou;  ö'        ,  <^Uu(^^, 


üo  uionciilcn  lassen,  da j»i>  die  uucli  ubrii^cii  NuU|>uiikic  dupp^llo  sind.  Wird 
noch  die  CbarsklariMik  gegeben,  so  ist  t/^c  and  alio  2c  bis  tttfaliiM  eae- 
Staaten  Factor  dareh  die  vorauegegangieiieD  Daten  völlig  beetioamt^  and 
HiHis  deshalb  die  Geaatante    d  »ur  scheinbar  cnthattea.   Füllt  o,  C  auf 

eiii«n  Verzweigungspunkt  k,  so  gehl  ^  ^  +  ^^^sz  \u    z  —  *) 

(i^  4-  /, über,  und  der  Factor  -h  iiiu>s  auuh  ini  Zähler  bt^iien, so 
duss  er  8icJi,  uud  daiulL  4lle  »cbainbare  Constontu,  fortlieht. 
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worin  die  ,  ,  3^  vor  der  Differenlialion  von  /r  unabhäiii^ig 
sind,  und  erst  nach  Ausruhrung  derselben  die  Wurzelwerthe 
ler  (jleichuDg  \  Zi.  =  0  annelitoen  ,  was  durch  den  Strich  am 
Üitlerentialzeichcn  ausgedrückt  werden  iiiii^  Für  /f^  würde 
eine  andere  iianz  ähnliche  Function  einzutreten  haben,  wenn  für 
&  eine  andere  ThetafunctioD  mit  gerader  Charakteristik  gesetzt 
wurde.     NuD  werdei 

^Pg  -  Pii^Q.  ^g)  -  ffi  («»  ^)  Tfi{^py       •  I  /f«^»  0 

j5esetzi,  wo  /*^(a^,  den  Coefficienten  voo  /^(o^,  Z^]  in  der 
Deleriuinante 

•   IMS)  I 

hedealei.  Dann  bat 

die  Kif^enschaft,  für  (s,  a)  =  [oq,  Zo)  Werth  Eins,  für 
(s,  z)  =  (a^,',  C^«)  den  Werth  Null  anzunehmen.  Die  Periodici^ 
tälsmoduln  der  Function  Wg(s,  z)  an  der  Schnitten  a^,  o^,  a, 
seieD  bes.        A^',  i4^,',  die  derFunc^oii 

aber  seien  bez.  ,  A^^^  A^^  sodass  die  Beziehungen  statte 
habeo 

|yi'|  =  M|iif,(ff^t^):|/;(o,C|, 


d3. 


:M'| 


j  dVr„(s,,  z,] 


!/•(«,  Jih  Ml  Ji>;(a^,:^), 


durch  welche  die  Formel  (4 .]  in  die  Gleichung  Ubergeht 
(2.)  .  Aiog;<^:y 


log 


hz^, 


Aus  dieser  Fonnel  kann  nian  die  Wurzeln  der  (ileichufitr  |  =  0, 
die  Grossen  s^^z^  \ ...  gänzlich  entfernen,  indem  man  die  Gleichung 
ansetzt 
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Diese  nuch  z  diflereiuiert  liefurl  durch  Kotwlckelung  nach  Po- 
lenzen Ton  Y'z  -  Ä),  *  -  J„  Ä  ^      und  5  -      für  und 
(jt  Werlhe 

Cp  ^  ^p^{k)  :       (k)  «    q>g(k)  :  21«^  -  , 

,  _  —  ^P()i^^  ^^^^ 

Wird  BUB  fUr  «,  *  eiB  WiirwlweriheiMar  der GleicliuBg  *=  ^» 
oder         ^  gebeut,  so  ergiebi  sieh 

* 

und  wenn  maB  dies  in  die  Formel  («.)  einsetet,  so  gewinnl  jene 

die  Gestalt  , 

Diese  muss  von     ,  l', :  (/,  ,     ;  a„     unflWiUngig  sein.  Dadurch 
dasii  Nvir  für        z)  die  oben  gegebeneForm    -  «it  +  (» 
(s  5)  setzen,  fallen  aus  einem  grösseren  Ausdrucke  dann  diese 
drei  Werlbpaare  ganz  allgemeiB  von  selbst  fort  Es  ist  Bllmlieh 

«»odureh  <H«  Pomie»  (3.)  die  neue  GesuJi  gewiDot 
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u 1 A^, ;)  I  *  2-^  ;fs-i<^  [^u-  Vi  •  I Z';^, :)  * 

Hierin  müssen  rechts  die  Werlhepaare  a^.'C^:  J,,  iT^ :  ,  ."^  ininier 
wit'der  nur  scheinbar  enthalten  sein.  Woilie  man  dies  dii  cff 
naciiweisen.  so  würde  man  Relationen  zwischen  defi  Coefticienten 
der  Grundgleiehuug  und  ihr* n  DilierentiaUjiintienieii  nach  /. 
heranziehen  niilssen,  wozu  die  Discrinnnanlc  derselben  helfen 
könnte.  Man  kann  al)er  auch  iiiiiiz('k<'tii  l  .ms  dtT  a  priori  ge- 
wissen Unabhängigkeit  solche  lii'l.üiuiien  lierleiten.  und  es  wird 
wenigstens  eine  derselben  hier  folgen.  Wir  können  nämlich 
wegen  dieser  Unabhängigkeit  o^,t^  \  T ,  ;  (T,,  auf  drei  über- 
einander Hoiicndc  Punktevon  rauf(T,r;  a,  T;  f  rücken  lassen. 
Ftllirt  m.tii  dies  jedoch  auf  einmal  aus,  so  wird|/\ör,  r;|=0,  und 
wir  enthalten  eine  unbestimmte  Förni,  weshalb  wir  zuerst  uui- 

setzen,  woduroh 

I A".  ö  I  -  ».(5.  -  Q  +  ».(C.  -  t.)  +  ».(C,  -  Ci 

Ubergehl.  Aber  aus 

"'S  "TTCTT ' 

Wird 

fr-C  a,(;-.AJ(g"~a>.^.(,r-:)(c7'--c7')-^fc-)(</'-a) 


Digitized  by  Google 


lOS  0.  Tbom, 

Ferner  wird 

ö*^^  IMÖl  öA  6* 

Lasst  man  nun,  wo  dies  ohue  Weiteres  möglich  isl  a^f 
iikxi  a,  ^'  ruilen,  so  eriiali  ^4./  die  Gestalt 

8ölog(,»:y|.4()  r/^^W 


(5.) 


ÖA  [Sk  -  .V^';   i;  -  kj 


2  (?  -  Ä-)  ^   iS^  -  (L-Ä) 

Noch  enthalt  die  rechte  Seile  eioe  willkürliche  Gritese,  von  der 
sie  unabhüDgig  sein  muss.  BiMeo  wir  die  Gleichung  (5.)  drei- 
mal, indem  wir  der  Reihe  nach  ftlr  ^  setzen  a,  l,  a/  ty  ii\  ^, 
addiren  und  dividiren  mit  3,  so  gewinnen  wir  die  Gleiehung 

i  ^lo^ft«  ig)  F^(ff,  L]  t\  [o\  L)  F,  [o\  Tj  _  ^  ^^^^^^ 


1 


1  a  -h  ü  -f-  a"  —  3  Ä'^. 


6      (^^  -  ,^')        -  ^) 

4  Moga,(g)      4  a,(A)ojr)~o,aa,W 
3       6A      -^6  a,\k^^a,^[su-SkVX-^  ' 
Setzen  wir  hierin  l  nomllicli  lür     so  erhalten  wir  die  erstreble, 
von  den  uHllkürhchoi  (inissen  Jj,  Jj,     /'re/'e  Formel 

*  **  8(»»-»*')  «(*»-«*')• 

deren  rechte  Seite  dadurch  gleich  Null  gemacht  werden  kann, 
dass  0,  gleich  Null  angenommen  wird,  fvas  durch  Einführung 
einer  neuen  Variablen 

ftlr  9  Immer  erreicht  werden  kann. 
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Eine  gewisse  Willkür  liegt  allerdings  noch  iu  der  Wahl 
der  Functionen  Z',,  f^.  Führt  man  statt  der  hier  gebrauchten 
andrr  c  ein,  so  hat  dies  nur  auf  den  Theil  unserer  Formel  Ein- 
Üuss,  der  ein  vollstündi^<  r  Dift'erentialquotient  ist,  welche  Eigen- 
schaft er  Ix  ii  i!t.  so  dass  mo^  äoiehe TransforniaUon  als.uDweseot- 
lieb  anzuseilen  ist. 

Um  ,il)t  r  iu  der  erwähnten  Relation  zwischen  Cocllicienten 
der  GnnujLilfichung  und  dem  Di(Terenliül(iuotienlen  eines  der 
Coeffi«  ienteu  nach  k  zu  gelangen,  bilden  wir  die  DilTerenz  der 
Cvieichunc  f5^.)  und  (6.),  wodui^ch  wir  die  Identität  erhalten 

4  d  log  g,  [t]  (k)  a,  (g)  -  a,  [k]    (g)  g,  ' 

und  wenn  wir  dies  milda^^Q  nmltipliciren,  so  erhalten  wir 
die  Gleichung 

0  s  ^^'^  +  5ii^Kj£l)_--/'*  (AI  H-  (x^a,(k]  (£  -  A)o,  (;) 

_  0         Qi  (A')  —     Ot  ^  ib^)     (A)         g,  (A)  (A) 

-  hk  '«(»k-**')*»!  (Ä)  ; 

welche  die  gesuchte  Relation  ist.  Man  gelangt  zu  derselben 
aüeb  (kdorefa/ dalss  man  In  (5.)  g  ^  7«  iuacht,  und  das  gleich 
Nuü  setet,  was  beiderseits  mit  4  :  ^  —  Ji«»  multiplicirt  ist. 

Will  man  ,  si^'  enifemen,  dureh  h  und  die  Gcefißcieoten 
der  Grundgleichun^  aasdrttcken;  so  eUniinirt  mm  s*  aus  dei^ 
beiden  Gleichungen 

ti^s*  -h  2  ff  ,  .V  H-       =  0  ,  3  u^ii^      i  ci,s  -h  a,  =  0  , 

und  erhalt  fttr  alle  Doppelwurxeli^  der  Grundgleichung : 

und  mithin 

a^;l,'.  a^  '/,)  —  9q^  {k)      Ik)'    '  * 
^"*ert,  iA)o3{/»)-2g,  A  aji/t)  '       *     •    '  ■ 

*         T     iA)  T    e«,  (A-)  a,(A)  -  2tt,{A)a^(A)  ' 

Man  litfnnte  die  Gieichung  (6.)  aus  (5.)  auch  dadurch  herleilen,' 
dass  man  die  rechte  Seii^  von  £5^  nach  Potenaeen  von  —  k) 
entwickelte.  Dies  Verfahren  ist  jedoch  c^mplicirter  als  das  ange- 
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wandte.  Da  es  aber  zur  Conirole  der  ReebDung  dienen  kann, 
so  wollen  wir  wenigstens  die  Entwickelung  so  weit  vornehmen, 
dass  man  erkennt,  die  rechte  Seite  von  (5.)  bleibe  für  f  =  A 
endlich,  d.  Ii.  wir  wollen  in  der  Entwickelung  die  den  Grössen 
I  :  (f  —  ,  I  :  V(J  —  A)  proponionalen  Glieder  suchen. 
Es  ist 

i  h  log     ;,i ,(/  —  a  ]  {a  —  o")  i  [o-  H 

oder  da 

a;  (S,  {a  -  ff')  ,ff-ff"]  y  -  ff',  =  -  A.)  -  Ä,! ...  ;w  -  J  , 
ist,  gleich 

i)log»t  (?)(q"-</'   ^      I  o-Sf,) 

£s  kommt  also  der  Term  1  :  k)  in  der  Entwickelung  nicht 

vor.  Der  letzte  Ausdruck  kann  aber  wiederum  geschrieben 
werden 

(c)         F\  ü'\  L  t\  [o\  Vj  |(ff~g^) 

Nun  bringen  wir  den  l'unkl  ff,  f  so  in  die  Nahe  dos  Vcrzweigungs- 
punktosÄ",  dass  aucli  (/',  T  si(  Ii  eben  demselben  nähert.  Lassen 
wir  ihn  schliessiicb  in  A  hineinfallen,  so  geben  die  I)ciden  un- 
deren  Glieder  des  obigen  Ausdruckes  den  endiicheu  Werth 

die  beiden  letzten  aber  werden  jedes  für  sich  proportional 
^•Vii^^)  unendlieh  gross.  t\  {a\ ^)  ist  aber  bis  auf  Glieder 
fattberer  Ordnuog  gleich  —  V(C— ä)  •  V^tF^ik)  .  {kj  und 
also  ist  das  erste  Glied  der  Entwickelung  von 

-F,(o',ö  :f;(ff',;Kff''-o') 


I 
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und  o—Sf^  ist  bis  auf  Glieder  höherer  Orduung  gleich 

und  also  isl  das  crslu  Glied  die  Enlwickelung  von 
4  f«'-**):  K-Ar) 

Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  in  der  Kniwtekclung  der  rechten 
Seite  von  (5.^  narh  Potenzen  \un  YiC—k]  das  Glied  f  :  V'tff-"^) 
ebenfalls  fehlt,  und  der  Ausdruck  für  ^»A* endlich  bleibt,  was 
wir  erweisen  wuiUeu. 
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Eine  einfach  unendliche  lineare  Mannigr<iltigketl  von  binttren 
Formen  +  /ii//  der  «^ten  Ordnung  häogi  von Si^-* 8  wesentr 
liehen  Gonstanten  ab  und  diese  Zahl  ist  xugleich  die  Ordndng 
ihrer  Jacobi'schen  Covariante /'s  [tp^  ip)^.  Geben  wir  daher  von 
der  letsteren  Form  als  gegeben  aus,  so  entsteht  die  Frage  nach 
der  Zahl  und  Art  der  formenbiisfM  mit  gleicher  Pmctionaldeter- 
nmanteff  oder,  was  auf  dasselbe  hinauslauft,  es  handelt  sich  um 
die  Ermittelung  der  InvohUionen  'rter  Ordnung^  deren  2y  —  t 
Doppelelemente  gegeben  iind.  Das  gekennzeichnete  Problem  hat 
in  neuerer  Zeit  vielfaches  Interesse  erweckt,  aber  nur  in  den 
einfachsten  Fällen  y  s  3  und  y  s  4  durch  G.  Stbphanos^)  und 
A.  BaiLL^)  erfolgreiche  Behandlung  gefunden. 

Grundlegend  fttr  unser  Problem  ist  vor  Allem  der  von 
A.  Brill*)  streng  erbrachte  Beweis  für  die  allgemeine  Natur 
der  Form  f.  Diese  Tbatsache  Itfsst  nSmlich  unmittelbar  erken- 
nen, dass  zu  jeder  Form  /'nothwendig  eine  end  Ii  che  Anzahl  N 
von  Boscheln  %q>  +  fuft  zugehören  muss.  Ein  weiterer  Fort- 
schritt ist  die  Berech n  ung  dieser  Anzahl  durch  F.  Mim^), 
11.  ScBDBssT^)  und  C.  Stbpbanos^.  welche  dieselbe  in  Ueber- 


*  '  Sur  les  taisi  oaiix  di-  lormes  binaires  ayant  une  möme  Jacobieone. 
Mömoii  t's  präsentes  u  l  acadcmie      Sciences  de  l'institut  de  France.  Bd.  27. 

ij  leber  binürc  Forineü  und  die  Gleichung  6ten  Gradet»,  Mathemati- 
sche Annalen.  Bd.  SO. 

S)  1.  e.  S.  ist. 

-4}  Apolarittt  und  raltoiiBle  Curveo.  Tfibingen  18SI,  S.  191. 

5    Mitlhcilun<'cn  der  maUionuif  ischen  Gesellschaft  in  Hambarg.  1884. 
f-]  Sur  la  iheorie  des  fi>rnies  binaires  ei sor  l'^limlaalloo,  Annales  de 
r^cule  uurmale.  i»er.  III  Bd.  I.  S.  351. 


Digitized  by  Google 


Uim  DIB  BÜSOHBL  VON  MlfJEKBll  FORMBKr  BTC. 


eiosliiiiiiiuüg  mileiududer  gleich   i)\  pi  fol^en- 

ffen  tcird  nun  das  so  begründete  and  onsahHheoreHsch  in  Angriff 
f^etiommene  Pi'oblem  algebraisch  verfolgt  und  in  einer  für  jede 
Ordnung  v  gidligm  Weise  zur  Ln.umg  gehrdchl. 

Bereits  C.  Stepha^us  'J  hat  die  beiden  foigenden  Salze 
üu^eslelll : 

Damit  zwei  Formen  (p  und  xfi  von  der  Ordnung  v  be- 
ziehungsweise zu  zwei  Büscheln  niit  der  nilnilichen  Functiuiial- 
determinante  gehören,  ist  es  nolhwendig  und  hiureiehend,  dass 
eine  [gewisse  Simuitaninvariaule  Jp  vom  Grade  »'  —  2  in  den 
(loefficieoten  jeder  der  beiden  Formen  verschwinde.  Gleich- 
zeitig tritt  derUinstand  ein,  dass  dasBUscbel  xr/)  +  fiip  selber 
ia  der  Reibe  der  Bttschel  mit  der  nttmliohen  FtincUoDaldeler- 
minaDte  doppelt  zähll. 

Enthalt  ein  Bttschel  die  Form  der  f^ten  Ordnung,  während 
gleichseitig  in  derPunetionaldeterminante  desselben  eine  andere 
Form  X  von  der  j^ten  Ordnung  als  Factor  auftritt,  so  verschwin* 
dei  eine  gewisse  Simultaninvarianle  vom  Grade  —  i  in 
den  Goefficienlen  jeder  der  beiden  Formen  ^  und  x-  Um^j^e- 
kehrt  ist  ilie  letztere  Bedingung  auch  hinreichend  für  das  Vor- 
bandcusein  eines  solchen  Büschels. 

Ferner  ergeben  sich  auf  Grund  eines  demnächst  in  den 
Mathematischen  Annalen  zur  VeröffcnÜichuQg  gelangenden 
Theorems  die  w  eiteren  Thatsachen : 

I)iis  Yersehwimien  der  Simultaninvarianle  J,,  für  zwei  For- 
men ff>  und  ip  der  rlen  Ordnung  ist  zugleich  die  nollivvendige 
und  hinreichende  Bedingung  datUr,  dass  denselben  eine  Form  S" 
der      ^  %ien  Ordnung  mit  den  invarianten -Beziehungen : 

zu^ehuri.  Die  invarinnte  ist  folglich  eine  Gombinunte  der 
beiden  Formen  rp  und  ip. 

Das  Verschwinden  der  Simultaninvarianle  A,   lUr  zwei 
Formen  (p  und  x       A'tenÜrdnung  ist  zugleich  die  nothwendii;o 
uml  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  denselben  ein©  Form 
von  der  i^v  —  2 ton  Ordnung  mit  den  invarianten  Beziehungen: 

^)v^i  =»  0  ,     (x,        «  0  ,r>  MIC. 

i)  Snr  l«8  foisceaux etc. S.  SSuodSO.  '  " 

]btfc..pkjri.  CUM«  1M»7.  9 
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Nehmen  wir  für  den  Aiigeoblick  ao,  dass  die  beiden  Formen 
r/  und  iij  mit  verschwindender  Combinante  J^,  ein(  ii  gemein- 
samen Unearfaetor  i  euihieUen,  so  lassl  sich  zeigen,  dass  dann 
nolhweiidigerweiso  entweder  die  Couibmante         der  beiden 

Formen  ^  und  -  verachwindel  oder  die  Jacobf  sehe  Govariante 

r  T 

der  beiden  letzteren  Formen  den  Linearfaetor  t  enthalt.  Dieses 
Eri^t  iiiiiijä  lasst  erkennen,  dass  die  Lumbinanle  Jy  der  beiden 
Formen : 

die  Eigenscbafi  besitsl,  nach  Einsetzung  der  Werthe : 

B  0  ,  a|  s  a,'  ,       B  Sa,'  ,  •  •  •      =  •''•f'r-i  ? 

ttberzugehen  in  die  Coinbinante  J^.^  der  beiden  Formen  v—i  ler 
Ordnung : 

^'  «  A'a?,"-  +     7  ^)  +  . . .  +  /r,.,  X/-  , 

multiplicirt  mit  der  Ouelie  a^'  ß^'  —  a^'  ihrer  Jaeobi  sehen 
Covarianto  Bezeichnet  daher  [•/,.  ,!  d«Mt j»Mii<jen  Ausdruck, 
weli  ht  r  ,iiis  ./,,_^  ((^/  i  dureh  iuntiihriini;  (ier  ungeslriclienen 
(iuüllicienteu  entstehi,  so  erhallen  wir  die  charakterUUsche 
Ikcursümsformel : 

worin  ^  und  B  so  zu  beslimmen  sind,  dass  der  ganze  Ausdruck 
reeliter  Hand  eine  Simultaninvariante  der  beiden  Formen  ip  und  yt 
wird,  d.  h.  der  bekannten  Differentialgleichung  einer  solohen 
genügt.  Die  Grössen  B  sind  nur  auf  eine  einzige  Weise  an- 
gebbar. Denn  erfttllten  etwa  B  ebenfalls  jene  Bedingungen, 
so  besessen  wir  in  dem  Ausdrucke: 

«,  L  J  -  A']  +  ß,  [B  -  JT) 

eine  Siniiillaninvarianii'  \oni  (trade  v — t  in  den  CoofHcienleii 
jeder  der  beiden  Formen  tp  und  e//,  weiche  Lil<Meh/.eitTS  mit  der 
Kesullanle  dieser  beiden  Forujeu  verschwinden  luUsslc;  eine 
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solche  Invariante  ist  aber  aiigenscheinlieh  unmOglieh.  Dieange- 
gebene  Metkode  gestatte  eme  suceesswe  Berechnung  der  Cbm&H 
nmnten    ;  so  finden  wir  beispielsweise : 

wo  Q  die  drille  Uelx  i  sriiiflmiip  (r/?,  t/^)j  bezeichnet. 

Annloee  Üeberieguni4en  führen  zur  Darstelliinii  der  Siniul- 
tdoinv^riaDlen  if^.  Nehmen  wir  nämlich  an,  dass  die  beiden 
Formen  g>  und : 

X  =  +  (^)    oc^'-'x^  -h  . .  .  H- 

mit  verschwindender  Invariante  ATy  einen  gemeinsamen  Linear^ 
factor  T  enthielten,  so  lässt  sich  seigen,  dass  dann  nothwen- 
digerweise  entweder  die  Simnltaninvariante  h]._^  der  beiden 

Foroaen  ~  und  -  verschwindet  oder  %  in  einer  der  beiden  For* 

T  T 

men  fp  oder  x  '^^^  Doppelfnelor  enthalten  ist.  Bei  entsprechen- 
der Substitution  und  Bezeichnuncsweise  wie  vorhin  wiid  tolg- 
lich  K\  in  das  Product  der  Ausdi  üeke  Ky_^  {fp\  -/)  ^^^^^  ^^u'  7ö' 
übergehen.  Auch  zeij^t  sich  iu  gleicher  Weise,  dass  Ute  ml- 
springende  Recursions formet : 

bei  suceessiver  Anwendung  %ur  eindeutigen  Bestimmung  der  Simul' 
t(mirwcariahten  ausreicht.  Dieselbe  erscheint,  wie  man  sieht, 
in  Bezug  auf  die  Goefficienten  der  Form  q>  einerseits  und  der 
Form  X  andererseits  symmetrisch  gebaut,  wodurch  der  interes- 
sante ReciproeittttssatE  von  G.  Stbphanos  ^)  Bestätigung  findet. 
Unsere  Methode  liefert  beispielsweise : 

A,ä)  =  M^^^  z)3?-'J(^/')*, 

*4    =  3  (r/),  r/)),  (x,  x\  {9,  X]t  —  « {(Pi  X)*  \ 

worin  h  und  k  die  Hesse^sdien  Govarianten  {q^,  q))^  l)eziebung8- 
weise  (xt  x)t  beiden  cubischcn  Formen  und  iV^,  ^V,,  \  die- 
jenigenSimuUaninvarianten  der  beiden  Formen  vierter  Ordnung, 

r  Diese  Werthe  sind  bereits  von  C.  St^puikos  auf  aoüerem  Wege 

berechnet  worden  :  I.  c.  pag.  oO. 
i]  1.  c.  pag.  39. 

3)  Auch  diesen  Werth  hat  C.  Stcpuano;)  miilelat  directer  Rechnung 
gefunden :  i.    pag.  43. 

8* 
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welche  in  der  Tubeile  von  Vaa  m  Bruon^)  beziehimgsweiso  luii 
den  Nummern  5.  7,  8  auf«it>rührt  sind. 

D'w  behimdelleii  Simultaiiinviiiiiinlen  J,.  und  A',,  weisen 
eiizenthilinlirhe  RpziehuiKjen  zu  der  Discriminnnle  einof  binaren 
Form  aiil.  liilden  wir  niiinlieh  die  Combinante  J^,  lui'  l  ifi  sidflies 
Büschel  von  der  picw  Ordiuinj^.  (les^en  Formen  sainunlieli  dureli 
eine  beslinimle  Form  tier  v — 1  len  Oiiliiunij  Ibeilbar  sind,  so 
resulliil  die  Discnninianle  der  letzteren  Form.  Die  Invariante 
A',,  geht  unmillelb.ii  nach  Idenlihciruu^  der  beidea  Foruieu  x 
in  die  Uiscriminante  über. 

lüinen  neuen  Kinblick  in  den  Znsammeniiang  zwischen  zwei 
verschiedenen  Lösungen  imseres  IM  oblenis  gewahrt  es,  w  cnn  wir 
von  zwei  BUscheln  x  (f  -f-  /.  (/'  und  u  i/'  fi «//  nnl  gleicher  Jacobi- 
schen Covarianle  zu  den  beiden  conju^irlen  ^v— 2)-fach  unend- 
lichen aus  den  Formen  (f^ ,  f^, ,  •••  ^p,^^  und  (/»^ ,  ip^,  ♦  •  •  ip,.  , 
zusammengesetzten  linearen  MannigfaitigkeiteD  Ubergehen, 
welche  bekanntlich  die  nämliche  Functionalinvarianie: 


;</  .    ,  = 

4a/-« 

da/-» 

.  . 

• 

da.-/-' 

ix/-' 

besitzen.  Die  noibwendige  und  einzige  Beziehung  zwischen 
7Avei  solchen  Fornenmannigfaliigkeitea  wird  dureh  den  folgen- 
den Satz  tn  grelles  Licht  gerückt: 

Den  beiden  aus  den  Formen  ip^^  •  •  •  ^^.^  und  tff^,  \p^^ 
•  •  '  ipv-i  susammengesetsten  linearen  MannigfaUigkeilen  mit  glei- 
cher functiomlinvananle  Vit  eine{v^i}-fach  unendliche  lineare 
Für menmanmgfaltigkeit  gemeinsam,  ivelche  die  Eigenschaft  besitzt, 

6  Formen  mit  {v — %-fachem  Linearfactor  zu  enthalten.  Die 
Functionalinvariante  der  letzteren  Formenmannigfaltigkeit  ist  ntit- 
hin  das  volUiändige  Quadrat  einer  Form  von  der  6)toft 
Ordnung, 


\  HinItMtuiiL'  in  «ti<>  Theorie  der  binären  Formen«  deutsch  bcartMsitei 
von  Tb.  Walter,  pag.  86^—363. 
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Die  genannte  Eigensnl^nft  reprüseiitirt  2r  — Keiliniiunt'on, 
welche  in  der  Thal  ger.ui(»  iiondgon,  um  ans  cinor  vorgelebten 
V — Sj-fach  unendlichen  linearen  Formenmannigfaltigkcit  eine 
<^ndl  i  che  Zahl  TOD  (i^—il-fach  unendlichen  Formenmannigfaltig- 
keilen  austusebneideo.  Diese  endliche  Zahl  ist  offenbar  gleich 
.V*-l »  Dem  einfachsten  Falle  v  ^  K  entspricht  der  bekaanie^ 
von  C.  Stephanos  und  A.  Briil  entdeckte  Satt. 

Die  Combinante  ist  für  die  Porten twiekelong  des  in 
Rede  stehenden  Problems  w>n  fundamentaler  Bedeutung  und  be- 
darf daher  einer  eingehenderen  Beachtung.  Wir  setxen  sie  in 
der  Gestalt  an: 

J  {ff,  rp)  - 

wo  die  Summe  Uber  alle  Potenzexponenten     »  1 1  j  *  *  *  V 
der  Bedingung : 

1*0  +  ti      •  •  •  +  tV  ^    —  * 
anainrtthren  ist  und  O,,,-,  •       (^)  die  bezUglichen  Glieder 
vom  Grade  r  —  2  und  vom  Gewichte  v  /„  -h  (i'  —  4 )     -h  •  *  • 

f,._i  in  den  Coefficienlen  der  Form  (/'  uinfasst.  Nach  Ein- 
führung der  abkürzenden  üin'erentialioussymbole: 

^  h<p         Ott,        'da,  d«y 


folgen  aus  der  Gombinnnteneigenschaft  unserer  Simultan  in  vari- 
nnte: 

die  weiteren  Formeln : 

Ks  niötien  nnn  y/'^/:^'>-h/<(' V^' x^*V^*) /<(*)|//<2) •  ...  die  (ie- 
^inoitheit  derjenigen  FuruieubUschel  vier  Ordnung  darstellen, 
welche  eine  vorgelegte  Form  f  der  2«^~2lenOrdnung  zur  Jacobi- 
sehen  Covariante  besitzen.  Setzen  wir  dann  zur  Abkarsung: 
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SO  ist  offenbar  die  Sumoie: 

eine  raiionale  Fonclion  der  Goefficienten  von  f  uod  daher  eiiieoi 
Brucbe  gleich,  dessen  Zähler  eine  gaaie  Simultantn Variante  der 
Form  f  und  der  beiden  Formen : 

(Jessen  Nenner  eine  panzn  Invnriantc  lii  r  Form  /"alleiTi  darstelii. 
Die  letztere  Invnriante  i>i  iIm  r  nothv\en(Uiier\\t'iso  eine  con- 
slante  Znhl:  denn  iin  anderen  Kalle  mtissle  \\enii:slens  ein^*<; 
der  Büsdiel  -h/ii/^  für  £  s=  0  unendlich  grosse  Coefticienlen 
erhalten.  Greifen  wir  ein  solches  Büschei  heraus  und  denken 
uns  die  Coefficienien  desselben  nichts  wie  ursprünglich,  aU 
algebraische  Functionen  der  Goefficienten  Q^,,  n^.  n^^^der 
gegebenen  Form  sondern  als  algebraische  Functionen  von 
a„  •  •  •  o,,..,  und  6,  so  ist  die  Annahme  berechtigt,  dass  die 
Form  9?  beim  Üreniflbergange  e  «s  0  in  die  endliche  und  nicfal 
verschwindende  Form  g>'  übergehe,  während  die  Form  ^  erst 
nach  Multiplication  mit  (/)>0}  für  €  «  0  einen  endliehen 
und  von  Null  verschiedenen  Werth  if^  ergiebt.  Da  ürotidein 
die  Functionaldeterminante  beider  Formen  einen  für  e  s  6  end* 
lieh  bleibenden  Werth  besitzen  soll,  so  fols^l  zunächst,  dassif 
mit  (p'  bis  auf  einen  endlichen  eonslanten  Factor  c  übereinstim- 
men muss.  Subslituiren  wir  d.iiier  lui  iff  die  Form  ip — ci~^(f, 
so  wird  nunmehr  beim  (^irenzül)eruanL;e  (las  Hilschel  von  einem 
niederen  Grade  unencilich  als  vorhin.  Die  Forlselzuni;  dieses 
Vpff.-ihrcns  führt  auf  einen  Widerspruch,  welcher  nur  dunft 
die  Annahme  e  =  const.  beseitigt  werden  kann.  Dann  sleill 
jene  Summe  eine  ganze  Simultaninvariante  vom  Grade  r  —  ^ 
in  den  Coefficienien  einer  jeden  der  drei  Formen  Z',  dar. 
Setzen  wir  in  dieser  Invariante  allgemein  an  Stelle  des  Prodoctes 
!,._,•«  •  •  •  lo'i  das  Aggregat  ß,,,,  •  •  •  ,>  (u)  und  an  Slellf 


I 
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des  Producles  rj^\  T],.^^^*  •  r^,*r  das  Aes^regal  (^^-^  •  •  •  (^)  i 
so  entsteht  eine  neue  SiiniilUininvariimle  S{f,n,i'),  welche 
phenf.ills  Noin  drade  —  S  in  den  Cdpffir-iontm  <ler  Forin/*, 
>o\vic  ii)  den  Coefticienien  der  beiden  weiteren  i'onuen : 


t?  =  i;,  .r/      ^^j  i\  (r/-*:r,  +  1-  v^ir/ 

ausfiiUt.  Die  Benutzung  der  im  Bisherigen  entwickelten  Eigea- 
Schäften  der  Cumhinaule  J  führt  schliesslich  zu  der  lielalian: 

welche  nach  Einsetzung  des  Werthes  f  =  ((f>,  (/'},  identisch  für 
alle  fp,  i/;,  v  erfülll  ist  und  infoUjc  dieses  Umstamles  für  jeden 
f}esvn(if*rcn  W  erth  kui  p  das  Mittel  zur  rr irklichen  AnßteUuntj 
der  Su/iui/  i/ii'nranfinle  S[f,  fi.  v)  bietet.  Vor  Allem  aber  l>eruhl 
die  BedouUiiit;  der  gefundeuen  hltnilitiil  (hn-in.  dass  vermüiie 
<!«  !  selben  der  Form  (f>  des  BUscfu'ls  v.tf  -+-  ful'  die  Kigenschaft  zu- 
IvouHiit,  nach  Anwendung  des  invarmnlen  t^rocesses  S  ein  Hesul- 
tat  zu  ergeben,  tuelcheSj  abgesehen  von  der  FropartkwUüüUcon- 
tUmte: 

von  den  anderen  Formen  tlf  des  Büschels  unabhängig  ist.  Zerfiii- 
len  wir  daher  die  gewonnene  identiUit : 

durch  Vergleichung  der  Coefficieoten  aller  Polenzen  und  Pro- 

ducte  von  i'.  t'  ,  ...  r,,  in  die   einzelnen  Gleich- 

*  '  —  8)1 

Hilgen  und  betrachten  in  diesen  die  Gritsse  X  und  die  weiteren 

homogen  und  linear  auftretenden   a,-.  •■ ',  Grössen : 

«o**  «4**  •  •  •  ö»'"      (»o  -»-»«-•-•  ••  +     =  V  —  2) 
als  ünbeiannle,  so  resuUirt  nach  Elimination  der  letsteren  eine 

einzige  Gleichung  in  Gestalt  einer  versehwindenden 

ireibigen  Determinante  ^  (A),  welche  nur  noch  die  eine  Unbe- 
kannte l  «nthftit.   Aber  da  die  benutite  Relation  in  gleicher 
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Weise  nir  jiile  FormeD  des  Büscbels  4-/«^  Gültigkeit  besiui, 
so  besteheo  die  weiteren  ir-^t  IdentilSteD : 


uikI  l  ist  tolglicli  eine  (v  —  -I  j-fnche  \N  urzel  dev  ij;efumieiuMj 
Gleichung  d.  h.  ^  (A)  wird  die  volisiatulige  [v  —  1)le  Polenz 
eines  Ausdruckes,  dessen  Berechnung  die  folgende  Gieicbung 
fUr  l  liefert : 

Die  Coefficienten  derselben  .1,,  .1,,  •  •  •  sii  1  ii  ime  Invnnnnten 
der  gegebenen  Form  /*  beziehungsweise  (,i'nde  v  —  2, 
%[v  —  2),  •  •  •  ,  wahrend  der  Grad  der  Gleichung : 

 \_   2r  -  e  !  _  ;2  r  -  ^)! 

"  {P^%)lv\  "  4)lfrl 

in  der  Thnl  mit  der  zu  Anfang  erwähnten  anzahltheorelisch 
berechneten  Zahl  UbereinstiiDriit. 

Einer  jeden  Wurzel  der  gefundenen  Gleichung  enlsjyrfck 
eines  der  gesuchten  Formenbüuhel.  Rundem  wir  nämlich  die 
Determinnote  ^  {1}  in  geeigoeter  Weise  unteo  besiebungsweise 
an  der  Seite  mit  den  Gliedern ; 

•  ■ 

fo*"       •  •  •  ?A  beziehungsweise :  tjj^  ij,*»  •  •  •  r^Jf , 
so  ist  die  so  entistandene  Determinante  durch  die  {v  —  9]\c 
Potenz  des  Ausdruckes  <iuf  der  iiukcn  Seile  der  obigen  Gieicliunji 
theilbtir.  Der  übrig  bleil)eude  Factor  nimnu  die  Gestalt  an: 

wo  Tq,       T^,  •  •  •  simultane  Invarianten  vom  Grade  0,  [p—^), 
^  in  den  Coefficienten  von  /  und  vom  Grade —  9 

in  den  Coeflieienten  jeder  der  beiden  Formen  |  und  i^  sind.  Di<? 
eingehendere  Untersuchung  führt  zu  der  Relation  : 

wo 

^fl)^^-XN^t  ^  (V  -  4).!,  A>-'  +  ...  4-  ^Ay.,k  -h  Um 
liedeutet.  ,   JMeiie  Helaiimi    erm^Lickt  die  gewüMchtß  Con- 

! 

I 
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stfuction  des  zu  dem  Wurselwertbe  üC^)  gehörigen  FarmenbüscMs 

Ks  ist  homerkonsu ei  lh,  dnss  die  iiiitgelheille  Lösuiie;  iin- 
soios  Problems  im  Grunde  ;iuf  die  Anvvendunfi;  des  in  der  Hahi-^ 
lifiilionssehrift  des  Verfassers  '  zum  ersten  Male  eingehend  he- 
handelten  und  seitdem  nach  verschiedenen  Hichtunijeii  hin  er- 
weiterten (lesichlspunkles  liinausl.'iuft.  Wie  dort  so  erfordert 
auch  das  hier  behandelte  Problem  zur  vollstiindiLrcn  Erledigung 
eine  l'nlersuchung  Scimmtlicher  möglichen  Ausartungen,  wie  sie 
durcii  das  Zusammenfallen  mehrerer  Wurzeln  der  Gleichung 
ftlr  X  bedin^jt  sind.  Schon  der  Fall  einer  [)lossen  Doppelwurzel 
giebt  zur  l  nterscheidnng  zweier  völlig  verschiedenen  Ausar- 
tungen Aidass .  je  nachdem  die  Bedingung  .l,v  =  den  Werth 
A  =  0  zu  einer  Doppelwurzel  macht,  oder  wenn  ein  Wurzel- 
wcrlh  /(^^  zugleich  lien  Ausdruck  .7  zum  Vei  schwinden  bringt. 
Wie  die  zu  Anfang  erwähnten  Hesullalc  zeigen,  fallen  im  orsteren 
Falle  wirklich  zwei  der  gesuchten  iiUschel  zusammen,  während 
im  letzteren  V:\Ur  der  Doppelwurzel  k^^^  zwei  untereinander 
verschied(  lu  Hiisciiel  ztf  -f-  /m/'  und  /.'ff'  -+■  fi'ijj'  zuj^eiiuren, 
deren  Construclioa  vermo|^e  der  Formel : 

durch  Aufhisung  einer  (juatli  atischen  Gleichung  ermöglicht  wird. 

Das  einfachste  Heispiel  für  die  l)ishertgen  allgemeinen  F^nl- 
wickehingen  liefert  der  Fall  i/  =  Die  zur  Lösung  des  Prob- 
lems erforderliche  SiDiuUaniDvariaote  lautet  in  symbolischer 
Sehreibweise: 

S{r,u,v]  =  [au]^  {av)*  (UV)  , 

wo: 

gesetsi  i$t.  Den  weitereo  Specialfall  f  »  4  hat  G.  Stbphanos 
in  der  citirten  Arbeit  sehr  ausfOhrÜch,  jedoch  mittebt  einer  wohl 
kaum  verallgetneinerungisnihigen  und  mehr  rechnenden  Methode 
bebandelt.  Die  von  ihm  aufgestellte  Gleichung  fUnfien  Grades^) 

1)  Malliciiiiitische  Annalen,  Bd.  -»S,  pag.  :J8l. 

2)  Verfil.drn  dcmnöchst  in  dem  Journal  deMatht^maiiqueserscheinen- 
dcn  Brief  des  Verfassers  an  Ch.  ükrmitb. 

3)  Vergl.  die  cllirleHtbililalionsschrift  den  Verfassers,  pag.  436—437. 

4)  1.  c.  pag.  80. 
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geht  duroh  eine  sehr  einfache  SubsUtulion  in  diejenige  Gieichong 
desselben  Grades  Uber,  auf  welehe  die  Anwendung  unserer 
'allgemeinen  Theorie  fuhrt;  ebenso  dienen  die  ttbrigen  ▼od 
G.  SnraAnos  für  diesen  Speoialfall  berechneten  invarianten  Bil- 
dungen vortrefflidi  sur  BestStigung  unserer  allgemeinen  Eni- 
wickelitngen. 

Künij;sberg  i/Pr.,  den  7.  Oeloher  4887. 


* 
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A.  Xayar,  Ueber  ein  Bewegungsproblem, 

Das  Problem  der  Bewegung  eines  schweren  Piinku  s  .mf 
fester  OberflHche  ist  nur  in  den  einfachsten  Füllen  vollsl  mfli,:^ 
lösbar,  für  eine  beliehiiie  Rotationsfliiclio  z,  H.  nur  dann,  wenn 
die  Uotiitionsnxo  vertical  steht.  Hildol  also  die  iluUil  idiisfliirhe 
etwa  die  Wand  einer  Höhlung  in  einem  starren  Kor()er,  ilessen 
Schwerpunkt  auf  der  Roiationsaxe  liegt  und  dessen  Basis  eine 
ebene,  von  der  Rotationsaxe  senkreclit  er  trnfTone  Vlilche  ist, 
und  wird  dieser  Körper  mit  seiner  T^nsis  auf  eine  schiefe  £bene 
fest  aufgeschraubt»  so  vermag  man  die  Bewegung  eines  schweren 
Punktes,  der  ohne  Reibung  und  bei  beliebiger  Richtung  der 
Anfangsgeschwindigkeit  auf  jener  Wand  herabfallt,  noch  nicht 
genau  zu  bestimmen. 

Nun  kann  man  aber  den  KOrper  auch  bloss  auf  die  schiefe 
Ebene  stellen  und  ihn  auf  dieser  herabgleiten  lassen.  Lssst 
man  dann  gleichzeitig  wieder  einen  schweren  Punkt  längs  der 
llöhlenwand  herabfallen,  so  beeinflussen  sich  jetzt  Köi})or  und 
Punkt  eegenseitiL:  in  ihren  Bewegungen;  das  ursprUnizliriie 
Prohleni  hat  sich  in  ein  cnniplicirteros  verwandelt,  aber  dieses 
complicirtere  Problem  ist,  wenn  man  immer  jede  Heibung  ver- 
DachlUssigt,  nunmehr  \oilst<indig  lösbar. 

Diese  Bemerkung,  welche  allerdings  in  der  Mechanik 
durchaus  nicht  vereinzelt  dasteht,  hebe  icii  als  auffälligstes  Re- 
sultat der  nachstehenden  allgemeineren  Untersuchungen  beson- 
ders hervor.  Die  letzteren  dtlrften  aber  auch  an  und  für  sich 
insofern  einiges  Interesse  darbieten,  als  überhaupt  solche  Auf- 
gaben Uber  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  einem 
starren  Kifrper,  In  denen  dem  KOr|>cr  selbst  eine  gewisse  Be- 
weglichkeit gestattet  ist,  und  es  «ch  nun  darum  handelt,  die 
gleichseitige  und  einander  weehaelseitig  bedingende  Bewegung 
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von  Körper  und  Punkt  xu  beslimraen,  soweit  mir  bekannt  ist. 
bisher  immer  nur  In  sotchen  Fällen  bebandeit  worden  sind,  wo 
in  Folge  besonderer  Anfangslagen  und  Anfangsgeschwindig- 
keiten der  Punkt  bestandig  in  einer  und  derselben  Vertical- 
ebene  bleibt.  — 


Die  allgemeine  Aufgabe,  welche  hier  soweit  als  möglich  ge- 
löst werden  soll,  ist  folgende: 

Ein  schwerer  starrer  Körper  gleitet  mit  seiner  d)€nen  Basis 
reUntngslos  auf  einer  festen  schiefen  Ebene.  Der  Körper  besitzt 
Überdies  eine  Höhlung  von  gegebener  geometrischer  GesUUt,  an 
deren  Wandflüche  ein  schwerer  Punkt  ebenfalls  ohne  ReibutKj 
herabfallt.  Es  handelt  sich  darum,  die  gleichzeitige  Bewegung  des 
Körpers  und  des  Punktes  zu  bestimmen. 

Dabei  setze  ich  selbslverständiich  voraus,  dass  der  Körper 
nicht  umkippen  kann  und  dass  der  Punkt  auf  der  Htfhlenwand 
bleibt,  dass  letzterer  also  entweder  zwischen  zwei  starren,  ein- 
ander unendlich  nahen,  parallelen  und  mit  dem  Körper  fest 
verbundenen  Flächen  herabl^Ul,  oder  aber  seine  Bewegung  nur 
so  lange  verfolgt  werden  soll,  als  sie  längs  der  Wandfläebe  vor 
sich  geht,  oder  als  der  Druck  swiscben  Punkt  und  Wandflüche 
nicht  negativ  geworden  ist. 

Um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  nehme  ich  die  schiefe  Etiene 
zur  X  Y~  Ebene  eines  festen  rechtwinkligen  Axensystens  X  YZ^ 
dessen  X-Axe  horizontal  liege  und  dessen  ^Axe  von  der  schiefen 
Ebene  aus  nach  oben  gehe.  Nennt  man  dann  X  Y  Z  die  Coor- 
dinaten  des  schweren  Punktes  m,  Xf^  1)^  Zj^  die  Goordinaten  eines 
beliebigen  Massenthellchens  m|^  des  Körpers  und  o  die  Neigung 
der  schiefen  Ebene,  so  ist  jedes     constant  und  daher 

T~i^  «»  W  +  Y^")  +  I  (A"  +  y  +  2") 

di<'  '_'ps;mi?iile  lebendi|ze  Krall  von  Körper  und  Funkt,  wUhrend 
die  Kralteluuction  U  sich  auf 

=  —  (jVa  mf^  Y|^  sin  o  —  gfn  {Y  sin  o  +  i?cos  o) 
reducirt. 

Bezeichnet  man  weiter  mit  M  die  Masse  des  Körpers  und 
mit  Ä,      C  die  Goordinaten  j^eines Schwerpunktes  S  und  setzt: 

Aft  »  i4  4-  a?A  ,  i\^B  -i-  gl^,  Zf^  ^  C , 
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sodass  6\  sowie  jedes  Zf,  constaDt  ist,  während xy  s  und  Xf^  Sf^ 
die  Goordinaieo  der  Puntite  m  und  in  einem  Axensystetne 
darstellen,  dessen  Axen  x  y  z  parallel  3U  den  festen  Axen 
.Y  Y  Z  vom  Körperschwerpunkt  5  ausgehen ,  so  erhalten  die 
lebendige  Kraft  und  der  wirksame  Theil  der  Kräftefunction  dio 
Wertbe : 


g  (M  ^  m)B%\xi  a  —  ^  sin  er  +  s  eos  a). 
Legt  man  endlich  in  der  o^y-Ebene  durch  den  Schwer- 
punkt S  zwei  mit  dem  Körper  fest  verbundene  Axen  |  und  i;, 
die  zur  Zeit  <  s  0  mit  den  Axen  x  und  y  zusammenfallen 
mögen,  und  nennt  8  den,  je  nach  dem  Sinne  der  Drehung  posi- 
tiv oder  negativ  gerechnclen  Winkel,  um  den  sieh  nach  der  Zeit 
/  die  i-A\e  gecen  die  .T-Axe  gedreht  hat,  so  bestehen  zwischen 
den  CoordiiKiten  x  if  z  und  J  1.'  eines  und  desselben  Piinkli^s 
in  den  beiden  rtH-hlwin k  li;j<'n  Axenss  stonien  //  3  uutl  ^  ü', 
welche  die  5-Axe  geinf  in  haben,  zur  Zeil  /  die  Heidtionen; 

X  =^  ^  cos  G  —  sin  0  , 
y  S3  I;  ain  6  -I- 17  cos  6  , 

Dabei  sind  die  Goordinaten  i:y,  eines  jeden  Köq>erptinkte6  mA 
unabhängig  von  t\  in  den  Gleichungen 

Xf^  =      i'os      ^  rif^  sin  B  , 

Hh  =      sin  0      jqi^  cos  B 
ist  also  rechts  nur  0  mit  der  Zeit  veninderlieh,  während  in  den 
Gleichungen  (3.),  wenn  man  sie  auf  den  Punkt  m  bezieht,  auch 
$,1},  ^  mit  <  sich  ändern. 

Der  Punkt  tn  soll  aber  auf  einer  gegebenen,  mit  dem  star- 
ren Körper  fest  verbundenen  Oberfläche  bleiben.  Seine  Goordi- 
naten I,  1;,  t  können  also  als  gegebene  Functionen  zweier  Para- 
meter (/,  und  betrachtet  werden.  Die  Gleichungen  (3.)  liefern 
dann  die  Coordinaten  x  tj  s  des  Punktes  m  hIs  Functionen  der 
drei  Variabclcn  0,  7,  ,  7^  und  die  Lage  unseres  ganzen  Systems 
^vird  durch  die  iUul  unal)lilingii;en  (Frössen : 

^    .  ^7      9*  I 

beslioinit. 
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Nach  dem  ÜAiULTOii'sGheD  Principe  fuhrt  die  vorgelegte 
Aufgabe  daher  iiiDtfclist  auf  die  fttnf  DiffereoUalgleiebnngeii 
sweiler  Ordnung: 

-t-  Ui  _ 
dt  hA'  bA      ~  ' 

 ^  r.—  =  ^  und 

dt 

'^•^  diW  ' 

worin  für  das  nur  zur  Abkürzung  eingeführte  q  der  Reibe  naeh 

0,  q^  und      zu  Selzen  ist. 

^^lch  [i.)  reduciren  sich  aber  die  beiden  ersten  Gleichungen 

auf: 

f  (3/  +      r  H-  mx"  =  0  , 

^  *       \(J#  -I-  m)  ^  +        H-  ^{M  «4-  m)  sinir  s  0 
und  ergeben  also  integrtrt  sofort  die  SchwerpunktssfiUe : 

*       m  -¥  m 


(7.) 


Mit  Uttlfe  dieser  Gleiebungen  kann  man  A  und  B  aus  den 

Gleichungen  '^5.)  eliroiniren  und  damit  die  Au^abe  lurttckftllireD 
auf  drei  Differentialgleichungen  8.  0.  swisehen  q^,  q^vMi 
allein. 

Diese  drei  Differentialgleichungen  sind  aber  wiederum 
die  Diü'ereutialgleicliuuuen  eines  Problems  von  der  Form 

cJ/(7'-h  £/)  di  «  0  • 
iNach  (%.)  entbttit  numlieh  f     1/  nur  das  Eine  Glied 

vvelclies  souoiil  von  .1  inid     wie  von  den  Varialielen  q  abhängt. 
Dieses  Glied  liefert  zur  Gleichung  [5.]  den  Beitrug: 

d 

,  .  doC       do  öj?' 

d.  1.  wegen  ^-r  =  r-  .         =  ^  ,  . , , 
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dt  \     cq  d^/ 

Eliminirt  man  hieraus  A**  und  mii  Uttlfe  der  Gleichungen  (6.), 
so  ergiebt  sich: 

d  hF      hF  m«    /  „  (U\  . 

rf«  ^q  if-4-wi\  *  hqj      ^  hq 

Dieser  Werth  aber  lässt  sieb  auch  so  schreiben  : 
ä_  bP  ^hF      ^  öJT  hn 
dt  hq*      iq  '  dt  ^q'  "  hq  ' 

worin: 

m* 

Ji  =1  —  j^^^     '     ü  'i  +        sin  a  . 

Um  also  jene  drei  DifferPTitinlcIoicluiniron  zu  bilden,  die  mus  den 
Gleichungen  (5.  dureh  Mliiiiiniition  von  .1  und  Z/ eiilslehen,  k.inu 
man  gleich  von  vui  nliereiu  in  T  +  U  das  Glied  F  durch  JT  er- 
setzen und  somit,  da  überdies  bei  den  partiellen  Differenliationen 
nach  q  und  q'  alle  Glieder  von  selbst  \\ einfallen,  die  nicht  von 
(iieäeD  Grössen  abhängen,  nach  (2.)  nunmehr 

/'*/,(^V' +^ä'*) 2  (-^'^  i''* "'ü^  ** 

nehmen;  oder,  da  unsere  Gleichungen  unverändert  bleiben, 
wenn  wir  T  U  mii  einem  oonstanten  Factor  multipliciren, 
Itönnen  wir  jetzt  T  und  U  ersetzen  durch: 

und: 

(/,  =8  —  ^nt(JI  +  iw)  s  cos  a  , 

worin  nun  die  Werthe  (3.)  und  (I.)  zu  substituiren  sind. 
Aus  diesen  Werthen  folgt  aber: 

o;  «  +      =  (?  +  1?*;©  *  4-  r  -4-  I? «  +  20    1?'  -  ijf )  . 
Setzt  man  daher  noch : 

I  5*  +     =  9*    und : 


(8.) 
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sodiiss  M/.-  (Iiis  Ti'iiulieilbiiiomcnl  desKoi  ju^rs  um  die  scnkreclu 
zur  Masiü  liurch  s(mi]<mi  ScIjnn  erpunkt  gehciulo  z-A\c  darslelll, 
Sil  kiinn  m;in  ho\  der  Bikiiiii;^  der  dreiDiÜeroDtialglüichuuueu  (5,) 
den  AusdrUckcu  (2.)  die  [ol^eudeu  : 


(10.) 


2 

^/^  5=  —  4-  //<j  u  cos« 

subsliluiren,  io  denen  nunmehr  fttr||  njy  ^  diejenigen  Funclionen 
der  beiden  Parameter  ,  su  setoen  sind,  welche  die  Ober- 
fluche  im  Körper  lixiren,  auf  der  der  Punkt  m  herabfallt. 

Damit  ist  unsere  Aufgabe  surttekgefttbrt  auf  die  IntegruUen 
der  drei  Differentialgleichungen  8.  0.  zwischen  q^j  und  I 
allein : 


?»  '/;, 

(/ /  (^7/  ^q^ 

hq^  hq^ 

Diese  <il(M(*liiint:en  enthalten  keine  Inleürntionseousi.nilc  und 
lehren  s(unit.  d;iss  die  relative  Bewegung;  von  Ivürper  unii  Punkt 
um  ticn  Kol  pcrscliNN  orpunktS ganz  unabbüngig  von  der  Bewej^uni: 
des  lelzlereii  \or  sich  gehl. 

Ferner  kiunmt  0  selbst  in  'i\  4-  i/,  nicht  vor.  Die  Gleich- 
ungen (1 1 .)  besitzen  daher  das  Integral : 

2.)  ]i\^^  =  '"^'j ^'  +  '<^/ - v> ;  . 

welches,  wie  Iciclu  /ii  sidien,  uiilils  anderes  isinls  der  Fliichen- 
d(M-  V  )■- Ebene  in  der  rehiiiven  Bewegung  unseres  Systems 
um  seinen  Gesammlschwerpuukl. 

Da  endlich  auch  frei  von     und  T^  selbst  eine 

homot;ene  Function  2.  O.  »ler  DilTcrenlialquolienlen  0', 
ist,  so  hat  man  noch  das  zweite,  dem  Satz  der  lebendigen  Kraft 
entsprechende  Integral  der  Gleichungen  (H .}  • 
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13.)  r,      17,  »  A  . 

Durch  Anwendunp  der  HAMii/roN-.lACOBi'schen  Methode  folgt 
hieraus  sofort,  dass  iiian  die  AulV  il  ^  niif  eine  pai  lu  lle  DilFeren- 
tializleicliung  1.  O.  mit  nur  zwei  luiahbaugij^eu  Vdiiäbeln  zu- 
rückführen küDD,  auf  diejenige  Gleichung: 

^(7«  »  9«»  Pit  P«»  c^),ts  h 

nämlich,  welche  man  erhall,  wenn  man  aus  dem  Integrale  (<3.) 
die  Uifferentialquolienten  0',  q^\  q^'  mii  iiulfe  der  Substitu- 
tionen: ,     '  . 

hT,  5r  hT       hV  ■ 

elimiairt. 

Znr  vollständigen  Lösung  dieser  partiellen  Differential- 

gleichunc  üenUiil  aber  die  Rennlniss  irgend  einer  von  H  unab- 
hängigen Lösuiiu  /"der  linearen  partiellen  Drfl'erenlialgleichung : 

hq^  hp^      dft  bq^      bq^  dp,      Öp,  Ö^, 

d.  h.  nur  in  anderen  Worten :  Die  vorgelegte  Aufgabe  liisst  sich 
mit  Hülfe  von  al^ehraisehen  Operationen  und  blossen  Quadra- 
turen vollständig  lösen,  so  oft  man  noeh  irgend  ein  drittes,  von 
»len  Integralen  (\%.^  und  13.)  unahh^insiges  und,  wie  diese, 
von  t  und  ^  freies  Integral  der  DitTei cntialjzIeiehuniz^Mi  (it.) 
zu  linden  vermap  :  ein  Resultat,  welches  man  Ul)rigeus  auch 
daraus  ableiten  kann,  dass  man  einen  von  &  und  t  freien 
3\coii'schen  Multiplicaior  des  Sysiems  kennt,  nämlich  den 
MultipHcator : 

A  -  V -h  Jü-  A*^JU 
"~  dÖ'ÖÖ'  hq^'bq^'  bq/bq^'  ' 

Ninunl  man  z,  B.  an  — ,  unH  hier  komnje  ich  eben  zu  dem 
vorangestellten  Beispiele  — ,  dass  die  Wand  der  Körperhöhlung 
von  einer  Rotationsfläche  gebildet  werde,  deren  Aie  die  js-Axe 
ist,  also  senkrecht  zur  ebenen  Basis  des  Körpers  durch  seinen 
Schwerpunkt  geht,  so  kann  man 

(U.)  ^  =  ^  cos  g  ,   i;  =  ^  sin  7  ,   p  »■  q(^) 

setzen,  wobei  also  q  und  C  die  Holle  der  früheren  Par;itneter  7, 
und  r/^  spielen.  Durch  diese  Subslilutionen  geht,  wenn  nu«n 
zur  Abkürzung 
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dg 

dl  = 

setzt,  T^  üljcr  iu  ; 

+  I  (JH-  m  +  .«<.{)  S  « , 

wahreiui      unverändert  bloibt. 

-f.  wird  also  aucti  frei  von  ff  selbst  urul  man  erhält 
daher  nebcu  den  Integralen  (12.)  uod  (13.)  noeJi  das  dritte  neue 
Integral : 

das  integral  (12.)  ferner  wiid  : 

(A/  +  m)  '/}('>'  -H        ^>  -+-  (/')  =  c 
uod  durch  di«se  beiden  lulcgralc  gcUi  das  lote^^ral  (13.)  Uber  iu: 

^  (c  0'  -H  m  c,  q)^'l  {M  +  w  +  M  qXI'^-^-o  m  {MA-m)  £  cos  a  =  A  . 

Unler  EiDftthrung  von  znrn  Theil  neuen  iDtegraUonsooDStaoteo 
y^^  y^  erhHlt  man  aus  diesen  Gleichungen : 

^  >,M     tn  -K  .W^J)  P  4-  i/ii/     wi)  £  cos  «  =  ;'i 

oder: 

e^yt, 


(15.) 


tTl)  "  277—  f/       '«)  ?  cos  «1    -  »'y! ' 


« yj-y^*  . 

rf?  ^*  dt 

Aus  den  beiden  letzten  Gleieliuni^en,  in  denen  g  eine  j;e|;ebene 
Function  von  und  Q^  ihren  I>ifTerential(|u<>lienlen  be/.eielinet. 
bcsliumien  sich  nntlelst  zweier  Ouadraluren  /  und  fj  als  Funr- 
liiuien  \itn  1*,  Nvunii'  .tlso  iim!ickclii  t  auch  1*  und  7  als  iMinctioneii 
\oii  /  dcliiiii  t  und  <iie  erste  (iloiclumu,  welche  (•)  uniniltel- 

bar  (liin-h  l  ausdrückt,  lehrt,  dass  der  Körper  sieh  mit  constanler 
WiiikrkeschwiiHlijrkeit  um  die  3-Axe  dreht,  im  Hpsii!i(i(m  also 
sich  M'llisi  immer  parallel  bleibt,  wenn  er  keine  auian^liche 
Drehung  erhalten  hatte. 
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Hat  man  (He  Variabelen  0,  C,  9  als  Funclionen  von  t  er- 
mittelt,  so  bestimmen  unmiltelbar  die  Gleichungen  (14.)  die 
Bahn  des  schweren  Punktes  m  auf  dem  Körper  und  nach  [3.] 
und  ,U.)  die  Gleichungen: 

;/•  =  p  cos  17  H-  Ö)  <    »/  =  ^  siu  ((/  ■+■  (•>!  ,    3  =»  r 

d'w  relative  Be\vrp:!in£i  ilioscs  Punktes  um  den  Köqterschwer-^ 
punkt  8,  wornn!  die  Gleichungen  (7. '  <li('  absolute  Mewe^iunu  n  on 
.V.  und  •MxiHch  (üp  Gloiehnngen  [4;)  auch  die  absolute  Bewegung 
von  III  im  Haiimo  f^rueben. 

liiet  init  is(  dif  Anfans^s  auffiestellle  Behauptung  bewiesen. 

Man  sieht  solorl  .  dass  die  Gleichungen  keineswegs 
«lieseiben  sind,  als  ob  der  Körperschwerpunkt  S'  fest  wilre,  der 
KorjHM*  sich  also  nur  um  die  senkrecht  zur  seliiefen  ICbene  durch 
8  'j(*lej;le  --A^ce  drehen  koniile.  und  erkmi^t  daraus,  dass  die 
Lösbarkeit  des  Problems  in  dem  belraehleten  Beispiele  wesent- 
iieli  der  Annahme  /u  vcidankeii  ist»  dass  der  Körper  auf  der 
schiefen  Hbeiu>  gleiten  kann. 

Ich  lüge  noch  hin/n.  dass  die  allgemeine  AuTuabe  Imnicr 
l<isbar  wird,  wenn  siefi  die  korperhühlung  auf  eine  blosse  Hiiirie 
oder  ein«Mi  blossen  Kanal  redndrf.  Denn  dann  werden  die 
Coordinaten  ^,  r,  r<b's  PunktCvSf»,  inch  ni  diesem  eine  bestimmte 
(]urveauf  oderin  dem  korper  vor^eseliricben  ist,  Fuucliom n  (  ines 
einzigen  Parameters  q .  das  inteiira!  M^.)  liefert  daher  &  als 
blosse  Function  von  q  und  q',  und  if)dem  man  «licsen  Werth 
von  Q'  in  das  Integral  \3.)  substiluirt,  erhiilt  mau  eine  in  q' 
quildratisehe  Gleieliuntr  zwischen  7'  und  7  Rllein ,  womit  das 
Problem  aul  eine  blosse  Quadratur  zurückgeführt  ist. 

Endlich,  wenn  man  die  Gleichung 

v\s.  i?,  a  =  0 

derjenigen  Oberllilche  im  starren  Ktfrper,  aufweleher  der  schwere 
Punkt  m  herabnUIt,  nicht  durch  Einftlhrung  der  Parameter  q^ 
und  q^  identisch  erftlllt.  so  treten  an  die  Stelle  der  beiden  letzten 
Gleichungen  (11.)  die  drei  Gleichungen: 

d  bT,      HT,-^U,)        hff  _ 
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In  dem  Falle,  wo  der  Punkl  die  Oberfläche  elwa  nach  der  durch 
</)  <  0  maitirleo  Seite  za  veriassen  yeraiag,  gelten  diese  Gleioh- 
ungen  ebenso  wie  die  Gleichnogen  (M.)  nur  so  lange,  als  der 
Punkt  wirklich  auf  der  Oberfläche  bleibt.  In  den  Gleiebangen 
(16.)  ist  aber  dann,  bis  auf  einen  stets  positiven  Factor,  il  dem 
Drucke  gleich,  den  der  Punkt  auf  die  Fläche  ausübt.  Die  Be- 
rechnung  von  l  nach  Integration  der  Gleichungen  (11.)  und 
die  Untersuchung  seines  Vonelchens  giebt  daher  Äufsebluss 
darüber,  ob  und  wann  der  Punkt  die  Oberfläche  verlässt. 


1 


Digitized  by  Google 

I 


■ 


SITZUNG  VOM  U.  NOVEMBER  18S7. 

Dr.  Johannet  Walther,  Die  Entstehung  ron  Kantengeröllen 
in  der  GaialatoUsU.  {Vorgelegt  von  H,  Credner,)  Mit  einer  Tafel, 

Die  Frage  naeh  der  Bildung  jener  eigenthttmliehen  •Drei- 
Aronfsr«  oder  wKemtengeröUe^ ,  welche  sieh  im  Diluvium  der  nord- 
deutschen Tiefebene  finden,  ist  in  den  letsten  Jahren  in  sehr 
verschiedenem  Sinne  erörtert  worden,  ohne  eine  allseitig  aner- 
kannte Beantwortung  erfahren  xu  haben. 

Jeder,  wenn  auch  kleine  Beitrag  zur  Losung  des  Problems 
durfte  daher  willkommen  sein.  Ich  zögere  deshalb  nicht;  Aber 
einige  Beobachtungen  in  der  Galalawttste  xu  berichten,  welche 
mit  der  Bildungsweise  der  norddeutschen  Kantengerolle  in  Zu- 
sammenhang zu  stehen  scheinen. 

Die  sogenannte  arabische  Waste  swisehen  Nil  und  Rethem 
Meer  ist  ein  Bergland  von  ttberaus  oomplidrtem  Bau.  Ein  System 
von  Disiocationen  hat  das  ursprOnglieh  einförmige  Tafelland 
serbrochen.  Slaffelbrttche  und  Grabenversenknngen,  Plexuren 
und  wette  Aufbruche  lassen  unter  den  eozttnen  Kalken  sowohl 
Kreidemergel  und  Rudistenbiinke,  wie  die  fossilleeren  Schicfaten 
des  nubischen  Sandsteins  heraustreten.  An  manchen  Stellen 
nimmt  sogar  der  liegende  Granit  einen  wichtigen  Antheil  an  dem 
grossarttgen  LandschaftsgemUlde.  Das  Fehlen  jeder  alteren  als 
cretaceischen  Schiohtenreihe  bot  ein  ungelöstes  RAthsel,  welches 
nur  noch  rOthselhafter  wurde,  als  vor  einigen  Jahren  Scvwbin* 
PCRTH  im  nubischen  Sandstein  des  Uadi  Arabah  am  Fusse  der 
nordlichen  Galala  eine  Kalkbank  entdeckte  mit  Grinoidenstielen 
und  vielen  Brachiopoden,  weiche  durch  E.  Bmica  als  Spiri- 
gerina  concentrica  bestimmt  wurden.  Das  Auftreten  von  devo- 
nischen Brachiopoden  in  der  sonst  fossilleeren  Uber  400  m 
mttchtigen  Schichtengruppe  beansprucht  ein  hervorragendes 
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Johannes  Waltuek, 


Interesse  und  mit  FrcMideu  nahm  iVh  die  Einladung  von  Prof. 
ScBWEiNFüRTuan,niil  ilinrp;emein.sain  joneLocalitiit  zu  untersuchen. 

Nacli  inehrtngiytMM  Sturui  erreichte  ich  mit  einem  araijisrljen 
Fiseherl)oül  die  afrikanische  Ktlste  und  traf  in  der  Nähe  des 
Leucbtlhurins  von  Zafarane  am  25.  April  mit  Prof.  Schwbixflrtm 
zusammen,  um  mehrere  Tage  lang  die  Lagerung  der  palüozo- 
iscbeo  Schichten,  wie  sie  eine  Tagereise  vom  Eloster  St.  AdIod 
entfernt  hervortreten,  su  untersuchen. 

Am  28.  April  verliess  ich  tu  Rameel  das  Lager,  um  die  Ver- 
breitung der  Grinoidenbant  nach  Süden  festiustellen.  Eloe 
Reihe  von  Staffelbrüohen  mit  stetien  Abfällen  veranlassten  miehf 
das  Kameel  mit  dem  fieduinen  zurUcksuscbieken  und  xu  Fuss 
weiter  vorzudringen .  Nachdem  ich  einige  der  heterokltnen  Thaler 
gekreuzt  hatte,  kam  ich  in  ein  Uadi  von  etwa  1  km  Breite  mit 
syiiiviiniiU'iii  I^infallen  der  Schichten.    Kinij^e  verdorrte  Salsu- 
labtlscbe  und  (jeröilal)la{i;erungen  deuteten  au,  dass  hier  einst- 
mals Wasser  geflossen  sei,  allein  die  Verlheilung  der  Gerölle  \m 
Rinnsal  liess  erkennen,  dass  die  Wassorführuniit  desselben  Über- 
aus unreeelmässiu  erfolt^i  sein  mtisse.  Das  heutige  Hinnsal  war 
etwas  eingeschnitten  in  ein  älteres  Opnilllager,  welches  auf  einen 
(rUiier  grosseren  Wasserreichthum  dieses  üadi's  hindeutet. 

Da  in  jener  Gegend  am  5.  April  bedeutende  Hegeogüsse 
niedergecanizen  waren,  so  trugen  alle  GertfUe  des  inneren  klei- 
neren Ainnsals  die  Spuren  der  iransportirenden  Thiitigkeit  des 
Wassers.  Sie  waren  in  Folge  dessen  gerundet,  aber  doch  rsah 
ansufflhlen  und  entbehrten  durchaus  jenes  höchst  charakteri- 
siischen  speckig  Gianxes,  welchen  dasSandgeblttse  der  Cham- 
sinsHIrae  fast  allen  Gesteinen  in  der  Wttste  giebl.  Im  Gegen- 
sati  SU  diesen  jüngst  vom  Wasser  neu  bearbeiteten  GerOllea 
waren  diejenigen  der  alteren  Kiesablagerungen  an  den  Gehingeo 
des  Uadi  sehen  eine  geraume  Zeit  hindurch  vom  Wasser  nichl 
mehr  bespült  worden,  denn  oberflächlich  trugen  sie  alle  die 
Politur  vonseiten  des  Flugsandes.  Gerölle,  welche  nur  zur  Halfie 
aus  dem  sandigen  Zwischenmillel  herausragten,  waren  in  ihrer 
unteren  Hitlfle  gerundet,  aber  rauh,  und  nur  soweit  vom  Sande 
poiirl,  als  sie  aus  der  Rrde  hrnnissehauten.  Ich  halte  diese  Hr- 
scheinung  auf  meiru  ii  Keisen  dmcti  die  Smaiwüslen  schon  mehr- 
faeh  heol)achtet,  allein  hier  fiel  mir  ein  Charaklor/uc  an  den 
GeröHen  auf,  den  i<*h  bis  dahin  noch  niemals  tiesehen  hntle. 
Viele  vorn  Sande  polirten  Gerölle  von  hartem,  klingenden  KaU- 
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sloin  zeigten  niinilich  mehr  mler  minder  Hpiitlicfie  A'«n/fn  aul 
ihrer  Oherfliiche.  Bald  waren  diesplhfn  nur  antj;edeulet,  bald 
so  scharf  ausi^eprägl,  dass  man  einen  Carchariaszabn  vor  sieh 
zu  haben  meinte. 

Ich  verfolgte  das  Uadi  eine  Strecke  lang  bis  lu  seiner  flachen 
AusmUndung  in  die  weite  WUslenebene  und  fand  tiherall  die- 
selben Facetten  an  den  Kalkgeröllen,  durchweg  aber  nur  an  den 
vom  Sand  polirien,  nie  an  den  vom  Wasser  geroiiten  SUlcken. 

Bei  Verfolgung  dieser  Entdeckung  hatte  ich  mich  von  meinem 
Wege  verirrt,  dazu  trat  gegen  Mittag  Sandsturm  ein,  und  da  ich 
keine  Nahrungsmittel  mitgenommen  hatte,  musste  ich  die  intef' 
essante  Localitüt  verlassen  und  nach  dem  Lager  zu  gelangen 
suchen.  Nach  zweistündii;ein  Wandern  erreichte  ich  das  Haupt- 
thal der  Gegend,  das  eigentliche  Uadi  Arabah,  in  dem  die  Zelle 
aufgeschlagen  waren.  Zu  meiner  Freude  fand  ich  auch  hier  auf 
den  flachen  Schotterterrassen  an  den  Gehänge  des  Thaies  diese  Iben 
•berflächlich  poIirtenGerdlle  und  wiederum  waren  auf  vielen  der- 
selben deutliche  Kanten  angeschliflen.  Am  Nachmittag  wurde 
der  Sandsturm  so  stark,  dass  das  eine  Zelt  umgerissen  wurde, 
das  andere  aber  von  12  Beduinen  gehalten  werden  musste,  um 
es  vor  dem  gleichen  Schicksal  zu  bewahren.  Jetzt  bot  sich  die 
beste  Gelegenheit,  zu  beobachten,  wie  die  Sandwolken  über 
die  GerOUe  dahinzogen  und  dieselben  polirtcn.  An  manchen 
vorher  sandfreien  Stellen  war  fusshoch  der  feine  Quarzsand 
aufgeweht  und  überall  wirbelte  er  schleifend  zwischen  den 
Gertfllen.  Von  Bedeutung  für  die  Entstehung  der  Kanten  schien 
zu  sein,  dass  die  Geröile  nahe  aneinander  lagen,  indem  dadurch 
Hindernisse  und  Interferenzstreifen  geschahen  wurden  für  die 
Bewegung  des  wirbelnden  Sandes.  Nicht  alle  Geröile  trugen 
Kanten,  und  wirkliche  Dm'kanter  dürften  kaum  i  ^  darunter 
gewesen  sein.  Dahingegen  Hessen  sich  alle  möglichen  Uebergänge 
beobachten,  von  viillii^  runden  FlUcheti  m  kaum  bemerkbaren 
Kanten  und  endlich  bis  zu  schneidenden  Schärfen.  Ob  diese 
scharfen  Kanten  alle  gleichmüssig  zur  Windrichtung  orientirl 
waren,  darüber  finde  ich  leider  keine  Aufzeichnung  in  meinen 
Tagebüchern . 

Auf  beifolgender  Tafel  ist  eine  Anzahl  charakteristischer 
Kantengerölle  aus  der  Galalawüste  zur  Darstellung  gebracht. 
Sie  gleichen  in  ihrer  GesUdt  solchen  aus  dem  norddeutschen 
Diluvium  zum  Verwechseln.  Namentlich  möchte  ich  darauf  noch- 
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rnals  hosondors  hinuciseii,  dass  <Mf)»"  A!i/,i!il  <ler  i»bi;t'bil(l>'l«'n 
Kant  (Ml  gorolle  nur  nul  ihrtM*  dhereii  ll;illlt'  aus  doiu  Bnd.'ii 
beniusraglen  und  nur  hier  die  aagesciiliüeiien  Kanten  -/ei'^x-w, 
während  die  untere  von  Erde  bedeckte  Hitlflo  keinerlei  kauten 
erkennen  lässl  und  völlig  der  Sandpolitur  entbehrt.  Ich  g  bin  he. 
d«Tss  gerade  diese  Stücke  sichere  Beweise  dafür  liefern,  (?ass 
nur  die  sehieiteude  Thätigkeit  <les  Wustensjjudos  ist,  >\elcbe 
hier  die  faoeliirie  ObertJüehe  erzeugte. 
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Dr.  Ed.  Study,  Ueher  den  Begriff  der  Invariante  algebraischer 
Formen.  [Vorgelegt  von  A.  Mayer.) 

Die  vorliegende  Note  erliebt  keinen  Anspruch  darauf,  die 
Wissenschaft  um  irgend  welche  neue  Theoreme  zu  bereichern; 
was  an  ihrem  materiellen  Inhalt  vielleicht  neu  sein  mag,  ist 
ganz  elementarer  Natur.  Sie  bezweckt  thetls  eine  schärfere 
Umgrenzung,  thells  eine  Erweiterung,  theils  auch  eine  von  der 
bisherigen  principiell  abweichende  Fassung  der  Grundbegriffe 
der  Invariantentheorie. 

Ihre  Veranlassung  war  das  BedOrfniss  nach  einer  scharf 
umschriebenen  Bestimmung  des  Begriffes  der  »irrationalen  Co- 
Variante«,  welches  sich  mir  bei  verschiedenen  Untersuchungen 
aufgedrtingt  hatte.  In  der  mir  bekannten  Litteratur  fand  ich 
dasselbe  nicht  befriedigt ,  ja  ich  fand  sogar  überhaupt  keine 
Definition  dieses  Begriffes,  wiewohl  man  das  Wort  mehrfoeh 
gebraucht.  Um  zu  einer  solchen  Definition  zu  gelangen,  schien 
mir  nun  der  gewohnliche  Begriff  der  rationalen  Covaritente  kein 
geeigneter  Ausgangspunkt  zu  sein.  Auch  war  es  mir  bereits 
aus  anderen  Gründen  wttnsohenswerth  erschienen,  die  Fassung 
der  Grundbegriffe  der  Theorie  der  Invarianten  etwas  abzuändern. 

In  einer  Reihe  von  Untersuchungen,  die  ich  demnächst  der 
Oeffentliehkeit  zu  übergeben  gedenke,  sah  ich  mich  h&ufig  ver- 
anlasst, solche  Formen  zu  betrachten,  von  welchen  gewisse  In- 
varianten von  vorn  herein  gleich  Zoft/en  gesetzt  sind.  So  zeigt 
sieh  zum  Beispiel,  dass  fUr  das  Studium  der  Gruppe  von  linearen 
und  dualistischen  Transformationen,  welche  einen  festen  Kegel- 
schnitt in  sich  selbst  flberfflfaren.  die  Betrachtung  einer  temtfren 
quadratlsehen  Form  von  Wichtigkeit  ist,  deren  Invariante  einen 
numerischen  Werth  hat. 
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EouAaD  Study, 


Soleho  Formen  \(MHercn  nun  iui  Allgemeinen  ihre  Eiuen- 
ihUniliclikeit.  sobald  rn.in  auf  sie  linetire  Transiornialionen  ;in- 
wendol.  (lor(Mi  Determinante  \on  der  Einheit  versclucden  isU 
denn  jene  Invarianten  erhalle?!  jn  dnnn  einen  Faclor,  welcher 
eine  Holen/  der  Tnmsforniah(;ns(ieterrninaute  ist. 

Es  erscheint  mir  daher  zweckmässig,  in  der  Invarianten- 
theorie im  Allgemeinen  nur  \on  solchen  linearen  Transforma- 
tionen Gebrauch  zu  machen,  deren  Determioante  den  Werth 
Eins  hat. 

Eben  dahin  führt  auch  der  naheliegende  Wunsch,  die  De* 
finilion  dei-  Invariante  in  derFormenlheorie  so  einzurichten,  dass 
sie  sich  aus  dem  alii^eineinen  invarianteobegriff,  weichen  Lik  id 
seiner  Tlieorie  der  Transformationsgruppen  zu  Gmnde  legi, 
durch  Special isirung  ergiebl.  Das  ist  aber  mit  dem  bisherigen 
Begriffe  der  üivarianten  algebraischer  Formen  bekanntlich  nicht 
der  Fall. 

Ferner  lässt  mir  noch  ein  dritter  Grund  eine  Abweichung 
von  der  gebrAuchllchen  Fassung  des  Invariantenbegriffes  wttn- 
schenswerth  erscheinen. 

Man  delinirt  bekanntlich  als  »Invariante«  eine  ganze  ratio- 
nale Function  der  Coefficienten  algebraischer  Formen,  welcbi" 
sich  nach  Ausführung  einer  linearen  Transfonnaiüon  mit  einem 
Factor  reproduciri,  von  welchem  mau  entweder  verlangt,  dass 
er  eine  Potenz  der  Transformalionsdeterminante  ist,  oder  auch 
nur,  dass  er  allein  von  den  Constanten  der  Transformation 
abhänut.  Im  letzteren  Falle  betreist  man.  dass  dieser  Factor  oinc 
Potenz  der  Trauslormationsdeterminante  ist. 

Hat  man  es  nun  nur  mit  Functionen  der  Coefficienten  einer 
einzigen  Grondforni  zu  (hun,  so  folgt  sofort,  dass  eine  jede 
Invariante  eine  Anmoyc/jr  Function  ihrer  Argumente  ist.  Derselbe 
Schluss  kann  aber  im  Alli^enieinen  nicht  mehr  gemacht  werden, 
sobald  es  sich  um  Simultaneinvarianten  mehrererFonneu  handelt. 
Seien  zum  Beispiel  inx),  'ha:],  [cx]  drei  binare  lineare  Formen,  so 
ist  bereits  m -f-  (/>r  eiiK^  Invariante,  welche  oluijer  Delinition 
vollkonuuen  genügt.  ;)ber  nicht  in  Bezug  aul  die  (Coefficienten 
jeder  einzelnen  GmiKnin  ni  homouen  ist.  Fttr  das  Sludiuu»  der 
(iruppealler  lineai  en  i  ranstormaliouen,  dereu  Invarianlenlheoric 
el»en  die  Tiioorie  der  algebraischen  Formen  ist.  haben  aber  der- 
artige HiUiunuen  keinerlei  Hedeulunu;  hier  iuleressiren  nur 
solche  Eigenschaften  der  algebraischen  Formen,  weiche  alieiu 
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von  den  Verhältnissen  der  Coefficienlen  einer  jeden  abhängen. 
Man  sieht  sich  daher  jeut  gendtbigt,  den  Begriff  der  Invarianle 
nachträglich  einsuscbrflnken,  und  die  HooiogeneYUtt  nun  aus- 
drttcklich  2u  verlangen,  wahrend  man  sie  im  besonderen  Falle 
noch  beweisen  konnte.  Es  scheint  mir  aber  sweokm&ssiger, 
von  vornherein  einen  etnAett/icAe»  Begriff  der  Invariante  su 
Grunde  zu  legen. 

Eine  Abweichung  von  dem  seitherigen  Invariantenbegntr 
wird  aber  gerad»v,u  zur  Nolhwendiizkeit.  wenn  fiuin  auch  irra- 
tionale Invarianleu  niil  in  Helrachl  ziehen  will.  Wahrend  n;im- 
lich  hinsiclillich  der  rationalen  Invarianlen  wenijistens  das 
Theorem  besteht,  dass  eine  jede  eine  ganze  Funelion  von  homo- 
genen Invarianten  isl.  gibt  es  hinsichtlich  der  irrationalen  In- 
varianlen kein  iihnliehes Theorem;  man  muss  also  jetzt  entweder 
auch  nicht- liouiogene  Invarianten  zulassen,  was  im  Allgemeinen 
keinen  Zweck  hat.  oder  im m  niuss  die  llomogeneitlit  mit  in  den 
BegriIVder  irrationalen  Ins.in  nUe  aufnehmeu.  Dann  aber  muss 
man  dasselbe  doch  oü'enbar  aucii  hinsichliich  der  raliouaien  1d- 
variantt'n  thun. 

Was  endlich  die  rnufrenzung  des  Invariantcnbecriffes  an- 
langt, so  lüsst  sich  geltend  machen,  dass  die  ülilic  lie  Definition 
der  Invariante  umfassender  ist.  als  man  sie  in  W  irklielikeit  ge- 
braucht und  üelu'auehen  kann.  Seien  z.  h  A  und  fi  irgend 
zwei  bn'^M'ianten  t:leichen  Grades,  so  he/.eiehnet  man  auch 
A  -t-  ji  B  als  eine  Invariante,  wo  irsicnd  eine  Zal)l  sein  kann. 
f..  B.  auch  =  71.  In  Wirkliehkeil  operirt  man  aber  in  allen 
Füllen,  wo  man  einen  solchen  Parameter  specialisirt,  nur  mit 
rationalen  Zahlen,  und  es  wird  sich  auch  niemals  ein  BedUrfniss 
herausstellen  können ,  in  der  Theorie  der  rationalen,  bezüglich 
algebraischen  Invarianteo  andere  als  rationale,  l>ezUgtich  alge- 
braische Zahlen  zu  gebrauchen i).  Es  scheint  mir  gut,  dio 
Bestimmung  der  GrOssengebietc ,  in  welchen  man  sich  be- 
wegt, auch  sogleich  mit  In  den  Begriff  der  Invariante  aufsu- 
nehmen. 


1;  Vgl.  KROicECtKR,  Cirundzüge  einor  arithmetischen  Tlioorio  der  alpo- 
bratsclien  Hrfisson.  Frstsrlnift,  Hcrlm  §     .S.  7.  Die  in  ilioscm  Werke 

ni«'<l(M'_'("!<'f;tcMi  hlrcii  sind  fur  die  ^nii/-'  'it "-tallunfider  naclihor  ;nifzu<tellen- 
dcn  drundbegrifTe  massgebend  gewe.son;  auch  habe  ich  mich  der  in  dcm> 
«elbeo  angc wendeten  Teminologie  im  Weseollidken  angeschlossen. 
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Ich  will  nun  versuehen,  ein  System  von  BegriflfelnldDDgeii 
za  entwickeln,  welobeB  den  genannten  BedürlDisseD  Rechnung 
trflgt,  und  Bich  auch  auf  irrationale  Invarianten  erstreckt.  Um 
jedoch  dem  ganzen  Gebäude  die  nOthige  Einfachheit  zu  wahren, 
und  seinen  Plan  besser  hervortreten  zu  lassen,  gebe  ich  die  auf- 
zustellenden Begriffe  nicht  sogleich  in  ihrer  grüssten  Allgemein- 
heit, und  auch  nicht  genau  in  der  Form,  in  wetoher  sie  spater 
verwendet  werden  sollen.  Alle  Definitionen  sind  daher  so  «u 
verstehen,  dass  nachträgliche,  besonderen  BedUrfiiisseD  ent- 
sprechende Erweiterungen  vorbehalten  bleiben. 

Wenn  im  Folgenden  von  einer  nlmearen  Tran$formaiionm 
schlechtweg  die  Rede  ist,  so  ist  damit  immer  eine  sol«^  von  der 
Determinante  Eins  gemeint.  Eine  lineare  Transformation,  deren 
Determinante  einen  unbestimmt  gelassenen  Werth  hat,  wird  als 
eine  •  allgemeine  Uneare  Transformatümt  bezeichnet.  Die  Goef'- 
ficienten  der  Transformation  werden  im  letzteren  Falle  als  völlig 
unbesfimmteVerilnderliche*)ge(kicht,ebensoal>erauchimersleren, 
mit  Ausnahüie  der  einen  angegebenen  HcschrHnkung.  Es  ver- 
steht sich  von  selbst,  und  wird  im  Folgenden  nicht  wieder  her- 
vorgehoben, dass  bei  Ausführung  einer  linearen  Transformation 
die  Coefficienten  der  Transformalion  immer  als  rational  bekannte 
Grüsseu  auzusohen  sind. 

nlnvarianleitf((/i'nsr/uilln  (in  derGnippe  aller  linearen  Trans- 
formationen; heisst  die  Eigenschaft  einer  l'iiniMion  der  Coeflici- 
enten  iiluchraischer  Formen,  sich  nach  Ati^liili: um-  einei-  linearen 
Transformation  (von  der  Determinante  Liui»)  unverändert  z.u  i  i— 
proiiuciren. 

Ich  l>eL:inne  mit  der  L'nigrenzuiii^  urs.  luj  die  Theorie  der 
invarianten  nai in  liehen  Hationatitütsbereichea ,  welchem  alle  in 
ihr  zu  untersuchenden  Grössongattungen  entstammen. 

Gebiet  I.  ( Sfftfnrnhtreich ).  Als  l  altunal  bvkunul  auyeschen  wird 
eine  jede  ijanze  )-(iii(>nale  Function^)  t/e?'  Coef/inrnfen  einer  od/i' 
mehrerer  aUjehraisdwr  Formen  und  gewisser^  tn  jedem  Falle  aus- 

!  liic  l'KihlciiH'.  imt  welchen  sich  die  im  (in)iut( nUwunc  li«'schHfligl, 
geben  Uli  Ailj^cuieiueu  keine  Veranlassung,  die  liansiormaliunen  inU  ralio- 
o«len  ZahlencoefAcienteii  auszuzeichnen.  Dieselbon  besitzen  auch  geome- 
triach  nicbls  Ausgezeicbneles. 

t]  leb  bediene  mich  des  Auadruckes  »Function«  atatt  dea nn  sich  be- 
zeichnenderen Wortes  «Form«,  um  Veru'eciii>elungcn  vorzubeugen. 
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driicklich  zu  (tdjmiffir ender  PnKUNt  h  rsystetne,  tveh  he  m  den  Co- 
efftcienten  if'ilcri'inzt'lnf'n  Form  und  den  Parnmptt'rn  jedes  einzelnen 
Systems  ho/uin/en  ist,  und  als  Coefficienlen  nur  positireoder  negative 
(junze  Zaliien  hat.  Die  Coefficienten  det'  yeyebenen  Formen  werden 
(Uibei  als  vifllif/  utibesfimmfe  Grössen  qednrht. 

Anmerkung,  ünler  den  FiinriioniMi  dos  (iehiclos  I  worden 
in  bekannter  Weise  die  ganzen  Zahlen  und  dio  iid  jungirten  Pa- 
rameter mit  einhepriffen.  Sie  sind  homogene  FunclioneD  vom 
Gr«de  Null  in  allen  Coefficientensvstenien. 

Def.  I.  vGauze  Invarianten  heisst  jede  Function  des  Gebietes  /, 
welche  die  Invarianteneigenschaß  besiUL 

«Gan2e  Covariante*  gegebener  Formen  heisst  jede  ganze 
Ift  Variante  in  dem  simultanen  System  derselben  und  gewisser, 
einem  jeden  Systeme  hinzuzufügender  linearer  Formen, 

Zusatz  4,  9 Eine  ganze  Invariante«  ist  nach  I)ef.  I  auch  jede 
f;anze  Zahl ,  sowie  jede  ganze  ganzzahlige  homogene  Function 
der  adjungirten  Parameter.  Doch  wird  man  diese  in  der  Regel 
nicht  als  »Invarianten«  bezeichnen,  sondern  dies  Wort  für  die 
Functionen  mit  Invarianteneigenschaft  vorbehalten,  welche  wirk- 
lich Coefficienten  algebraischer  Formen  enthalten.  Man  betrachtet 
es  dann  als  selbstverstUndlich,  dass  jene  Constanten  einem  jeden 
System  von  Invarianten  binzugefllgt  werden. 

Zusatz  2.  Der  BeurilV  der  »tianzcn  Covarianle"  ist  nach 
l)ef.  I  kein  völlig  bestimmter,  sondern  liilntil  von  der  Zahl  und 
Art  der  dem  betrcllendon  S\  sieriH'  hiiizuiieruylen  linearen  Formen 
ab.  Welche  Formen  zu  adjuni;irtMi  sind,  darüber  wird  das  jedes- 
malige Bedtlrfniss  entscheiden.  Dio  Notliwondiiik^nt .  ü])orhiiiipt 
neben  dem  illr  licr  Invariante  (len(l(M'Cü\a]"i;ni(c<MnzufüJn-cn, 
liegt  darin,  dass  iirw is.se  Grundprobleme  aus  dem  (ieluete  eim  s 
Systems  von  Formen  nicht  durch  Betrachtuni:  dei"  «Invarianten« 
des  Systems  allein  erlediijt  v\  erden  können.  Fhen  dieser  Umstand 
weist  alter  auch  auf  eine  Begrenzung  in  dei"  Zahl  der  zu  adjun- 
iiirenden  linearen  Formen  hin.  Für  die  uioiöleii  Zwecke  iienili:t 

•  •  ^ 

e.s  l>ekannlHcli,  im  (johiete  Stuft;  n  —  I  Systeme  solcher 
Formen  einzuführen,  welche  bezüglich  4 .  5.  ...  x  —  1 

Formen  enthidten;  wobei  die  CoeffieTonlon  des  z'*°S\sieins  wwv 
zu  den  /.-reiliia;en  Detern)inant(>n  veriuinden  .lufti-elen,  weiche 
man  der  aus  ümen  «»ebildeten  Matrix  enluehinen  kann.  Man  wird 
daher  für  {zcuuhnlich  den  Begrill  dei"  ^njanzen  Cocarnuite'i  im 
engeren  6tnne  nur  für  die  simultanen  Invarianten  der  gegebenen 
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Grundformen  mit  jenen  Systemen  linearer  Formen  L'obrjuichen, 
und  ilii.  wo  besondere  Zwecke  die Herbcizichuni^vveilertT  linearer 
FornuMi  erfordern,  dies  ausdrücklii'h  feslsoizt-n. 

Zusatz  .T.  liiHc  (jnnze  Coranunte  rom  (ivtide  .\uU  in  den 
Coefficienlcn  der  ycyebeimn  Grunäf'onnen  heissl  »yansc  idenUschc 
Covarianlea. 

/usdtz  Krselzt  man  in  einer  Gi'undfonii  dir  in  ihr  aiif- 
ti  «'l(Mu!(*n  Vi'r.inih  rliclien-Heilien  in  geeigneter  Weise  durch  die 
(iopItk  icMUen  el)en  so  vieler  linearer  Formen,  so  erhält  man  be- 
kaiinllich  tianze  Invarianten  des  sirtmltanen  Systems  der  Griuul- 
form  und  dieser  linearen  Formen.  Wir  wollen  nun  festsetzeti^ 
dass  dies  immer  (jrschehen  soll,  so  dass  also  nunmehr  die  (iruntl- 
formen  selbst  unter  den  Beyriff  der  Invurimtfrn,  bezüglich  Co- 
varianten  fallen.  Die  ursprünglichen  VeränderUdim  kommen  durch 
diesen  Schritt  aus  der  Theorie  der  Invarianten  yanz  in  Wegfall, 
und  behalten  nur  noch  eine  zur  Beyrijfsbilduny  dienende,  ver* 
mitlelnde  Holle  An  ihre  Stelle  treten  jene  Hnenren  Formen, 
deren  Syslciiic  (vgl.  Zusatz  ?|  wir  jetzt .  ohne  Missdeutuugeri 
ftlrcblen  tu  müssen,  als  »Veränderliche <t  bezeichnen  dürfen^. 
Damit  sotl  natürlich  nicht  gesagt  seiD,  dass  diese  Formen  etwas 
Anderes  wiiren,  als  die  Grundfnrnien  selbst;  es  wird  durch  das 
Woi't  nur  ihre  Steliung  in  der  Theorie  jener  Grundfonuen  be- 
zeichnet. 

Zusatz  5.  Darin,  dass  wir  in  der  Dettnition  des  Staniiube- 
reiches  festgesetzt  haben,  dass  die  Coefßcienten  der  gegebenen 
Formen  als  völlig  unbestimmte  Grössen  gedacht  werden  sollen, 

i]  Vgl.  Kronecker,  a.  a.  0.  S.  95. 

i)  Im  lernären  Gebiete  z.  B.  wird  es  nach  dieser  Deflnitton  swel  Arien 

von  BVcr^ndei-iiclu'ti«  f^*'hoii.  Eine  erste  Art  voo  »Verftnderlichen«  bestellt 
aus  dem  Inhi^crifl  aller  Coffficienlen  einer  linoarfn  Form,  welche  gleiih 
Null  i;csot/i  cinrn  l'unkl  vorstellt;  eine  »Veränderliche«  der  zweiten  Ar! 
ist  der  inbegriH  aller  Delerminanten,  die  man  der  Malnx  der  Cocfticieoteo 
zweier  VeründerUcheD  der  ersten  Art  enlnebnien  kann.  Diese  Dctcrmi« 
nanten  sind  wieder  Coefficienteo  einer  (»contmgrediettten«)  linearen  Form, 
welclie  eine  Linie  vorstellt.  Im  quatcrnMren  Gebiete  bat  man  drei  wcsenllicli 
vers<  hiodime  Arten  vnn  Veranderlicheno,  enisprechend  den  geometrischen 
Begrdlen  Punkt,  Gerade,  Ebene,  u.  s.  f.  Der  Unterschied  unserer  jetzigen 
Definition  des  Begrilfes  uVerändcrhciie «  von  der  gebrauchlichen,  von  aiir 
noch  Anfang»  benutzten,  liegt  einmal  in  der  Zusammenfassung,  wonach 
ganze  Matrices  von  »Verttnderlicben  der  alteren  Defliiitfoo  jetzt  als  eine 
einzif:e  Veründerücbe  bezeichnet  werden;  dann  aber  vor  Allem  in  ihrer 
Roh.imüiing  bei  linearen  Transformationen,  die  sich  von  der  Babaodlang 
der  lü  uutersucbeuden  tormen  nicht  mehr  uulerscheidet. 
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liegt  bereits,  ilnss  eine  ganze  i:;inzzahlii;e  hoinü^^ene  Function 
dieser  Grössen  nur  dann  nis  eine  »iiiinze  Invariante«  bezeielinet 
werden  darf,  wenn  sie  in  dem  ganzen  (iebiete  ihrer  Artiuniente 
die  Invarianteneigensciiaft  hat.  Eine  ganze  ganxzabiige  Function, 
die  nur  so  lange  die  Invariantoneigenschaft  hal,als  ihre  Argumente 
gewissen  Relationen  genügen,  bezeichnen  wir  nicht  als  eine  »ganze 
Invariante tt,  und  zunächst  Überhaupt  nicht  als  eine  «Invariante«. 

Eine  solche  Function  kann -aber  sehr  wohl  innerhalb  jenes 
Theilgebieles  einer  »ganzen  Invariante«  gleich  sein, 

Gelnel  II.  Hierher  stellen  wir  alle  Functionen,  welche  Quo- 
tienten zweier  Critssen  des  Gebietes  I  sind. 

Def.  JI.  PÜationale  Invarianten  heisst  jede  Function  des  Ge^ 
tnetes  11^  u  eiche  die  Invananteneigenschaß  besitzt. 

n  Rationale  Covariante*  der  gegebenen  Grundformen  heisst 
jede  rationale  Invariante  in  dem  erweiterten  System  der  Grund- 
formen und  der  hinzugefügten  tVerändertichenu^  welche  in  Bezug 
anf  die  Coefficienten  der  letzteren  eine  ganze  Function  ist. 

Die  Theorie  dieser  rationalen  Invarianten  und  C«ovarianten 
Itfsst  sich  ohne  Weiteres  anf  die  der  ganien  Invarianten  und 
Ciovarianten  zurttck  führen : 

JLehrsatz»  Jede  rationale  Invariante  ist  der  Quotient  zweier 
ganzer  hwarianten ;  jede  raUonate  Covariante  ist  der  Quotient 
einer  ganzen  Covariante  und  einer  ganzen  Invariante, 

Bei  dem  Beweise  dieser  Behauptung  dttrfen  wir  uns  auf 
den  ersten  Fall  iMsclurttnken,  da  dieser  den  anderen  mit  um- 
spannt. 

Es  seien  ,  6^ , ...  die  Goefifioienten  der  gegebenen  Formen, 
u/,  0^%  ...  die  entsprechenden  Coefßcienten  der  transfonnirten 
Formen,  also  homogene  lineare  Functionen  besOglich  der 
Nehmen  wir  nun  an,  dass  die  su  untersuchende  Function  als 
ein  Bruch  dargestellt  ist ,  dessen  Zahler  /  [a^ ,  6^ ,  ...  1  und 
Nenner  (p^a^,  6^.  ...  )  dem  Stamrobereiche  angehören,  und  in 
diesem  keinen  gctueinsamen  Theiler  haben.  Ks  ist  dann  nach 
Voraussetsung 

h\  .  . .  )  _  h,  ...  ) 

f/)(a',  6',  ...  ;  "  (p[a,  6,7..  )  ' 
wofür  wir  auch  schreiben  küunen  : 
f(a\  h\  . . . )  .  tp{a,      . . .  ) 
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Nun  steht  rechts  eine  gsDte  FuociioD,  welche  in  den  Argument- 
reihen  ,  6^ ,  ...  homogen  ist,  alsoaueh  links.  D«  9Yierf{a\b\  ...) 
und  fp{a\  //,  . . . )  keinen  gemeinsamen  Tbeiler  liaben,  so  müssen 
(fn\  b\  . . . )  und  (p(a,  b,  ...)  einen  solchen  besitzen,  und  zwar 
in  der  Function  (p[a\  b\  . . .)  selbst.  Es  ist  also  «ier  Quotient 
fp[n\  b\  ...  )  :  f/)(«,  6,  ...  )  eine  Constanle  in  Bezug  auf  die 
.\rjiumenle  u.  b,  .  .  .  Hit  rnus  al)er  folfit,  dass  er  eii)e  Potenz 
der  Trnnsforiiialionsilc'lormiiKiiUe,  und  mithin  der  i^inlieit  tsleicb 
ist.  Es  siud  also  die  Funelionen  (/  und  /  ganze  Invarianten. 
Wesenllicii  lür  dies(>  Sehlussweisc  i55t.  dass  die  Ariiiiinente 
)  öjj,  ...  entweder  von  einimdL»  uuil »liHngif;  .sind,  wie  wir 
es  in  der  Definition  des  Stammbereiches  vormsgesetzt  iialuMi. 
üiler  doch,  dass  zwiselien  ihnen  höchstens  soleiie  aigebraisefie 
Helationen  bestehen,  deren  Grad  höher  ist,  als  der  des  Pro- 
ductes  /  .  </p. 

Zusatz.  In  viei<"n  Füllen  isi  «  s  nützlich,  für  soiclie  ralion.i l«- 
Invarianten,  die  nicht  zugieicli  i^anze  Invarianten  sind,  eine 
kurze  Hezeiehnuug  zu  haben.  Ich  nenne  sie  yujcbrochme  hwa- 
rianlen».  Eine  iiehrochene  Invariante  kann  einer  ganzen  Inva- 
riante oder  Uberlianpt  einer  Function  des  Gebietes  I  höchstens 
in  einem  Theile  des  Gebietes  ihrer  Argumente  gleich  sein. 

Zu  den  gebrochenen  Invarianten  gehören  insbesondere  die 
iKtbsoluten  Invarianten  9^  zu  welchen  wir  auch  die  sogenannten 
n absoluten  Covarianten«  zählen  wollen.  Sie  sind  rationale  In- 
varianten, welche  in  den  Goeftidenten  jeder  betbeiligten  Grund- 
form den  Grad  -Null  haben. 

Gebiet  III.    Hierher  stellen  wir-  jede  (janze  algebraisdte  , 
Function  der  Grössen  des  Gebietes  I,  toeicke  in  den  Coefficienten 
jeder  einzelnen  Grundform^  und  in  den  l\irametem  eines  jeden  ad- 
jungirten  Parametersystems  homogen  ist 

Anmerkung.  Uazu  ist  nothwendig,  dass  die  Grade  der  Coef- 
ficienten  der  algebraischen  Gleichung,  durch  welche  die  ganxe 
algebraische  Function  definirt  wM,  in  Besug  auf  die  Goeffieienten 
jeder  einzelnen  Grundform  und  die  Parameter  jedes  einzelnen 
Systems  eine  arithmetische  Reihe  bilden ;  sofern  man  nämlich  diesen 
Begriff  so  weit  fasst,  dass  er  auch  die  fortgesetzte  Wiederholung 
einer  und  derselben  Zahl  unter  sich  begreift. 

Das  Intervall  einer  solchen  anthmctisehen  Reihe  ist  der  Grad 
der  homogenen  Function,  und  ist  nolhweudig  eine  ralionaieZahl. 
Ist  dasselbe  nicht  zugleich  eine  ganze  Zahl,  so  versteht  es  sich 
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von  selbst,  dass  ein  jeder  Coeftieient  den  Werth  Null  bat,  auf. 
welchen  eine  gebrochene  Gradzahl  fällt. 

Def,  IIL  i^Ganze  alr/ehraische  Invariante  <n  heissl  jede  Function 
des  Gebietes  III,  welche  die  Invarianteneigensd^i^  hesitsU. 

wGanze  algebraische  Covarianlevi  der  gegebenen  Grundformen 
heisstjedeganxe  algebr<Usdie  Invariante  m  dem  erweiterten  System 
der  Grundformen  und  der  hinzugefügten  »VerOnderlkhen*,  weldie 
in  Bezug  auf  die  Coefficienten  der  letzteren  eine  ganze  Function  ist 

Von  ihnen  gilt  der  leicht  tut  erweisende 

Lehrsatz:  Die  Coefficienten  der  algebraischen  Gleichung^ 
durch  welche  eine  ganze  algebraische  Invariante  oder  Covariante 
definirt  tvird^  sind  ganze  Invarianten,  bezüglich  Covarianten. 

Zusatz.  Eine  canze  algebraische  Inviiri.-mtL»  oder  Covariante, 
welche  nicht  zugleich  eine  ganze  Invariante  oder  Covnrianle  ist, 
heisst  )urr(itiunal'^.  Line  irrationale  ganze  Invariante  kann  als 
Functioi^  <ler  Goeihcieulea  der  an  ihrer  Bildung  betheiiiglen 
Grundlormen  belraehtef  höchstens  in  einem  Theile  des  Gebietes 
ihrer  ArguH^ente  einer  {ganzen  InvariaptOi  oder  überhaupt  einer 
Function  des  (lebieles  i  gleich  sein. 

Ist  die  algebraische  Gleichung,  welcher  eine  ganze  irrationale 
lovariante  genügt,  im  Gebiete  I  unzerlegbar (irreducibel),  so  heisst 
die  Invariante  selbst  9unzer legbar n.  Eine  unzerlegbare  Invari- 
ante kann  höchstens  in  einem  Theile  des  Gebietes  ihrer  Argu- 
mente einer  zerlegbaren  Invariante,  oder  überhaupt  einer  zer- 
legbaren Function  des  Gebietes  III  gleich  sein. 

Der  aufgestellte  Lehrsatz  ist  hinsichtlich  der  Invarianten 
einer  Umkehrung  f^hig,  nicht  aber  hinsichtlich  der  Covarianten. 

Gebiet  IV.  Hierher  stellen  wir  jede  ganze  alg^aische  Func- 
tion der  Grössen  des  GebiHes  II  (oder  was  dasselbe  »I,  jede  al* 
gebraische  Function  der  Grossen  des  StamnAereiches)^  welche  in  den 
Coefficienten  jeder  einzelnen  Grundform,  und  m  den  Parametern 
eines  jeden  adjungirten  Parametersystems  homogen  ist 

Anmerkung,  lieber  die  Beschaffenheit  der  Gleichu  ng,  welcher 
eine  solche  Function  genügt,  ist  dasselbe  zu  sagen,  wie  in  der 
Anmerkung  zur  Definition  des  Gebietes  III. 

Definition  IV.  n  Algebraische  Invarianten  heisst  jede  Function 
des  Gebietes  7F,  welche  die  Invarianteneigenschaft  besitzt. 

»Algebraische  Covariante  der  gegebenen  Grundformen  heisst 
jede  aigäfraische  Invariante  in  dem  erweiterten  System  der  Grund- 

]l»a.-pb7i.  ClMM.  t8S7.  10 
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formen  und  der  hinzur^efügtcn  nVeranderlichcnv  ^  welche  in  Beäug 
auf  die  Coefficienten  der  letzteren  eine  ganze  Functton  ist. 

Lehrsatz.  Die  CoeffieJenien  der  algebraischen  Gleichung^ 
durch  welche  eine  algebraische  Invariante  oder  Cotforianie  äefmrl 
wit%  sind  rationale  Invarianten^  bezüglich  Covarianten. 

Zl/aalx,  IsX  eine  algebraische  InvariaiKe  oder  Govariaote 
Dicht  zugleich  eioe  gante  algebraische  Invariante  oder  Govarianle» 
80  beisat  sie  > gebrodien  c.  Ist  sie  nicht  xugleieh  eine  rationale  In  va^ 
riante,  so  heisst  sie  »irroHanalv,  Ist  die  Gleichung,  durch  welche 
sie  definirtwirdi  im  Gebiete  II  unzerlegbar,  so  beistauch  die  Inva- 
riante «Ufu«r2ejr6ar«.  Eine  gebrochene  —  irrationale — unzerleg- 
bare Invariante  kann  höchstens  in  einem  Theile  des  Gebietes  ihrer 
Argumente  einer  ganzen  —  rationalen  —  zerlegbaren  Invariante 
gleich  sein. 

Ich  glaube  hiermit  zu  einem  folgerichtigen  System  von 
scharfen  Begriffen  gelangt  zu  sein.  Wie  man  sieht,  ist  der  Fort- 
schritt vom  Begriffe  der  ganzen  Invariante  zu  dem  der  rationalen 
und  ganzen  algebraischen  Invariante,  und  von  diesen  wieder  zum 
Begriffe  der  allgemeineo  algebraischen  Invariante  genau  ent- 
sprechend dem  Fortschritte  der  Arithmetik  von  den  ganzen 
Zahlen  zu  den  rationalen  und  ganzen  algebraischen  Zahlen, 
und  wieder  von  diesen  zu  den  allgemeinen  algebraischen  Zahlen. 
Jeder  Begrilf  der  ersten  Reihe  fasst,  in  seiner  weitesten  Bedeu- 
tili»!:  t:enoniri)en,  den  entsprechenden  Begriff  der  zweiten  Reihe 
unter  sieb.  Allerdings  werden  wir  soi;leieh  sehen,  dass  diese  Um- 
grenzung derCirundbegriÜ'e  nieht  vullstandig  der  Natur  (lerProl>- 
leme  entsprirht.  welche  die  Invariantentheorie  sieh  stellt.  Gleich- 
wohl h.ihr  clii^eLrlaubtjimlntercssegrossererKlarhcitbeiderersten 
Begrilliiilduui;  diese  Art  der  Systematik  beibehaltenzu  müssen. 

Die  AhMndonins,  welche  wir  nun  naehtrilglich  in  der  Um- 
grenzuni;  des  InvariantenheL'rifTes  vornehmen  wollen,  betriflH 
nur  einen  ilntereeordneten  l'iinkl. 

Man  achtet  in  der  Theorie  der  Invarianten  nur  auf  solche 
Kigensehallen  alpebrnischer  Formen,  welche  dadureh  nicht  zer- 
stört werden,  dass  man  die  (loefficienten  einer  jeden  Form  mit 
je  einer  beliebicon  Zahl  niuitiplicirt.  Es  ist  daher  nur  untur- 
gemäss,  7.s\  v\  Formen,  die  sich  niirnni  einen  Zahlenfaetor  unter- 
scheiden, als  gleichwerthig  (Mquivaient)  zu  betrachten.  Damit 
aber  dies  möglich  sei,  ist  es  nothwendig,  die  i>ehnitaon  der 
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•giDieB  invarfamen«  sa  elDEuriehteo,  dass  jede  ganse  Invarianle 
der  einea  iren  awet  gleichwerthigen  Ponnen  zugleich  als  eine 
9  gaate  InyariaDte«  der  andereo  beseicbvei  werden  kann.  Dazu 
lat  aber  erforderliabi  deo  firüeaen  des  Staaunbereiebes  die 
raiioiialeii  Zahlen  zu  adjungiren. 

Wir  setzen  also  fest,  dnss  nunmehr  im  Gebiete  I  auch  ra/w- 
naUi  nicht  gaii:ie  Zahlm  :;iu(jelasse)i  n-erilm  snilen. 

Dadurch  verschiebt  sich  die  Deliiiiliüa  der  ganzen  Invari- 
anlen,  und  in  l  (  lue  der  it  hzc itii:  abjieänderten  Umgrenzung 
des  (iebietes  ill  auch  die  dor  uanzen  algebraischen  Invarianten 
in  etwas:  Zu  den  ersteren  gehören  jetzt  auch  alle  rationalen 
Zahlen,  zu  den  letsteren  alle  algebraischen  Zahlen  überhaupt. 
Für  die  im  neuen  Sinne  »gamen«  Invarianten  und  Govarianten, 
bei  weleben  also  auch  ein  ganzzahliger  Nenner  zugelassen  wird, 
werden  wir  auch  die  Worte  tInmriantB€  und  ^Covariüntett  ebne 
beatimmendea  Beiwort  gebrauofaeA. 

DassdievorgenonMBMneErwelterangdesStammbereiebeseme 
Unwesen  tUcbeist,  liegt  darin,  dassesmögliohistJedeGrOsse  des  er- 
weiterten Bereiriies  dureh  MulUplieation  mit  einer  gansen  ZabI  in 
eine  Griese  des  ursprüDgliohen  Bereiebes  ttliersulafareii.  Ganz  an« 
ders  wurde  die  Sache  Hegen,  wollten  wir  auch  irrationale  algel^ra* 
ische  Zahlen  zulassen.  Dadurch  würden  wesentlich  neue  Grössen 
eniNielien,die/iK///durchMuitiplicationmite!nerali»el)raischenZahl 
inGrö8sendesurspiüri:lichenBereichesverw;iudek  werden  kmmen, 
Algehraische  lo Varianten,  deren  Quoiient  überhaupt  irueud 
eine  (algebraische)  Zahl  ist,  bezeiehneo  wir  als  »proporliotioiit. 

3. 

Es  wird  sich  nun  darum  handeln,  zu  uniersuchen ,  in  wieweit 
das  Grttsscngebiel.  weiches  durch  unseren  Invarianlenhegriff  um- 
spannt wird,  sich  mit  dem  Gebiete  deckt,  in  weichem  sich  der 
seither  übliche Begrifi*  der  Invariante  bewegt.  Denn  davon  hüngt 
es  ab,  ob  die  neue  Deßnition  der  Invariante  ebensowohl  als  eine 
Grundlage  fUr  die  bis  jetzt  entwickelte  Invariantentheorie  wird 
dienen  ki^nnen,  wie  die  altere.  Dass  dies  nun  tbatsachÜGb  der 
Fall  iaiy  berubi  auf  den  folgenden  beiden  Sataen: 

4)  H^ivfe^  man  wuf  eine  alg^aitche  Invariante  eine  alige* 
atme  lineare  Tranefornumen  an,  so  reprodudrl  sieh  diesdke  mit 
eiagm  Faktor^  welcher  eine  Petent  der  Transfermaiümsdeienan* 
nmUe  mit  ratumaUm  Exponenten  isL  Und  »war  ist  dieter  Easpo^ 
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nent  eine  positive  Zahl,  wenn  die  Invariante  insbesondere  eine 
yanze  algebraische  Invariante  ist;  er  Ut  eine  gan^e  Zahlf  toea^ 
Sie  eine  rationale  Invariante  ist, 

2)  Wenn  eine  Function  des  Gebietes  IV  dis  Eigmmhafl  besitBi, 
nach  Ausführung  einer  allgemeinen  Imwrea  Trmufirtrmaikm  nck 
-mü  0inem  Factor  ssu  nproduciren^  der  nur  von  den  Constan^  der 
Tramfarmation  ojbhängtf  so  i$i  diesetbeemeoigelnwcliehivairiaiUe* 

Eine  Funclioii  des  Gebietes  IV  ist  iiacii  ihrer  Definition  die 
Wuriel  einer  algebraischen  Gleicbbng,  deren  Goefi&»ienten  dem 
Gebiete  I  aDgehOren*  Diese  Gceffidenten  müssen  nun  offen- 
bar einieln  die  in  Sats  S)  vorausgesetete  Eigenschaft  besitseii, 
Pttr  solche  Functionen  gilt  aber  bekanntlieh  der  Sets,  dass  det 
Factor^  welchen  sie  annehmen,  eine  ganse  positive  POtens  der 
Transformationsdeterminanto  isU  Nehmen  wir  diese  gleich 
Eins,  so  folgt,  dass  jeder  Goeffident  unserer  Gleidiung  eine 
ganse  Invariante  ist,  die  Wursel  der  Gleichung  also  eine  alge- 
braische Invariante.  Dies  ist  das  Theorem  9)» 

Nehmen  wir  uinE;ekehrt  zunächst  liiie  sanze  hi Variante, 
und  wenden  auf  sie  eine  allgemeine  lineare  Transformation  an. 
Dann  können  wir  statt  dessen  ebensowoiii  zwei  Trausfoniialio- 
nen  hinter  einander  ausftlbren,  von  welchen  die  erste  die  Deter- 
minante Eins  bat.  die  andere  aber  darin  besteht,  dass  man  alle 
VerJtntltjr liehen  (das  Wort  in  seinem  ursprünglichen  Sinne 
genommen)  mit  einem  und  demselben  Factor  r  inultiplicirt. 
Die  Delermiiiante  der  zusammengesetzten  Transformation  wird 
dann  eine  Polenz  von  / .  die  Grösse  r  selbst  also  eine  Funclioo 
der  Coeflicienien  der  zusammeni^esetzlen  Transfumiation.  Die 
gegebene  ganze  Invariante  bleibt  nun  bei  der  ersten  Transfor- 
mation überhaupt  untieiindert .  bei  der  zweiten  nimmt  sie  \\  t  l;-  n 
ihrer  llumoeeneiliU  eine  i'oUnz  von  ?' als  Factor  an;  sie  erhiilt 
also  bei  einer  allgemeinen  linearen  Transformation  einen  Factor, 
der  eine  Function  der  Transformationscoefficienten  allein,  und 
miliini  eine  unr\7v  positive  Potenz  der  Transformalionsdetermi- 
nanie  ist.  liiermit  ist  das  Theorem  1)  /nnachst  für  den  ein- 
fachsten Fall  der  ganzen  hnarianlcn  erwiesen.  Darauf  iHsst 
sich  aber  der  allgemeinere  Fall  sofort  zurückführen.  Eine  t;anzo 
Invariante  nimmt  nämlich  als  Factor  eine  Polenz  der  Transfer- 
mationsdeterniinaiite  an,  deren  l'^xponent  leicht  anzup:eben  ist. 
Derselbe  hHniii  nur  von  den  (iradzalilen  der  Invariante  in  den 
Coelficienleo  der  betheiiigten  Formen  ab,  and  ist  eine  lineare 
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FnDeilon  dieaer  Gradialilen  mit  positiven  rationalea  Zahlen- 
coefficienten.  Wenn  also  die  aämintliohenQrBdzablen  ei&er  Reihe 
von  IfiTvrianteD  je  eine  aritbiDetisdie  Reihe  bildeD,  so  werden 
amehdie  sugehorigen  Exponenten  eine  aritfameUscbe  Reihe  bilden; 
mmä  wenn  alle  jene  Reihen  poeitive  Intervalle  haben,  so  wird  euch 
die  leis^  Reihe  ein  eolohes  beatten.  Es  werden  also  Insbesendere 
aodi  diejenigen  Exponenten  eine  arithmetische  Reihe  bilden, 
welehe  zn  den  Goefficientender  algebralsehen  GleiohuDg  gebUren, 
deren  Wnnel  eine  algebraische  Invariante  ist.  Daraus  aber  folgt 
sofort,  dass  diese  seilet  eioe,  im  Allgemeinen  gebrochene  Potenz 
derTransformalionsdeterminante  als  Factor  orhiill.  Wcinn  der  Kx- 
poneDtderleUteren  insbesondere  eineganzeoder  eine  positive  Zahl 
isl,  entscheidet  man  n  ich  dem  Gesagten  ebenfalls  ohneWeileres 

Betrachtet  man  die  Theoreme  1)  und  2)  nu  i  i  n  >o  we  i  t  sie  sich  auf 
^anie  Invarianten  bezichen,  soerkenntman  in  ihnen  eine  formale, 
in  elwos  einlest  In  .inkter  Form  wiederaegebene  Abänderung  des 
auch  st'iüier  in  der  i/nindlfgiinu;  der  Invarianlenlhe« m  ic  veiwen- 
deteu  Theorems.  Darin  iwu.i,  dass  der  von  uns  ernizelilhrle  Inva- 
nanioQbegriü  sieh  inhaltiicb  mit  dem  üblichen  Begrill'  der  In  va- 
riantedeckt, abgesehen  natürlich  von  der  £isschränkung,diedurch 
die  engere  Umgrenzung  des  Kreises  der  zu  betrachtenden  Funo~ 
tionen  herbeigeführt  wird.  Diese  Einschränkung  des  BegritTes  be- 
deutet aber,  wiesobonangedentet,  71 /c/i /  zugleioh eine  Beschränkung 
des  Stoffes  der  Invariantentbeorie.  Es  werden  daher  auf  Grund 
des  nenen  inirariantenbegriffes  dieselben  Satse  ausgesproehen 
werden  kl^nnen,  wie  bisher,  mit  geringen  formalen  Abänderungen. 

Die  von  uns  »algebraische  In  vnrinnten  et  genanntenFuDctionen 
oder  Formen  bilden  im  Reiche  aller  algebraischen  Grössen  ein 
^beschlossenes  Gebiet  für  sich,  welches  durch  seiue  zahlreichen 
und  wichtigen  Verbindungen  mit  anderen  Zweigen  der  Mathe- 
malih  eine  erhtfhte  Bedeutung  gewinnt.  Wie  man  nun  die  Por* 
derung  stellen  muss^  die  Eigenschaften  eines  jeden  Rationalitätsbe- 
reiches  durch  Operationen  kennen  zu  lernen,  welche  ganx  innerhaßf 
dieses  Bereidus  verlauf so  ist  es  oticft  wünsdienswerlh^  die  6e* 
sonderen  Eigenschaften  eines  überhaupt  irgendwie  nat&rlidt  abge- 

41  Es  wird  wohl  in  allen  Fällen  aasreichen,  solche  algebraische  Inva- 
rianten zu  botrachtrn.  woI'^Ih«  ifi  (1f»n  Coefficionten aller belheiliglen  Formen 
einen  po$itiven  Grad  hnben,  und  in  FoIlio  des!»eii  auch  bei  einer  allgemeinen 
liDcaren  Transforcnütiou  oine  pusiUve  i'otcAZ  der  Transformationsdeter- 
minante  als  Factor  annehmen. 
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gretiMten  Grössengebietes  auf  Wegen  %h  ttfortchm^  wikke  dm 
Gr^zen  desselben  niemaU  überschreiten. 

Dies  leistel  in  unaerem  Faüe  die  sogenannte  symbfdimhe 
Melkoäti  Denn  es  wird  tunllcfasl  donsh  die  anlgeMellteii  SiUe 
die  Theorie  der  irrationalen  und  gebroohenen  InYarianten  tmi 
die  der  ganien  inrttokgefnhrt.  Pttr  diese  aber  besteht  efslens 
der  bei  unserer  Umgreacung  der  Grundbegriffio  keiner  Ein* 
sebrttnknng  mehr  unterworfene  Sats: 

Jede  gange  hivarmtue  ut  Bi^mbolisdi  darsUübar^  und  umge- 
kehrt isi  jeder  (allseitig  homogene}  symbeUtehe  Ämdruck  eme 
gnnjge  htvariante» 

Ferner  haben  Gortjaw  für  binäre  und  der  Verfasser  für 
lernöre  Formen  «zezeiet^^.  dass  man  durch  Rechnen  mit  den  so- 
genannten  symbolischen  Identilälen  auch  alle Relatiottcn  erhaltcu 
kann,  welche  zwischen  ganzen  Invarianten  bestehen.  Eine  jede 
solche  Relation  stellt  sich  nothwendig  dar  .als  eine  gan^e,  sjanr- 
zahlfge  Function  von  Invarianten,  welche  identisch  den  Werth 
Null  hat.  Diese  Eigenschaft  der  betreffenden  Function  kaon 
aber  nur  dadurch  sichtbar  cemachf  weiden,  dass  man  die  In- 
Varianten  in  ihre  Beslandtheile  zerlegt,  und  damit  das  Gebiet 
der  Invarianten  verlässt.  Bei  der  symbolischen  Betrachtuogs- 
weise  nun  hann  man  diesen  liebelst  and  dadurch  vermeiden,  das:^ 
man  eine  gewisse,  endliehe  Zahl  solcher  Relationen  adjungtrt.  Mit 
Hülfe  dieser  kann  man  dann  zu  allen  übrigenRelationen gelangen, 
ohne  aus  dem  Qd»ieie  der  Invarianten  heranstretentu  mtasen'). 

4. 

Es  soll  nunmehr  von  einigen  Erweiterungen  des  Invarianteo- 
begriffes  die  Rede  sein,  zu  deren  Einführung  sich  nicht  bei  der 
ersten  Grundlegung,  sondern  erst  bei  weitergehenden  Entwickel- 

uugen  ein  Bedürfniss  herausstellt. 

Wie  in  der  l.iiileitunL;  bonicrktj  \\  ird  es  für  gewisse  Zwecke 
nothwendig,  bcstimuile  Invarianten  einzelner  druntlformen  gleich 
Zahlen  zu  setzen.   Durch  eine  solche  Substitution  veriiereu  ti««? 

1)  GoftBAti,  Vorlesungen  Uber  Invariaitteatheorie,  h«rcaig6g6b«o  tM 
KnsGBKysntKsm  Bd.  II,  Nr.  117.  S»  4SS»  —  »Veber  temllrs  liseir»  Fonnea« 

MaUi.  Ann.  Bd.  X.XX,  S.  120. 

2)  Innerhalb  des  Gebi«'tos  drr  Invnnantcn  üiht  es  wie<)er  nbgcschloss^n'» 
Gebiete,  hinsichtlich  dci  en  nuin  {ilinliolie  Forflorungen  blellen  kann.  Sozucf 
Beispiel  iia  binaren  Gebiete  das  Reich  aller  i-ormcn  gerader  Ordnung,  ferner 
die  einielnea  Fonnensystemet  Hierauf  werde  ich  spiter  ooob  tu^ifariM 
zurückkommeo. 


Digitized  by  Google 


BBGftirV  WE  IhTABUSTB  ALSlBKAttCHini  FoUiBf.   "  IM 

Invarianten,  weiche  die  Goefficienten  jener  Grundformen  enW 
halten,  im  AUgemeiDen  ibre  HomogeDeYtat :  sie  sind  nicht  mehr 
acbtechtweg  homogan,  sondei-n,  wenn  der  Aasdruck  gestattet  ist, 
irar  noch  homogen  modiiio  jener  Invarianten,  die  jetzt  natürlich 
auch  im  NeDoer  zuzulassen  sind.  Wir  werden  auch  diese  BIU 
dungen  noch  unter  dem  Begriffe  der  »Inyarianlenc  sulassen; 
mtsssen  uds  aber  bewusst  bleiben,  dass  wir  damit  jenen  Grund- 
formen eine  ausgezeichnete  Stellung  eingeräumt  baben. 

Femer  wird  es  manchmal  ntttzlich  sein,  auch  noch  In  einer  an- 
deren Richtung  von  der  Forderung  der  Honiogeitiit  abzugehen.  So 
z.  B.,  wenn  man  iiideiTlieorieeinerhinären  hi^uiidratischenForm 
die  Involution  der  Grundform/"  und  ihrerHpssEschonCosarianteÄ 
unter derForni  '/.f  +  A/>  darstellt.  In  snkhenFHlleniiiaihtmanaber 
stillschweigend  den  Vorbehalt,  dass  die  unbeslimuit gelassenen  Pa- 
rametei-  /  und  l  nachträglich  durch  solche  Invarianten  ersetzt 
■werden  sollen,  dassderganzeAusdniekwieder  homogen  wird;  die 
Abweichung  von  der  Homogeneltat  ist  also  hier  nur  scheinbar. 

Eine  weit  wesentlichere  Erweiterung  unseres  Stanimbe- 
reiches  bedeutet  es,  wenn  wir  auf  die  Unabhängigkeit  der  Coef- 
ficienten  der  einzelnen  Grundformen  verzichten,  wie  es  in  vielen 
und  wichtigen  UntersuchuDgen  geschieht.  Doch  werden  sich 
auch  die  Resultate  der  hierdurch  erweiterten  Theorie  in  eine 
solche  Form  kleiden  lassen,  dass  man  den  Bereich  der  Invarianten 
nicht  in  Wirklichkeit  zu  verlassen  braucht.  Die  Ergebnisse  der 
einmal  entwickelten  Theorie  werden  nämlich  nur  durch  solche 
Relationen  zwischen  den  Goeffieienten  der  einzelnen  Grundformen 
abgeändert  werden  können,  welche  sich  durch  gleich  Null  ge- 
setzte Invarianten  oder  Covarianlen  darstellen  lassen.  Man  füge 
nun  dit'  linken  Seiten  jener  Relationen  den  symbolischen  Iden- 
titäten als  neue ifo^/?///?  hinzu,  und  betrachte  nun  stattder  Mooli- 
tiiten  zwisciien  Invarianten  nur  Congruenzen  in  Bezug  aul diese 
Moduln.  Setzt  ntan  diese  cleichNull,  so  verwandeln  sich  die  Con- 
gruenzen in  wirkliche  Gleichungen.  Dabei  kann  es  eintreten, 
dass  eine  algebraische  Invariante  der  gCLiebenen  Grundfonnen 
und  der  hinzuizenommenen  linearen  Formen,  welche  vorhernicht 
die  Eigenschaft  der  Covarianlen  hatte,  nämlich  eine  r^an^c  Function 
der  Goeffieienten  der  letztgenannten  Formen  zu  sein,  nunmehr 
diese  Eigenschaft  erhült.  Wir  werden  auch  noch  solche  Bildungen 
als  i> algebraische  Covarianten«  der  durch  Nuiisetzcn  der  Moduln 
speciaiisirten  Formen  bezeichnen;  und  zwar  je  nach  der  Möglich* 
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keit  ihrer  Darstellung  durch  gebrochene,  rationale,  ganze  oder  ce- 
brochene  irrationale  Invarianten  ebenfalls  als  »i^thiochene  ralio- 
lialci',  bezüglich  »^anze«oder»gebrochene  irrationale«  Co  Varianten. 

Neben  den  Formen,  welche  Veränderliche  eines  einzictenGe- 
biei  es  enthalten,  wird  Ulan  als  gleich  vverthige  Gebilde  auch  loriiieQ 
zu  betrachten  haben,  in  welchen  VerHnderb'che  verschiedener  Ge- 
biete auftreten,  deren  lineare  iraosioruiutionen  von  einander  un- 
abhängig; sind. 

Als  Dim  ariaiUen-i  solcher  Formen  werden  wir  solche  ganze 
rationalzahlige,  allseitig  homogene  Functionen  ihrer  Coefficienten 
bezeichnen,  welche  in  Bezug  auf  die  gleichzeitig  ausgeführten 
Transformationen  siinimt  lieber  Gebiete  die  Invarianteneigenschaft 
hiibrn  jalseCouarm/j/t/iiOsolchpsimuUaMe  In  Varianten  jenerFormen 
mit  linearen  Formen,  w  elche  in  liezug  auf  mindestens  einesjener 
Gebiete  der  Definition  der  Co  Varianten,  in  Bezug  auf  die  anderen 
ßber  der  Delinilion  der  Invarianten  oder  Covarianten  i:Liiugen. 

Unterdie  letzteren  begriÜe  fallt  auch  der  der  )  (^jinltiiianteo. 

Betrachtet  man  eine  Anzahl  von  m  i  ornjen  mit  tl<  nsf  llx  i»  ( )rtl- 
niinuszahlen  a  LsCoefhcienten  einer  linoaren  Form  in  einem  neu  h  in- 
ziizulügeuden  Gebiete  Stufe,  und  bildet  nun  nur  solche  Im  \ 
rianten  und  Covananieii  derneuentsiandenenl'orm.welcheinlie- 
zug  auf  das  letztere  Gebiet  }»K)Sse  Invarianten  sind,  so  heissen  diese 
ToCombiiiantem }ener  ni  Korfnt  n.  Sic  sind  Invarianten  oder  Co\  arian- 
ten,  welche  nicht  von  den  ///Formen  einzeln,  sondern  nur  von  dor 
|;anzen,  durch  sie  I)estiiniiilen  linearen  Mannigfaltigkeil  abhäugeu. 

Man  kann  auch  im  Systeni  einer  einzelnen  (irundform  von 
)>Cnmbinnnten  t  reden.  Es  tritt  nämlich  sehr  häufig  ein ,  dass 
sich  in  den  Ausdrücken  von  Invarianten  und  Covarianten  die 
Coefficienlen  der  Grundform  derart  zu  Coefßcienten  gewisser 
Covarianten  cpj  Xt  ^  zusammenziehen  lasseQi  dass  der  Ausdruck 
•  auch  dann  noch  eine  Invariante  oder  Co  Variante  (der  Formen 
(f  \  x\  bleibt,  wenn  man  die  Coefficienten  jener  Covarianten 
durch  die  Coefficienten  ebenso  vieler  vdliig  unabhängiger  Formen 
9'  t  X  I  ^'  ersetzt.  Ist  nun  diese  Invariante  oder  Covariante  ins- 
besondere eine  Combiuanle  der  Formen  (p' ,  /' .  tff\  so  heisst  der 
vorgelegte  Ausdruck  eine  nCombinante«  der  Formen  g>f  x»  V» 

Durch  diese  Definition  der  Cond)inanten  von  einander  ab- 
hangiger Formen  umgehen  w  ir  die  Sehw  ierigkeit,  welche  Goidav 
in  seinen  Vorlesungen  tlber  Invariantentheorie  (herausgegeben 
von  G.  KsascBBiiSTiuiBa,  fid.  U,  Mr.  69,  S.  73)  hervorhebt. 
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C.  Henmann,  Grundzüqe  der*  analytischen  Meckanikf  ins- 
besondere der  Mechanik  starrer  Körper.^) 

Die  Mecbanik  handelt  von  den  Bewegungen  der  im  ümver" 
ium  vorhandenen  Materie»  Das  Bestreben  der  Mechanik,  diese 
Bewegungen  so  übersehen,  su  beschreiben^  xu  erkltfren,  kurz 
die  Gesetze  derselben  su  ermitteln,  —  dieses  allgemeine  Be- 
streben wurde  in  bestimmtere  Bahnen  gelenkt  durch  die  Ar- 
beiten von  Galobi  und  Nkwtoft.  Denn  hier  zuerst  sehen  wir  den 
Gedanken  hervortreten,  dass  das  eigentliche  Ziel  der  Forschung 
nicht  in  der  Auliiüdung  der  Jnteyralyesdse  der  Bewet^üiigen, 
sondern  vielmehr  in  der  Knidockiing  der  bclreflenden  Differen- 
tialgesetze  hesie\ie .    Ilicinit  w  n  hei  Newton  zugleich  die  Vor- 
stellung einer  zwischen  den  kleinsten  Theilchen  der  Materie  von 
Augenl»li(  k  zu  Augenblick  statlHndenden  gegenselliaon  Ein- 
wirktiiKj    iictio)  verbunden,  —  eine  Vorstellung,  die  iieut  zu 
Tage  fast  trivial  erschein!,  (l  iinals  aber  so  neu  und  fernliegend 
war,  dass  sie  z.  B.  von  Hlyguens  (in  einem  Briefe  an  Lbibn») 
schlechtweg  für  absurd  erklärt  wurde. 

Die  Vorstellungen,  welche  Newton  über  diese  sogenannten 
Binwirkungen  (actiones)  sich  gebildet  hat,  sind  der  Hauptsache 
nach  ausdrOckbar  durch  folgende  drei  Gesetse : 

(a.)  das  Trägheitsgesetz^ 

{ß.)  das  GesL'lz  des  ParalklixiriLiiiiits. 

["(y.)  das  Gesetz  der  Action  und  Heaction. 

Das  erste  derselben  betrifft  den  idealen  Fall,  dass  auf  das 
betrachtete  materielle  Theilohen  gar  keine  Einwirkungen  statt- 
finden. Das  zweite  hat  die  Art  und  Welse  zum  Gegenstande, 
in  weldier  mehrere  auf  ein  und  dasselbe  Theilchen  stattfindende 


4)  Das  ÜBDuseript  wurde  eingereiobt  am  4S«  Deoember  4S87. 
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Einwirkungen  sich  unter  einimder  conibiniren.  Lad  das  drille 
endlich  bezieht  sich  aui  die  nülhere  Btacha/fetUieit  dieser  iiin- 
wirkungen. 

Allerdings  k,tnn  es  keinem  Zweifel  unterliegen,  dass  die 
durch  die  Gesetze  (a.),  iß.\  ausgedrückten  Eigenschaften 
dieser  sogenannten  Einwii  kungen,  wie  tlherhaupl  auch  deren 
Existenz,  durch  und  durch  hypothetische  Vorstellungen  sind. 
Wollte  ni.iii  indessen,  iiieinit  unzufrieden,  nach  Fundauienten 
tr.uiiUn,  die  nicht  hypothetisch  sind,  nach  Fundamenten,  die 
wirklich  den  Stempel  unumstösslicher  Wahrheit  an  sich  tragen^ 
so  würde  man  gezwungen  sein,  zu  den  Setzen  der  Logik  oder 
Mathenuitik  seine  Zulluchl  zu  nehmen.  Aus  defin  t iL^cn  \-o\n  for- 
liiaien  Satztn  ahcr  irgend  welche  Theorie  der  Nalurer>rh(MniiQ- 
gen  conslmiren  zu  VN^ilcn,  wünie  oüenl)arer  Wahnsinn  .sein. 

Die  Aufgabe  der  Mechanik  kann  alsn  niemals  darin  be- 
stehen, die  im  Universum  stattlindenden  Bewegungen  direcl 
auf  mnthemnthche  Nofhwendigkeit  zurückzuführen,  sondern 
imiiKM-  nur  dni  in,  jrne  Heweszungen  mit  niallicTiiatiseher  Cnn^e- 
quenz  aus  irgend  welchen  Hypof/iesen  abzuleiten,  die  al.^d^mn 
ihrerseits  als  unerklärlich^  unbegreiflich,  als  willkürlich  zu  be- 
zeichnen sind. 

Jene  hypothetischen  Gesetze  (er.),  [ß.),  [y.)  sind  mit  den  von 

Newton  selber  in  seinen  Pn'nripii^  mafhernnttcis  Philowphiaf 
naturalis  ((687)  angegelMMien  fic^  'f^cn  1. ),  (IL),  III.)  «lern  eigent- 
lichen Iiilinlte  nach  ühcreinsiiuiuicoil.  Ks  tauten  nüiniich  diese 
lelzU'rn  folgcriili  i  masscn: 

Ler  I:  Corpus  oinne  persctuTorr  in  statu  suo  (piicsccndi  vel 
mori'tidi  uni/oriiiiti'r  in  direrfiiin .         (^ual&nus  illud  a  Viribus 

iinprr.\sif>  co(fi(ur  statum  smin'  iniit,in\ 

Lt\r  II:  lUuiui lotirin  i/iotus  pro])i)r(iouah'in  esse  Vi  motritt  im- 
pressae,  et  ßeri  srcumlunt  liitcdni  retiam  ifua  i  is  illa  impriimlur, 

Ler  ///;  Actioni  contrariam  semper  et  nf(/nalrm  esftr  lit- 
actinitnii :  Kive  cnrporuin  duoriun  At  tioius  in  se  mutuo  Semper 
€S}>c  (ir<iu(ilfs  t't  in  partes  conlrariii.s  dirii/i. 

Die  üeselze  («.),  [y,]  sind  also  uiil  den  Gesetzen  '1. ■ ,  (III.) 
geradezu  identisch.  Dass  aber  amlrcrseils  der  ü.tuptsache  nach 
auch  Lcberciuslimmung  stalUindet  zwischen  {ß.j  und  (IL),  er- 
giebt  sich  aus  den  von  Newton  selber  dem  Gesetze  (II.)  bei- 
ge rügten  ZusStzen. 

Jene  Gesetze  faJ.  (ß.)^  (; .)  i-epriisenliren  die  hypotheti- 
schen Grundvorslelluugen,  auf  denen  unser  heutiges  S\ Stent  der 
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Mechanik,  und  iiieiiiii  zu^^ieich  alle  Theile  der  AstrononHe  und 
Physik,  beruhen.  In  der  Thal  soll  im  Folgenden  der  Versuch 
gemacht  werden,  die  ganze  Mechanik,  soweit  dieselbe  die  Be- 
wegung starrer  Körper  betrifft,  von  jenen  Grundgesetzen  aus 
in  einfacher  und  Ubersichtlicher  Weise  darzulegen. 

Besor  wir  aber  hierauf  näher  eingehen,  mögen  zuvorderst 
einiiic  allgemeine  Bemerkungen  voranfzeschickt  werden  Uieils 
über  die  Materie  selbst^  theils  tiher  die  ßetveffUiKi  der  Materie. 

Die  Mathematik  hat  es,  abgesehen  von  räumlichen  Vorstel- 
lungen, nur  mit  '/ahlen  zn  thun.  Und  es  liest  daher  in  der  Na- 
tur der  Saclie,  dass  Tiiiitheinalische  Betrachtungen  auf  ein  ma- 
terielles Tlu'ilchen  immer  erst  dann  anwendbar  sein  können, 
weim  zuvui'  iiLitn^d  welche  '/ahlcii  gegeben  sind,  die  jenem 
Theiichen  eigenlhümlich  zugehuren.  Kine  solche  Zahl  ist  die 
sogenannte  Masse  des  Theilchens,  welche  man  füglich  auch  als 
seine  Trägheitszahi,  oder  schlechtweg  als  seine  Träf/heit  be- 
zeichnen könnte.  Nennt  man  nun  ein  mnlericiles  Theiichen, 
dessen  Dimensionen  verschwindend  klein  sind  —  einerlei  ob 
dasselbe  noch  weiter  zerlegbar  ist,  oder  nicht  —  kurzweg  einen 
materiellen  Punkty  so  kann  die  betreffende  Deünition  folgender- 
roassen  ausgesprochen  werden : 

DttfinitUA  dar  ÜMia.  UnUr  der  Masse  eines  materi-- 
eüen  Punktes  soll  eine  gewisse  demselben  eigenthiimlich  ssugehörige 
positive  Zahl  ventmden  werden,  und  »war  eine  ZaHd^  die  für 
den  betrachteten  PufUtt  fortdauernd  ein  nnd  dieselbe  bleibt. 

Was  Qtin  ferner  die  Betuegungen  der  Materie,  respective 
der  eioselnen  matorielleD  Pankte  betrifft,  tokdonen  wir  dieselben 
auf  Jedes  beliebige  Goordinatensystem  bestehen.  Ebenso  aber, 
wie  wir  z.  B.  bei  calorischen  Untersuchungen  gut  thnn  werden, 
alle  Temperaturen  nach  em  und  derseUten  Scala  (z.  B.  nach  der 
CEisius'schen  Scala  des  Quecksilborthermometers]  zu  beur- 
theilen,  ebenso  wird  es  in  der  Mechanik  eweckmäBSig  sein,  alle 
im  Universum  stattfindenden  Bewegungen  auf  ein  und  dasselbe 
Coordinatensystem,  d.  i.  auf  ein  und  dasselbe  rechtwinklige 
Axensysteni  zu  beziehen.  Zugleich  erscheint  es  angemessen, 
dieses  Axensystem,  welches  kurzweg  das  absolute  heissen  mag, 
nicht  in  voreili^n  Weise  zu  lixiren  (etwa  durch  Anlehnung  an 
irgend  welche  Hinunelskörper),  sondern  \ielmehr  seine  Lage 
im  Universum  einstweilen  noch  in  suspenso  zu  lassen,  die  be- 
treüende  Deünition  also  foigendermassen  auszusprechen: 
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Definition  des  absoluten  Axensystems.  —  Alle  im  Unti  er- 
Silin  stattßndetideti  Bciccgiuujen  sollen  auf  ein.  und  dasselbe 
rechtwinklige  Axensystem  bezogen  werden;  und  dieM  mag  kuTM" 
weg  das  absolute  AasenMystem  heiuen» 

Demgeniäss  wird  zu  sprechen  sein  von  dem  absolukn  Ori, 
von  den  absoluten  Coorännäm  eines  materiellen  Punktes,  ebenso 
¥on  seiner  absolukn  Bewegung,  Yon  seiner  ab99h$ten  Bahnj  re- 
speetive  von  seiner  aheelvten  Ruhe,  Dock  werden  wir  in  elf 
soldien  Fallen  da»  £pitlieton  »abtokU*  gpns  Ibrtlassen  kvnneo, 
indem  wir  ein  für  alle  Mai  festsetsen,  dass  das  Yerlialtett  der 
materfeilen  Ponkte  stets  mit  Besog  anf  jenes  ofrsoltile  Axem^ 
syeiem  eu  beurtheilen  sei.  Dieses  System  mag  mit  [x,  s] 
beselehnet  werden. 

Bemfrhtnff.  —  Gen:ni  dieselbe  \  ors{elliir»i*,  wenn  auch  in 
etwas  andere  Worte  gefasst,  findet  man  in  dci  Meranitpie  cele:4e 
(Tome  I,  Livre  I,  Chap.  I,  No.  I).  Denn  Laplale  sa^t  daselbst; 
On  imagine  «n  e$paee  iom  bornes,  immobile  et  peneirebte 
4  la  matiSre,  Ceti  aux  parti$$  de  eei  «qracff  reel  eu  ideai, 
que  nous  rapportone  foßr  la  ftneee  la  poeUUm  dei  eorpi^  ei  nom 
ies  eonceeons  en  mouvement  ior&iiuib  repondent  euceesetvement 
ä  divers  lieux  de  l'espace. 

Laplacb  betrachtet  also  dea  Raum ,  auf  welchen  alle  Bewe- 
gungen zu  beziehen  sind,  gewlssermassen  als  eine  das  ganze 
UniTersam  erfüllende  starre  Substanz.  Ob  man  nun  schliesslich 
diese  starre  Substanz  als  immobil  oder  als  absolut  bezeichnet, 
macht  keinen  Unterschied.  Denn  das  eine,  wie  das  andere 
Wort  ist  im  vorliegenden  Fall  eben  nur  ein  Epitheton  oraans. 

Schliesslich  mag  noch  folgende  gans  elementare  Bemer- 
kung oder  Definition  hier  ihren  Platz  finden. 

Definition  der  Componenten.  —  Ist  im  Räume  irgend  eine 
gerade  Linie  L  gegeben,  welche  gegen  die  absoluten  Axen  unter 
jden  Winkeln  a,  /tf,  /  g^igl  i^l^  so  repräsentiren  die  Producle 

L  cos  a  ,      L  cos  ß  ,      L  cos  y 

die  Kanten  eines  den  absoluten  Axen  parallelen  Parallelepipe- 
dmns.  1  reiches  die  Linie  L  zur  Hauptdiagonale  hat.  Diese  drei 
Kanten^  jede  derselben  positiv  oder  negativ  genommen^  jenachdem 
das  betreffende  Producl  positiv  oder  negativ  ist,  fntigen  die  absQ' 
luten  Componenten  der  JUnie-Ly  oder  kurzweg  die  Com- 
ponenten derselben  genannt  werden. 

Reprttsentirt  z.  B.  L  die  von  irgend  einem  Punkte  {x,  y,  s) 
nach  irgend  einem  andern  Punkte  {a}^ ,  y^ ,  s  J  hinlaufende  gerade 
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Linie  j  und  bezeichnet  man  wiederum  die  WinkBl,  welche  L 
mii  den  Azen  eiDsohliesfti  mit  or,  ß,     so  ist 

— >  o;  a  X,  eos  er ,    y,  —  y  =  £  cos  /? ,        —  « X  cos  y  ; 

Und  demgemass  werden  j\  —  r,  —  js^  —  5  iu  bezeich- 
nen sein  nls  rlio  Compori'ntirn  dvv  Lirnc 

Dieser  DelmitioD  eulspfechend,  süiien  also  die  sogenanntea 
Componeiiten  im  vorlicf^oDden  Aufsatz  einen  rein  geometrischen 
Ikgriti  reprUsenliren,  der  an  und  für  sich  mit  der  Mechanik 
nichts  zu  thun  hat. 

■  §  <■ 

Di«  erste  Ujriiotiieiie  ier  MeehAnik. 

Bnto  Hypolliaeft:  da«  Trighait^geMtg.  —  Em  materieller 
Punkt,  auf  welchen  keinerlei  Einwirkung  eiaUpndet,  wird  eint-^ 
weder  in  BvAe,  eder  aber  in  geradliniger  Bewegung  6e- 
griffen  sein*)* 

Betrachtet  man  femer  »wei  materieUe  PufiAle,  und  $et9iman 
wiedmm  voraus^  da»  auf  dieseUfen  keinerlei  Einwirkungen  staU^ 
finden  j  so  werden  die  geradlinigen  Bewegungen  dieser  beiden 
Punkte  von  solcher  Besdtaffenheit  sein,  dass  gleich  grossen 
Wegabschnitkn  des  einen  Punktes  Wegabsdmitte  des  anderen 
entsprechen,  die  wiederum  unter  einander  gleich  gross  sind, 
Besteidmet  man  also  irgend  zwei  tMMi den  beiden  Punkten  gleich* 
zeitig  durchlaufene  Wegabschnitte  mit  s  und  s^,  so  wird  der 

Quotient     eine  Constante  sein,  • 

Solches  festgesetzt,  mögen  nun  unter ^/efCÄen  Zeitabschnitten 
solche  verslanden  werden,  innerhalb  deren  ein  sich  selijsl  ül)er^ 
lasi»eDer  materieller  Punkt  (d.  i.  ein  Punkt,  auf  den  keinerlei 
Einwirkungen  stattfinden)  gleiche  Wegabschnilte  zurücklegt. 
Alsdann  wird  mau,  nachdem  überdies  irgend  ein  bestiuuuter 
Zeitabschuitt  mit  I^ins  hezeichnet  worden  ist,  die  fortschreitende 
Zeit  numerisch  aus/uiirückeu  im  Stande  sein.  Und  dieser  nu- 
merische Werth  der  fortschreitenden  Zeit  mag  t  hei>s(  n.  — Ein 
wenig  anschaulicher  wird  man  offenbar  diese  Definition  von  t 
auch  so  formulireu  können. 


1)  Seibstverstindltch  Ist  hier  von  der  absohttmt  Rahe  des  Panktes, 
resp.  TOD  setoer  tUMdiäm  Bewegung  die  Rede.  Vgl.  pag.  156. 
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Defimtion  der  Zeit.  —  Man  denke  sich  irgendwo  im  Uni- 
versum einen  idealen  materiellen  Punkt  ti,  der  f  orldaue  rn  d  sich 
seihst  id)erlassen  bleibt  (auf  den  also  niemals  irgend  welche 
Einwirkungen  stattfinden) . 

Alsdann  sollunter  der  fortschrei  lende  n  Zeit  t  gerade- 
zu die  mehr  und  mehr  anwachsende  Weglänge  verstanden  werden, 
welche  dieser  ideale  Punkt  u,  von  irgend  einem  bestimmten  Än- 
fangsemgenblkk  an,  zurücklegL 

Bemerkung.  —  Newton  sagte:  Die  absolute,  wahre  und 
mathematische  Zeit  verfliesst  an  sich  und  vermöge  ihrer  Natur 
gicirhrörmig  und  ohne  fieziehaag  auf  ingeod  eineo  äussereo 

Gegenstand. 

An  die  Deßoition  der  Zeit  schliesst  sieh  unmittelbar  die 
PefiaitioD  der  Geschwindigiei^  und  ebenso  aucb  die  der  leben- 
digen Kraft  an : 

Definitioii  der  Oeschwindigkeit  and  der  lebendigen  Kraft. 

—  Ist  ein  materieller  Punkt  m  (wie  z.  B,  ein  vor»  Winde  dabin- 
geführtes  Sandkorn)  in  beliebiger  Bewegung  begriffen^  se  iw- 
man  unter  der  Geschwind  ig  keit  V  dieses  Punktes  m  ein 
von  demselben  durchlaufenes  Wegelemenl  ds^  dasselbe  divüiirt 
durch  das  dasu  aufgewendete  Zeitelement  dl: 

lieber  dies  pflegt  man  unter  der  Hichtung  die.se  r  (ieschuindigkeit  V 
die  augenblickliche  Bewegungsrichtung  des  Punktes^  d,i.  die  Richtung 
des  Elementes  ds  zu  versteh eii. 

Ferner  bezeichnet  man  das  Pi'oduct 

(B.)  |.  V* 

kurzweg  als  die  augenblickliche  lebendige  Kraft  des  Punktes 

Denkt  man  sich  die  Geschwindigkeit  F,  ihrer  Grösse  uod 
Richtung  nach,  durch  eine  von  m  ausgehende  Linie  dargestellt, 
80  haben  die  Gomponenten*)     v,  w  dieser  Linie  die  Werthe: 

(C.)     ttsFcosa«   vssKcos/?^   w  ss  Vcosf  ^ 

wo  a,     y  die  Winkel  bezeichnen ,  unter  denen  V  oder  (was 

dasselbe)  ds  gegen  die  absoluten  Axen  geneigt  ist. 

1]  Es  ist  hier  durchwein  von  der  abiolufen  Bewegung,  resp.  voo  der 
absoluten  (iesrli\vini!i;-'kt  it  die  Rrtlc. 

2)  Vgl.  die  DctinttioQ  der  Compoaeolco,  pag.  456. 
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Sind  nun  iei  uer  [x,  y,  z)  und  [x  dx ,  y  -h  rfy,  js  4-  dz\ 
die  Coordinaten  des  Anfangs-  und  Endpunktes  voa  ds^  ff*ithift 
{dXy  äy^  4*]  die  Cempooenteo  voa  ds^  so  isi : 

(D.)    (fa;        OOS  ff  ,   dy  ^  dx  eoB  ß  j   dM  m»  ds  omy  , 

Aus  (C.}  und  (Z>.)  folgt  durch  Division: 

tfl-tV--, 

f/s  ds  ^  ds  ^ 

oder,  falls  man  für  V  den  Werth  (A.)  substituirl: 

'^/a?  rfw  dz 

(E.)  «  =  ^,    t.  =  ^.  «,-^^; 

SO  dass  man  also  zu  folgendem  Satze  gelangt. 

Satz.  —  Ebenso  wie  die  Geschw  ind  iykeit  V  eines  Punktes 
bezeichnet  werden  kann  als  der  Dilferenlialquolient  des  Weges 
nach  der  Zeit : 

w  y 

ebenso  h'unen  seine  Geschv  iDdiykeitsrompnnenten  n,  tu  to 
bezeichnet  werden  als  die  Difjerenttaiquotienten  der  Coordinaten 
nach  der  Zeit : 

(r\         u-^^  «-^y 

Ist  insbesondere  der  Punkt  m  sich  seUfit  überlassen^  finden 
auf  denselben  also  keinerlei  Einwirkungen  statt,  so  können  wir 
den  Ausdruck 

dl 

als  den  Quotienten  zweier  Wegelemente  ds  und  dt  ansehen^ 
die  von  zwei  sich  selbst  überlassenen  Punkten,  nämlich  von 
dem  betrachteten  Punkte  m  und  dem  frflher  genannten  idealen 
Punkte  'J  fi  fjleichzeüig  durchlaufen  werden.  Zufolge  des  Träg- 
heitsgesetzes*] ist  daher  V  constant.  Andererseits  aber  wlrd^ 
iufolge  dieses  Gesetzes,  die  Richtung  von  Vj  d.  L  die  Richtung 
von  ds  ebenfalls  constant  sein.  DemgemKss  sind  die  Winkel 
a,  /,  mithin  [nach  (C.)]  auchti,  v,  w  c&nstant  ;  so  dass  wir 
also  zu  folgendem  Satze  gelangen : 

4)  Vgl.  die  DeflnitiOD  der  Zeit  pa^.  158. 

2)  Vgl.  die  auf  pag.  157  gegebene  Formalinitig  diese«  Gesetzes, 
namentlich  den  Soklase  derselben. 
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8«li.  —  £He  Getckwindigkeit  V  und  die  GeschwmdigkeiU^ 
eamponentm  ti»  v,  to  epMt  mateneUmPunkies  m  Ueibm  conttant^ 
80  lange  derselbe  eich  reibet  Überlateen  ctl,  ä^lut»  lange 
keinerlei  Einunrisungen  auf  denselben  sialt/inden* 

DemgemMss  werden  z.  B. ,  so  lange  der  Punkt  iieft  teUbU 
überlassen  ist,  die  Ausdrucke 

,   .  du  dv  dw 

fortdauernd  =  0  sein.  Sollten  aber  von  irgend  einem  Augen- 
blicke an  tr^and  welche  Ursachen  auf  den  Punkt  m  einsuwirkeu 
beginnen,  so  werden  die  Ausdrucke  [H.]  von  diesem  Augenblicke 
an  nicht  mehr  mehr  =  0  sein,  sondeni  irgend  welche  Wertlie 
annehmen : 

"^Tt^'    ^dT^'  ^d?*^- 

Diese  Werthe  Xy  Y,  Z  heissen  alsdann  die  Kräfte^  mit  deDm 
jene  Ursachen  auf  den  Punkt  einwirken.  Genauer  ausgedi1lekt> 
wird  die  betreffende  ]>efinitton  folgendermassen  su  fonuulirsa 
sein: 

Definitioii  der  Kräfte.  —  Bewegt  sich  ein  inatcrieller  Piinkt 
m  unter  dem  Einflüsse  irgend  welcher  bekannter  oder  unbekannler 

Ursachen,  so  werden  die  Ausdrücke  ni^,  w  ^ ,  m  ^  irgend 
*  dt  ^     dt'      dt  ^ 

welche  Werthe  besitzen :  i 
(K,)  tiijj.-y,  m^^Z. 

Diese  Werthe  X,  Y.  Z  irerdrn  die  Kräfte  giiuinnt ,  mit  denen 
jene  Ursachen  auf  den  Punkt  m  in  den  Richtungen  der 
drei  absoluten  Axen  einwirken. 

Dieser  Ausdrucksweise  entsprechend^  PP^gl  ^n  die  Kräfte 
X,  Yj  Z  durch  drei  vom  Punkte  m  ausgehende  Urnen  darvustdim^ 
welche  die  Richtungen  jener  drei  Axen  besitsen. 

Uebrigens  sind  die  Formeln  (A^.j ,  mit  Rücksicht  auf  die 
allgemeinen  Relationen  [G.)j  auch  so  darstellbar: 

d^x      „  d*y      ^,  d*z  , 

wo  CT,  fff  %  die  Goordinaten  des  Punktes  m  vorstellen« 


I 
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§  2- 

Die  xweite  Hypothwie  der  Mechanik. 

Zweite  Hypotheae :  Baa  Oeseti  dea  Parallelogramma.  — 

Zwei  Kräfte  F  und  Gj  die  auf  einen  materiellen  Punkt  m  in  irgend 
uelchefi  Richtunf/cn  einwirken,  sind  stet.s  ei-setz-har  durch  eine 
einziffe  Kraft.  Diese  letztere  ist  ihrer  Crosse  und  Richtung  nach 
ihirgestfilf  durch  die  Diagonale  des  über  F  und  G  consti'uirten 
Paralh'Jofframms. 

llirr-nn'i  folsl  sofort,  dnss  Kriifto  £?leu'hor  Richtiins  sich 
adäii'c/i,  und  Kräfte  entL'Pi:eny;esetzter  Uichlung  sich  s\d)trnhiren. 

Andererseits  aberfoli:l  aiisjenoni  Gesetz  dos  ParalIelo£;raMmis, 
dass  drei  «'luf  einen  materiellen  Funkt  m  in  irgend  welchen 
RichiuD^en  einwirkende  Kräfte      G  ^  H  ersetzbar  siad  durch 
diejenige  eine  Kraft  ^  welche  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach 
dargestellt  ist  durch  die  üauptdiagonale  des  Uber  Fy  G,  //  con- 
struirton  Pnrallelepipeduins.  Wirken  also  z.  B.  auf  den  Punkt 
m  in  den  Richtungen  der  absoluten  Axen  drei  gegebene  Kräfte 
ein  X,  Y,  Z,  und  bezeichnet  man  die  Üauptdiagonale  des  über 
X,  Y,  Z  errichteten  rechtwinkligen  Parallelepipedums  mit 
80  sind  X,  Y,  Z  ersetEl>ar  durch  die  eine  Kraft  Ä.  Umgekehrt  ist 
also  anch  R  ersetzbar  durch  X,     Z.  Diesen  Satz  aber  kennen 
wir,  weil  nach  unserer  Bezeiclmungsweise  [vgl.  die  Definition 
pag.  456]  Xj  Y,  2  die  ComptmetUen  von  R  heissen,  aach  so  aus- 
sprechen : 

Satz.  —  Jedwede  auf  einen  materiellen  Punkt  m  einwirkende 
Kraft  ist  ersetzbar  durch  ihre  rechtwinkligen  Coniponenten. 

Es  mag  nun  ein  Punkt  m  in  Bewegung  begriffen  gedacht 
werden  unter  dem  gleichzeitigen  Einfluss  irgend  welcher  n  Ur- 
sachen l\  ,  f/j ,  ...  U,^  ;  und  es  mOgen  R^,  •  •  •  ^ diejenigen 
Kriifte  sein,  welche  diese  Ursachen,  einzeln  genommen,  auf  den 
Punkt  austtl>en.  Zufolge  des  soeben  ausgesprochenen  Satzes  sind 
diese  Kräfte  R^R^y  •  •  •  ^  ersetzbar  durch  ilire  rechtwinkligen 
Componenten ; 


X,, 

V 

•  •  •  -^n. » 

Y 

Und  diese  3«  Ki  afle  ihrerseits  werden,  weU  Kräfte  von  einerlei 
Bicbtang  sich  aääiren,  ersetzbar  sein  durch  die  drei  Krüfte 

Kalk^p^ri.  ClMM  1887.  i  1 


Digitized  by  Google 


162 


C.  NSUMIXN, 


^    ~~    »V|  ^%    •  •  •  9 

i  «—  1 1  *4"  }  ^  « •  >  I'^  f 
Z  9"  ^1  •  >  •  *^  • 

Demsemsts  ergeben  sich  [Tgl.  (£..)]  far  die  Bewegung  des 
betrachteten  Punktes  m  folgende  Gleichungeo : 

m       s  X  s  X,  H-     . . .  +  An  , 

'"  S  =  y  =  i',  +  n  •  •  •  +  5 « . 

r/*  z 

m        =  Z  =  2^  -I-      .  .  .  -f-  , 
wo  07,     3  die  Coordinaten  des  Punktes  m  vorstellen. 

Remerkiuuj.  —  Dor  ('i.^entiicho  Inli;»lt  des  Gef^efze«  df^ 
ParalleiogTamras  dürflo  uoch  (l«Mit!irher  hervortreteo,  weoa  cwn 
dasselbe  folgendeniinssen  ausNprichl; 

Wird  ein  malerieUrr  I'nnl.l  i/i[Xf      js)  t?Ott  sweierlei  irsachm 

und      sollicitirt,  und  sind 

d^T  d^x 
^  dt^  ^       '  "*  rfl«  ~  ' 

etc.    etc.  etc.  etc. 

diejenigen  Gleichungen ,  welche  für  die  Bewegung  de$  Punktet 
gelten  würden,  falU  nur  l\  allein,  respective  nur  allein 
vorhanden  wäre,  —  so  lauten  die  bei  gleichzeitigem  VdrAofideiiiM 
6  et  der  Ursachen  geltenden  Gleichungen  folgendermassen: 

d^  ^»  ' 

etc.  etc. 

Bei  dieser  Darstetlaog  des  Gesetzes  erkeant  man  deulBch, 
dass  dasselbe  eine  reioe  Hypothese  ist,  dass  von  irgend  welchem 
Beweise  desselben  nicht  die  Bede  sein  kann. 

Wollte  man  einwenden,  dass  Beweise  für  dieses  Gesetz  too 
hervorragenden  Malhemalikem  versucht  und  wirklich  gegeben 
sind,  so  würde  hierauf  nur  zu  erwtdera  sein>  dass  bei  all* 
jenen  Beweisen  das  Object  des  Beweises  ein  wesentlich  an^^m 
ist,  insofern  ak»  bei  all'  jenen  Beweisen  von  einer  DeHnition  (ier 
Kr.ifte  ausgegangen  w  ird,  die  von  der  hier  gegebenen  Delioilioo 
derselben  völlig  verschieden  ist.  Man  kann,  um  die  Saclie  einiper- 
massf»n  anzudeuten,  sagen,  dass  bei  jenen  Beweist  ii  oine  st(itii''hf 
Delinilioü  d«  r  Krüfte  zu  (trirnde  liegt.  währeaU  unsere  DefioÜicNi 
deräeibeo  (pag.  16U)  eiuc  dynamische  ist 
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Die  dritte  HyjHiihrM'  der  Mechanik. 

Dritt«  Hjpothese :  Das  Gesetz  der  Action  and  BmcUoo« 
Die  IkrüfU,  mü  denen  irgend  zwei  materielle  Puncte  und 
auf  einander  einwirken,  fallen  in  die  Linie  der  gegenseitigen 
Entfernung,  reepective  in  die  Verlängerung  derselben.  Und  zwar 
sind  diese  beidm  KrUfte  vm  gleicher  Grösse  und  entgegen- 
gesetzter Richtung^). 

Beseicfanet  man  also  die  von  auf  ausgeübte  Kraft 
mit  ü*,  und  die  yon  auf  ausgeübte  mit  AJ,  und  denkt 
man  sich,  um  die  Vorstellung  zu  fixiren,  beide  Kräfte  in  repul- 
sioem  Sinne  gerechnet,  so  wird 

(a.)  Hl  =  in  = 

sein,  wo  A,,  den  gemeinschaftliehen  Werth  der  beiden  Kräfte 
.mrleuten  soll.  Bezeichnet  man  ferner  die  Gomponenten  der 
beiden  Kräfte  mit  XI,  Y*,  Z\  und  X^,  ZJ,  so  ergeben  sich 
die  FornieU) : 


Vi 

-  y% 

- 

-  ^1 


»•if 


<«  ,. 

'  Ii 


WO  .  ,  z^  und  OTj,  2/^,  die  Coordiiiatcn  der  beiden  Punkte 
vorsu  lien,  während  ihren  gegenseiligea  Abstand  repra- 
sentirt. 

Betrachten  wir  nun  die  Bewegung  von  n  materiellen 
Puncten  m^,  m,,  ...  ffin,  indem  wir  dabei  annehmen,  dass  die- 
selben nicht  nur  von  iiiren  innern  oder  (jegenseitiffen  Einwir- 
kungen, sondern  überdies  auch  noch  von  irgend  welchen  äussern 
Ursachen  l/^  soUicilirt  werden,  so  ergeben  sich  z.  B.  [vgl.  {M,]] 
fttr  die  Bewegung  des  Punktes  (x, ,  ,  z^)  folgende  Glei- 
chungen : 


4)  Dabei  bleibt  völlig  dahiii^osU  lU,  ob  der  gemeinschafdiche  Werth 
dieser  beiden  Kräfte  nur  von  der  Entfernung  r  abliänjit.  oder  ob  er  viel- 
leicht überdies  «ucb  abbän^ig  i^t  von  den  nach  der  Zeit  genommenen 

DiffereotialquotieDten         'J'^,  etc. 
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r/V/- 


— -  =  ,u  4-  AJ  +  XI  4-  a;  •  •  •  -t-  A'/j      xf , 


dl*' 


^  =  ^0  +  z;  +    +    ...  -H  /;j    z.^ . 

Daltoi  n'priiseüliren  ^AJ,  VJ,  ZJ^,  ;Aj.  )  /J),  elc.  die 
CuiJipüiientrfi  der  von  ,  w,,  etc.  auf  den  Punkt  l^t^  aus^^e- 
Ublen  ki.ilie  /{j,  /{J.  etc.;  wahrend  (Xf ,  Ff.  7f)  die  Compo- 
nenlen  derjenigen  Kraft  lif  \urslellen,  mit  welcher  jene  äussern 
Ursijclten  r'*  auf  m,  einwirken. 

Ik  i  III  doirer  Hezeichnunj;  ergeben  sich  fernci  für  die  Be- 
wegung dei»  Puoktes  /n,  (or,,      s,)  folgende  Gieichuageo : 

=  l^i  +  0  +  -»^i      •••  +  -«JJ  +  . 
(y.)  w.      =  (J'J  +  0  +  rj  +  Fi . ..  +  ) D  + »? . 

iw,      =  ^z;  4-  ü  -H  z^  +  z; . .  •  H-     -f  . 

U.  s.  w .    U.  s.  w. 

.Nimmt  man  aus  den  ForojeisystemeD  [/\.\  {'/t-ji  j^def- 
mal  die  ers/e  Formel  heraus,  so  bat  man  folgende  GleichuDgeo: 

^ i^'  =    *  4.  0  +     . . .  +  .v;)  +  A.^ , 


Nun  aber  ist  nach  {ß.) : 

A'J  -i>  A'i  a  0  ,    ebenso  allgemein;    A^'*      Ä^'  =  0  . 

Und  mit  Rücksicht  hierauf  gelangt  man  durch  Addition  der  Glei- 
chungen 'd.)  zu  folgender  Formel: 
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wolDr  roaii  kllner  schreiben  kaan : 

(€.)  ^  «  I^X^  . 

Multiplicirt  man  ferner  die  drei  Formeln  ^y^.)  respective 
mit  0  y  ^  ;>f ,  +  2/« ,  und  addirl,  so  erhält  man : 

desgleichen  ergieht  sich  aus  (y^.): 

u.  s.  u.  8.  w.  Dabei  haben  alsdann  i.  B.  z/J  und  die  Be- 
deutungen : 

und  hieraus  folgt,  mit  Rücksicht  auf  {/iif.}}  sofort: 

^•  +  ^5  =  0,    allgemein :    z/,^  »  0  . 

Mil  lUlcksicht  l»i<M;iuf  ni)er  gelanjit  in.in  dufeh  Addition  sUmint- 
licber  Glcichuai^cu         Üt  )*  ^^^*     folgender  Formel: 

M    2'".    S  -  4l)  = -^'i^'^' -  ^ » -'^ 

Zu  den  Formeln  (£.]  und  treten  offenbar  noch  weitere 
Formeln  hinzu,  die  mit  diesen  analog  sind;  so  dass  man  also  zu 
folgendem  Salze  ji^elangt: 

Sats.  —  Bewegt  sich  ein  i:>ysiU'm  von  n  materiellen  Punkten 

unter  dem  Binfluss  meiner  innern  oder  gegenseitigen  Kräfte^ 
und  unter  dem  gleichzeitigen  Binfluss  injvnd  welcher  äussern 
Krüpei 

(A*f,  )  ^,  Z^';  ,    ^Aj,        Zj  ,  •••  ;V;|,  )^  73  , 
«0  ^Wten  fikr  diese  Bewegung  folgende  sechs  Gleichungen: 
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m 


dl* 


/ 


d^z 
"dl* 


^"(jjA^  -  xZ^)  , 


/^lem  ntf  die  bekannten  LAPUGK*5cftefi  (r^«tcftiifi^. 

Diese  sechs  Gleiehungen  (^.),  (t.)  sind  von  den  innem 
Kräften  vttltig  /rei,  and  sind  daher  auch  dann  noch  von  NulzeOf 
wenn  diese  innem  Krttfte  gani  unbekamt  sind.  Sie  werden 
daher  z.  B.  von  NuUen  sein  für  einen  beliebigen,  aus  beliebig 
vielen  materiellen  Punkten  bestehenden  KOrper,  einerlei  ob  der- 
selbe fest,  ßüssig  oder  gasförmig  ist.  Sollte  insbesondere  der 
Kdrper  ein  sogenannter  starrer  Kifrper  sein,  so  wurde  seine 
Bewegung  durch  die  sechs  Gleichungen  {S-.},  (t.)  vollkommen 
bestimmt  sein,  vorausgesetzt,  dass  sein  Anfangszustand  gegeben 
ist*  —  Um  nun  weitere  Betrachtungen  an  die  Gleichungen  ^^.), 
{i.)  sich  anschliessen  zu  lassen,  mag  zunXchst  folgende  Defini- 
tion eingeschaltet  werden : 

Definition.  —  Smd  n  uuiicncllc  Punkte  m  (.r,  //.  z]  (jegeben^ 
und  repn'ist'ndrpn  o^.  o^,  *  *  *  ?n  Iintfernun</t'n  dcrsrlhen  i'on 
iv'lpud  cineut  Ufninijnnikfe  [^^  i>,  l),  f^o  f^nll  die,ser  Iffz/m'  drr 
M s  en  m  itte  Ifitoikl  j''it>'r  n  ffpgebencii  hinkte  heissen,  sohnid 
man  ihm  diejenige  Lage  zuerthetll  lial^  für  welche  der  Ausdntcii 


ein  Minimum  ist. 

Auf  Grund  dieser  Definition  erhHlt  man  fttr  den  Blassen^ 
mittelpunkt     17,  ()  1.  fi.  die  Formel: 


d.  i. 
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SO  dass  man  also  im  Ganzen  su  folgenden  Gleichungen  gelangt: 


(X.) 


mz 


wo  Jf  s  ^  m  die  Gefammtmcuse  des  gegebenen  Punktsystems 
vorstellt.  Demgemass  sind  die  drei  Gleichungen  [^,)  folgender- 
massen  darstellbar : 


.1/ 


1/ 


dt 


Bringt  man  nun  diese  Gleichungen  (iL)  auf  den  besonderen 
Fall  In  Anwendung,  dass  die  einwirkenden  Sussem  Kräfte 
(.V'',  y*^,  Z^)  durchweg  s  0  sind,  so  gelangt  man  sofort  zu  fol- 
gendem Satze: 

Satz.  —  Betvegt  sidi  ein  System  materieller  Punkte  nur 
unter  dem  Einfluss  seiner  inner n  Kräfte,  so  tvird  sein  Massen'^ 
milltljntnkt  in  geradlini ijer  Bahn  mit  constanter  Ge- 
le /*  io  i  n d  igk e it  fortschreiten. 

Besteht  das  System  nur  aus  zwei^  und  zwar  unter  uiiiuo- 
der  gleichen  Massenpuokieu     ,  m^: 


IM,  =  TO,  , 


und  denkt  man  sich  die  Anfangsgeschwindigkeiten  dieser  beiden 

Punkte  gleich  gross  und  direct  gegen  einander  gerichtet^  so  wird 
die  Geschwindigkeit  des  Massenmittelpunktes  zu  Anfang  ss  0, 
also,  auf  Grund  des  soeben  ausgesprochenen  Satzes,  fortdauernd 
=  0  sein;  so  dass  man  also  zu  folgendem  Resultate  gelangt: 

Satz.  —  Bewegen  sich  zwei  materielle  Punkte,  deren  Massen 
gleich  gross  sind^  nur  mler  dem  Emfluss  ihrer  gegenseitigen 
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Einwirkung^  und  setzt  man  voraus^  dass  ihre  Anfanysgeschwio' 
digkeiten  gleich  gross  und  direct  gegen  einander  ge rieht H 
gewesen  sind,  so  wird  t%r  MassenmiUelpunktf  d,  t.  der  MiUei- 
funkt  ihrer  Verbindungslinie^  fortdauernd  in  Ruhe  bleiben. 

Hieraus  folf/t.  dass  diese  beiden  materiellen  Punkte  iw.4t/^^?fi- 

blid.e  ihres  Zusanumnsiossens^  aemgUens  momenlan^  zur  Hu  he 
kommen. 

Dieser  Satz  repräsenlirl  eine  chanikteristisrhe  Eisenschafl 
(jlcich  (jrosscr  Massen,  die  nachlrügiich,  faIJs  es  beliebt,  zur  De- 
tlDition  derselben  dieueo  kann. 

U«1ier  die  Arbeit  der  Krftfle. 

Definition.  —  Ist  ein  mutcncllrr  Punkt  m  in  Beu-cgumj  be- 
gnjjen  unter  (lfm  lü'nptiss  einer  (/rf/ebcncn  Kraft  l]  und  itnlcr  dem 
gleichzeitigen  Einjlms  beliebiger  anderer  Kräfte^  und  be- 
zeichnet man  das  vom  Punkte  m  wührend  der  Zeit  dt  durdilaufene 
Wegelem&ti  mit  ds^  so  pflegt  man  den  Ausdruck 

FdseosIF,  ds) 

(il^  die  mn  der  Kraß  F  wüJirend  der  Zeit  dt  verrichtfite  A)  hni 
zu  bezrichncn.  Diese  Arbeit  ist  o/fcnbar  auch  darstellbar  durch 
das  l^inom: 

Xdx  +  Ydy  -i-  Zdz  , 

wo  alsdann  K,  Z  die  Compuncnten  der  kraft  F,  und  dx,  dy. 
d z  die  Componenten  des  Wegelementes  ds  vorstellen.  \S^\,  die 
Definition  pag.  loG.] 

Denkt  man  .sicli  /..  Ü.  Pünkle  m,(:r, .  y/^.  und 

in^\x^^  y^,  3,)  unler  lieiu  EiiiUuÄS  ihrer  j^ejienseitigcn  kr.ilte 
7?f  und  H\  und  unter  de  in  gleichzeitii^en  Einfluss  hel)d)i(fr  an- 
derer Ki'iiltr  in  Bpwcizuni:  l)c\^ril]'en,  so  werden  die  vou  jenen 
KrMft<^n  Hl  und  !{\  wahrend  der  Zeit  dl  verricbteleu  Arbeiten  die 
VV  enbc  haben  [vgl.  {ß.)  pag.  463]: 

Xldx.^Ytdy.^ldz.^B,,^^''^^''^^^^^^ 

'  It 

xida,^  y^dy,^zidz,=H,,  (^,-^i)^^,-Kyt-yt)^yf«>(^t~^t¥^t, 

Die  klimme  dieser  beiden  Arbeiten  ist  daher 
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d.  i. 

Bezeichnet  man  also  die  Grössen  R^^  und  r^«  l^urzweg  m\i  R 
und  r,  so  erhiill  man  folgenden  Salz: 

Erster  Satz.  —  Bewegen  sich  zwei  materielle  Punkte  unter 
dem  Einßuss  ihrer  gegenseitigen  Minwirkung  ^  und  ufUer  dem 
gleidizeitigen  Sinfluss  beliebiger  anderer  Kmfte,  so  wird 
die  während  der  Zeit  dt  von  ihrer  gegenseitigen  Einwirkung  ver- 
nichtete Arbeit  den  Werth  haben : 

Rdr  . 

Dabei  bezeichnet  Ii  die  in  repulstrem  Sinne  gerechnete  Stärke 
der  (jei/enseitigen  Einwirkung^  und  dr  den  während  der  Zeit  dt 
€1  folgenden  Zuwachs  der  gegenseitigen  Entfernung  r  der  bejden 
Punkte. 

Auf  (itHiiul  dieses  Satzes  wird  iium  i.  H.  für  die  Arbeit 
derjenigen  Kräfte,  mit  denen  irgend  zwei  Punktsysteme 
w^,  ,  ...  fM„  und  ,  ^, ,  ...  /ip  iiul  einander  einwirken, 
eineSiHiime  von  np  Gliedern  eriudlen,  deren  jedes  die  Form  Hdr 
1)  sii/t.  Betrachtet  man  insbesondere  den  l'all,  dass  die  beiden 
Puiiki>\ Sterne  starre  Körper  sind,  so  gelangt  man  zu  iolgendem 
wichtigen  Satze : 

Zweiter  Satz.  —  Bewegen  sich  zwei  starre  Körper  unter 
dem  Einßuss  ihrer  gegenseitigen  Einwirkungen ,  und  unter  dem 
gleichzeitigen  Einßuss  beliebiger  anderer  Kräfte^  so  tcird  die 
von  jenen  gegenseitigen  Einwirkungen  verrichtete  Arbeit  nur  ab- 
hängen von  der  relati  ven  Bewegung  des  einen  Körpers  in  Bezug 
auf  den  andern. 

Sind  also  z.  B.  beide  Körper  in  Bewegung  begriffenf  so  kann 
man,  ohne  im  Werth  der  in  Rede  stehenden  Arlx  it  Irgend  w  elche 
Aenderung  hervorzurufen,  den  einen  Körper  festhalten,  falls 
man  nur  dafür  sorgt,  dass  die  relative  Bewegung  dieselbe  bleibt. 

Wir  können  diesen  Satz  z.  B.  anwenden  auf  irgend  zwei 
Himtnelskörperf  oder,  falls  es  uns  beliebt,  auch  anwenden  auf 
zwei  mit  einander  awammenstossende  Uimmelsktfrper.  Im  letztern 
Falle  werden  alsdann  die  gegenseitigen  Einwirkungen  der  beiden 
Körper  nicht  nur  ans  Ihren  An%iehung»kräften,  sondern  tlber^ 
dies  auch  noch  aus  ihren  Widerstandskräften  best^en.  Dabei 
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erkennen  wir  sofort,  dass  der  in  Bede  stehende  Seti  fttr  dim 
beiden  7%et7eder  gegenseitigen  Einwirkungen, emse^n  genommen, 
gelten  wird ;  so  dass  wir  also  su  folgendem  Zusätze  gelangen : 

Znsats.  —  Bestehen  dk  yeißnseUigen  Einwirkungen  der  bei- 
den Körper  aus  mehreren  Theilen,  so  wird  der  in  Rede  stehende 
Satz  auch  noch  gültig  sem  für  diejenige  Arbeit,  welche  von  jedem 
solchem  Theile  der  gegenseitigen  Einwirkungen,  einzeln  genammeHf 
verrichtet  wird. 

Schliesslich  mag  noch  folgender  Satx  notirt  werden,  der 
unmittelbar  auf  Grund  des  ersten  Satzes  sich  ergiebt,  und  von 
welchem  häufig  Gehrauch  zu  rnjichen  ist : 

Dritter  Satz.  -  Suid  nl^  und  ziuei  Mussentheilchen  ein 
und  desselben  starren  Körpers,  so  ist  die  von  ihrer  gegen- 
seitigen EinH  irliituff  verrichtete  Arbeit  sirls  —  0. 

Denn  in  diesem  Falle  ist  r  constantf  mithin  dr  unter  allen 
Um^täuden  s=  0. 

§  8. 

Der  Satz  (l*'r  leUfiidigen  Kralt. 
Bowcpt  sich  oin  Punkt  m  iv.  t/.  s)  unter  dem  Kinfluss  ge- 
ücIm  iiüi*  Knill c  A,  Y,  Z,  80  gellen  die  in  (L.)  pag.  460  aufge- 
iubrleu  Gleicbuugon ; 

d^  T  „ 


m 


dt^ 


dl*  "  ' 

Multipiicirl  luau  diese  GleicbuDgeu  mit  ^ 
und  addirt,  so  erhalt  man : 

(b,)  d||  V^^  «  A  do;  ^  Ydy  ^  Zdz  , 

wo  r  die  auj^enbiirklicho  GeschirindiylaU  de^  i*unkles  vorstellt: 

-  -  eil"  -  er  *  föf  ■ 

Die  Formel  (6.),  welolie  den  SaU  der  lebendigen  Kraft  for 
einen  einzelnen  Punkt  reprnsentirt.  ist  unmittelbiir  ausdehnbar 
auf  den  Fall  beliebig  tieler  Punkte.  Denkt  man  sich  nHmlieh  jeM 
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Formel  (6.)  der  Reibe  nach  für  jeden  dieser  Punkte  aufgestellt, 
und  sodann  all'  diese  Formeln  addirt,  so  gelangt  nan  su  folgen- 
dem Satze : 

Bats  der  lebendigen  Xmft  —  Bewegen  sich  n  materielle 
Punkte : 

unter  dem  Einßuss  beliebig  gegebener  Kräfte  : 

10  gilt  die  Formel : 

d^2J  ~       ^  JJiXdx  -h  Ydy  4-  , 

d.  i.  die  Formel: 

((i.)  dT  =  2^[\dx  +  Ydy  +  Zdz)  , 

ICO  T  die  lebendige  Kruft  des  Punklsyslemes  repräsentirt. 

Es  wird  also  für  jedtvedes  Zeitelement  dt  der  Zuwachs  der 
h'hendigen  Kraft  des  Systemes  eben  so  gross  sein,  nie  die  von 
den  einwirkenden  Kräften  wahrend  der  Zeit  dt  verrichtete  Arbeit, 
Jene  einwirkenden  Krufts  werden  im  Allgemeinen  theils 
von  den  gegenseitigen  Einwirkungen  der  Punkte,  theils  aber 
auch  von  irgend  welchen  äussern  Ursachen  herrühren.  Und 
demgemass  werden  £.  B.  die  auf  den  Punkt  m^  einwirkenden 
Klüfte  A\  ,  K, ,  Z^  die  auf  pag.  464  anj^egebene  Form  besitsen : 
X,  =  (0  H-  AJ  -h  A  J  . . .      A';)  -h  Af  , 
Y,  =  (0  +  >?      }f  ...  H-  )';)  +  , 
Z,  ^  ^i)  +  l\  4-     . . .  4-  Z';)  4-  Z\  . 
Multiplicirt  man  diese  GieicliungeD  mit  dx^^  dy^^  dz^y  und 
addirt,  so  erhiüt  man  eine  Formel  von  folgender  Gestalt: 
(e^O  X,dX|  +  Y^dy^  -i-  Z^dz^  ^ 

«  (0  +  ©J  ^  0J  . +  e;)  +  Xtdx^  H-  Yidy,  +  Zidz^  . 
In  ähnlicher  Weise  erfattlt  man  ferner»  was  den  Punkt  be- 
trifft»  die  Formel : 

[e^.]  X^dx^  -f-  Y^dy^  4-  ^t^'^i  = 

=  (0*  +  0       0J  .  .  •  -h  G)/'  -f.  Xidrr.  4-  Yidy.^  -h  Z^rfs,  . 
U.  s.  w.  U.  s.  \v.  Dabei  hüben  alsdann  z.  B.     und  6^^  folgende 
Bedeutungen : 

Hieraus  aber  ergiebt  sieh  mit  Rücksicht  auf  {ß.)  i)ng.  168 : 
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^      Ml  Ml  Mi  ' 

^     MI  'it  Mi  ' 

mithin : 


oder,  was  dasselbe  ist : 

ö;  +  ö;  =  «„  dr„  , 

milUm  aiigemeiD: 

Und  nüt  UUcksicht  hierauf  gelangt  man  durch  Ad(iition  sämint- 
licher  Formeln  {e^.]y  (e,.),  etc.  zu  folgeudero  Resultate: 

(f.)  JJlXdx  +  Ydy  +  Zd»)  « 

so  dnss  ;iIso  der  durch  (c/.)  aus|^e;»procheue  Salz  auch  folgender 
Darstellung  Inhig  ist ; 

Andere  Fom  dM  SataM  der  lebandigen  Kraft.  —  Bewe^ 
sich  ein  Punktsystem 

unter  dem  Einßms  seiner  inner n  Kräfte ,  und  unter  dem  gleich- 
zeitigen Btnßuss  irgendwelcher  äussern  Kräfte: 

->  ' i  '  ^1 '  j     v^%i      >  ^t'  >  •  •  •  \'*n  »  'n  >      ^  > 

50  (////  (//c  Formel : 

ig.)  dT  =  fidr  +  (A:^da;  +  Y^'dy  -h  Z^da)  . 
2>a&e/  bezeichnet  T  die  lebendige  Kraß  des  Systemes,  femer  r  dit 
gegenseitige  Entfertxung  irgend  zweier  Punkte  des  Systemes^  und  R 
den  gemeinschaftlichen  Werth  derjenigen  beiden  Er  äße  ^  mit  denen 
diese  beiden  Punkte  in  repulsivem  Sinne  auf  einander  ein- 
wirken. 

Wir  köniu'u  diese  l'OiMiiel  [g,]  in  Ainvendtmi^  lirincen  auf 
jedt'ii  b(*liel»iL:<'n  Körper,  eiuerlei  ob  derselbe  ilUssig  oder  fest, 
elastisch  oder  starr  ist. 

Bringen  wir  die;>elbe  auf  einen  slurren  Kurficr  in  Auweiidiins. 
so  sind  die  r's  rniisl'iijf.  mithin  die  r/rs  sJimnitli  h  =sO;  so  dass 
also  in  diesem  1  ülle  die  Formel  sich  rcducirl  auf 

(.4.)  dj  =  2J(X''dx  ^  r +  Z^dz)  . 

Hier  aber  isi  die  rechte  Seite,  d.  i.  die  Arbeit  der  XQuem 
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Kräfte,  einer  bemerkeoswerthen  Transformation  fiibig.  Führen 
wir  nümlicb  ein  mii  dem  starren  Körper  fest  verbundenes  recht- 
winkliges Axensystem  4,  %  3  ein,  und  beteichoen  wir  die- 
jenigen Goordinaten,  welche  irgend  ein  MaMentheilchenin(a;,  jr,«) 
des  Körpers  mit  Besug  auf  diese  neoen  Azen  1,  2,  3  besiist,  mit 
?t>  fa)>  »ist: 

a?  =  a  +  31^  I,  +        .+  «f,  , 

3  =  (5      C5,^,  4-  (5,     +  , 
wo  die  21,  2t,,  etc.  unlx'kannte  Fuuclionen  der  Zeit  vorstellen, 
und  dabei  den  Relationen  entsprechen  : 

,p  ,  ^l;  +      +  ^l^  =  4  ,  etc. 

^  5Ö<  (5,  +  iö,     -h  ©3     =  0  ,  etc. 

Zur  Abkürzung  mögen  die  Diflerentialquotienten  der  Grossen 
%^ ,  etc.  nach  der  Zeit  durch  Accente  angedeutet  werden. 
Zugleich  mögen  sechs  neue  Grössen  a,  ßy  y  und  o*,  ein- 
geführt werden  mittelst  der  Formeln : 

«  «  33,     +         4-  5?,  (i; ,      «•  =  r  +  S3  y  -  (i  ^'Z , 

(/>.)  21/  +  ^,  V  +  ^3  V'       r  =  33'-i-      -  ^l;*  . 

/  =  \  33,'  +  33/  +  21393,',  7*  =  +  31^^  -  93«  . 
Da  ^, ,  Ig ,  ^, .  ihrer  Dülinilion  zufolge,  von  der  Zeil  unabbüogig 
sind,  so  folgt  aus  i^.  ; : 

dx  »    +      +  Vft  +  «i»  Si)  f 

oder,  falls  man  hier  für  ,  «  ||  die  aus  (B.)  entspringenden 
Werthe 

I,  =  21,  (a?  -  «)  +  1\  7/  -  ©)  +  (5j  (5  -  (5)  , 

=  21,  lac  -  21)  -f.  93,  ly  -  ©)  -h  (5,  (a  -  , 

^3  =  21,  IX  -  ^>  H-  95,  (.V  -  35)  -h     [z  -  (5) 

sub&iiluirt,  und  dabei  dio  Formeln  (C),  [D.]  berücksichtigt: 

=  [r  -  y  (y  -  JB)  +  -  («)]  , 

oder,  falls  mala  die  Formeln  (D.)  rechter  Hand  beachtet : 

efflc  Ä=  «*     ßs     yy)  dt , 

Aoalope  Formeln  ergeben  sich  olfenbar  für  äy  und  (i>3;  so  dass 
man  also  foljjendes  Fonnelsyslem  erhüll : 

dx  =  {((*      ß  z  ^  y  y]  dt  ^ 
(E.)  dy  =  y*  —  az  dl  , 

dz  SS  iy*     ay  ^  (ix)  dt . 
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MuUipliciren  wir  aber  diese  das  Tbeilohen  m(Xf     %)  betreffende 
FormetD  mit  den   dasselbe  soUieitirenden  aosseni  Krxftea 
Y\  Z',  nod  addireOt  und  suminireii  wir  sodann  Ober  alle 
Tbeilchen  m  des  ganzen  gegebenen  Körpers,  so  erbalten  wir 

(F.)    2J[X^dx  +  Y*dy      Z*dz)  =  a*dt  2^ .V  h-  etc. 

+  adt  2^{yZ*^2r]'heic.; 

so  tiass  wir  also,  auf  Grund  der  Formeln  (A,)  und  (/^.)  zu  folges- 
dem  Satze  gelangen: 

Der  Sftts  der  lebendigen  Kraft  in  seiner  Anwendung  uf 
einen  stamn  Körper.  —  Bewegt  sich  ein  starrer  Körper  unttr 
dem  Einpuss  irgend  welcher  äussern  Kräfte 

und  bezeicJmct  man  die  Angriffspunkt»'  dieser  Kräfte  mtt 

so  f/ilt  die  Formel: 

[G.)  dT  =  2J{X'dx  -h  Y^dy  +  Z^da]  , 

wo  T  die  lebendige  Kraft  des  ganzeti  Körpers  vorstellt.  Diese 
Formel  [G.]  ist  auch  folfjendermassen  darstellbar: 

i-H  et*  ^^  A-*  -h  «  2\yZ'^  —  2  y-^j  I 
^f^JJy-^  ß  JTl^A'-'  -  xZ'     dt , 
•i-y*2;Z'-hy  2;^y'  -  yA-)  I 

wo  dt  das  betreffende  Zeitelement  repräsentirt,  während  dessen 
die  Idfendige  Kraft  des  Körpers  um  dT  anwächst.  Dabei  be- 
zeichnen a,  li,  y  und  a*,  ß*,  y*  unbekannte  Functionen  der  Ztit, 
deren  Bedeutungen  in  den  Formeln  (D,)  näher  angegeben  sind. 

Wir  wollen  nun  annehmen ,  der  Körper  befinde  sich  im 
Augenblick  t  in  Ruhe,  und  es  solle  seine  Bewegung  wührend 
des  nächstfolgenden  Zeilelementes  dt  untersucht  werden,  unter 
der  Voraussetzunt;,  dass  die  e iuw irkende u  iiussern  Kräfte  im 
Augenblick  /  tico  bcchb  Gieicliungen  entsprechen: 

(/.)  « 0 ,      2J\^\'  -  xz']  =  0 , 

Zuvt^rderst  ergiebt  sich  alsdann  aus  {H.) ,  dass  dar  dem 
Zeitelement  dt  entsprechende  Zuwachs  der  lebendigen  Kraft 
des  Körpers  s  0  ist : 
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(A.)  dr  =  0  , 

Zu  Anfang  des  ZeitelemeDtes  dt  war  aber  der  Ktfrper,  nach  un- 
serer Voraussetzung,  in  AtiAe»  mithin  F  s  0.  Zufolge  (K,)  wird 
daher  zu  Ende  des  Zeitelementes  dt  die  lebendige  Kraft  eben* 
falls  =  0»  mithin  der  Körper  ebenfalls  in  Hvhe  sein.  Wir  ge- 
langen somit  zu  der  Einsicht,  dass  der  Körper  wtthrend  der 
Zeit  dt  in  Ruhe  bleibt,  also  zu  folgendem 

Sats.  —  Entsprechen  die  in  irgend  ir eichen  Punhlen  [x,  z) 
auf  einen  stnn  t  ti  km  per  einwirkenden  äusseren  Kräfte  [X\  1'^,  Z'*} 
den  sechs  liednujungen  : 

«0  uHrd  der  Körper,  falls  er  zu  Anfang  in  Ruhe  ist,  unter  dem 
Einfluss  dieser  Kräfte  in  Buhe  bleiben, 

Zusatz.  —  Leicht  lüsst  sich  zeigen,  dass  diese  sechs  Beding^ 
unrien  zur  Fortdiiucr  des  Jhihezustandes  nicht  nur  ausreichend ^ 
sondirh  anr/i  nothicendii)  sind. 

Zur  l'oi  i (lauer  fies  llulieziistnndes  ist  nanilich  nothtvendig, 
dass  fUr  jedvsedes  MassetieieiiH  ni  //if  r,  s]  des  Körpers  fort- 
dauernd  die  GleicbuDgeo  stauliiiden: 

Und  hieraus  folgt,  mit  Rücksicht  auf  die  früheren  Formeln  (^.), 
(i.  )  pag.  1CG,  dass  zur  Fortdauer  des  Buhezuslandes  die  Er^ 
fmiung  der  sechs  Gleichungen 

etc.  etc. 
noihwendig  ist.  ^  Dass  jene  früheren  Formeln  (^.),  (^.)  auf  den 
hier  betrachteten  Fall  eines  starren  Körpers  anwendbar  sind, 
ist  bereits  früher  dargelegt  worden. 

§  6. 

Der  HAmilUu'scite  Satz. 
Bewegt  sich  ein  Punkt  tn[x,  //,  z)  unter  dem  Einfluss  irgend 
welcher  Kräfte  A\  y\     so  gelten  für  diese  Bewegung  die  in  (L.) 
pag.  460  angegebenen  Gleichungen : 
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(«.) 


Die  augeDbückliche  lebendige  Kraft  des  Puoktes  mag  Tbeissea: 


Man  dt'uke  sich  nun  neben  der  tvirklichen  BeweauDi;  des 
Vuuklcs  eine  uin  ndlich  wenig  von  iiu  eichende  fingirte  Be- 
wegung desselben,  und  benutze  die  Bezeichnungen 

fUr  die  wirkliche  Bewegung  inHB6£ug  auf  irgend  eioeD  Zeiumgeo- 
blick    andererseits  aber  die  Beteichnungen 

X     ^  ,    //-*-';,    »  ^  ^  ,  T+T 

für  die  finf/nit'  Hewoizung  mit  Bezuu  auf  ebemlenseliKH  Zeii- 
Huoonhlick  /.  Multijiliciri  man  die  Gleichungen  (a.)  ont  ^,  ij,  J, 
und  addirl,  so  erhalt  man 


m 


pder,  was  dasselbe  ist : 

Nun  ist  nach  der  Definition  von  T  und  J  r: 


mithin: 


iilsd.  wril  r.  r  unendlich  klein  sein  sollen,  mithin  die  iweilen 
Poleuzeu  dieser  Grössen  zu  vernachlässigen  sind; 


[dx  d^  1 


Digitized  by  Googl 


GrL.NDZLGE  der  analytischeis  MbCUAMK. 


177 


liemgeuiass  kann  die  Formel  (c]  auch  so  geschrieben  werden: 

oder  bei  etwas  anderer  Anordnung  aueh  so: 

Hieraus  folgt,  falls  man  mit  dt  muitipliciri,  und  sodann  über 
einen  beliebigen  Zeitraum    « . .    integrirt:  • 

Die  rechte  Seite  dieser  Formel  verschwindet^  sobald  man  fest«- 
setzt,  jene  iingirte  Bewegung  solle  von  solcher  Beschaffenheit 
sein,  dass  §,  i;,  T  im  Augenblick  t^  Ntdl  sind,  und  im  Augen- 
blick    ebenfalls  NuU  sind.  Ersetst  man  daher  nachlriiglich  die 

Buchstaben  ^,  »y,  r  durch  <Jx,  dy^  dz^  öT^  so  gelangt  man 
lu  folgendem  Resultate: 

Hamilton' scher  Satz.  —  Ein  Piuiht  mixy  y,  z)  beweye  sich 
unter  dem  Einßuss  irf/mfl  welcher  Kräfte  (A',  >',  Z\  Und  die 
augenblickltchc  kbcndKjC  Kraft  des  Punktes  may  T  heissen. 

Man  denke  sich  nun  neben  der  wirklichen  ßeweyimg 
des  Punktes  iryend  eine  nur  unendlich  weniy  von  ihr  abwei~ 
chenäe  fingirte  Bewegung^  und  benutze  die  Bej^eichnungen 

für  die  wirkliche  Bewegung  mit  Bezug  auf  irgend  einen  Zeit- 
ougmblick  t,  andererseits  aber  die  Bezeichnungen 

X      öx  ,    y      öy  i    z  -h  dz  ^    T  -h  ÖT 
für  die  fingirte  Bewegung  mtl  Beziiff   ">if  ebendcn selben 
XeUaugenblick  t.    Alsdann  tvird  für  ein  beliebig  %u  wählendes 
leUintervall  t^       t^  stets  die  Formel  stattfinden: 

f.]       jHdT-h  [Xdx  +  Ydy  +  Zdz]\dtzs(i  , 

falls  man  nur  voraussetztf  Jene  fingirte  Bewegung  sei  in  solcher 
Art  eingerichtet f  dass  Öx^öy^  6%  im  Augenblick  t^^  und  ebenso 
aucA  im  Augenblick     Null  sind. 

Znsati.  —  Jn  genau  demselben  Sinne  gilt  [wie  sich  leicht 

tryieht)  für  ein  beliebiges  Punktsysteni 
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tcelchn  unter  dem  Einfluss  irgend  tcekher  krOfte 

m  Bewegung  begriffen  ist^  folgende  analoge  Formel : 

iy.)     f  '^dT      2^  Xdx      Ydy  +      5  j  t//  «  0  , 

wo  T  die  Itfhendiye  Kra/t  des  yanzeti  Systems  b€:i€ichnet. 

Dass  dieser  ÜAHLToysche  Saix  {gJ\  nicht  nur  von 
Nutzeo  ist  zvr  Transformation  der  dynamischen  Differenlial- 
gleiehungen  d.  i.  zur  JBinfährung  neuer  Goordinaten,  sondero 
dass  derselbe  auch  nach  einer  aodem  Hiehtung  bin  gute  Dieosie 
leistet,  so]l  weiterhin  gezeigt  werden. 

Die  Arlieit  icr  Ct hisiMskrille. 

Alle  hf'i  (  infni  Svstcni  slanrer  korper  in  Betracht  kommen- 
den kriiftc  konnrü  iin  AIlLiPniPtruMi  in  zwoi  (Üasson  zpriesjt  wer- 
den, je  n.ielulem  ihre  Wirkuniieo  nur  auf  xntnuiitch  kleine^  oder 
aber  auf  beliebige  Eutferoungen  sich  erstreckeu. 

Zar  ersten  CInsse  pehören  die  in  ein  und  denjsolhen  Körper 
vorhandenen  CohäsionsLräffe^  desgleichen  die  Vtei  einem  Zusam- 
menstoss  zweier  Körper  ins  Spiel  tretenden  Widerstandskräfle, 
uod  ebenso  auch  diejenigeD  Widerstandskräfte,  weiche  bei  einer 
dauernden  oder  zeitweisen  Berührung  sweier  Ktfrper  zur  Thatig- 
keit  kommen. 

Andererseits  gehören  z.  B.  zur  sweilen  Classe  die  der  o//- 
gemeinen  Gravitation  entstammenden  Krilfte,  und,  falls  der  Zu- 
stand der  Kt»rper  ein  elektrischer  oder  magnetischer  sein  sollte, 
Hurh  die  alsdann  mit  ins  Spiel  tretenden  elektrischen  oder  mag- 
netischen  Kräfte. 

Für  unsere  weiteren  rntersueluinLien  ist  es  nun  notliwen- 
dig.  die  Kriifle  der  ersten  Classe  d.  i.  die  (^ohäsions-  und  Wider- 
st.lud^kiafte  einer  genaueren  lietnu  hlunii  zu  unterwerfen,  wo- 
bei in  erster  Linie  folgender  Salz  zu  noliren  sein  durfte: 

6ats.  —  Die  Arheit  (frr  in  pwem  Starren  Körper  vorhandenen 
Cohtis ionskräfte  tst  stets  s  0. 
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Zu  diesem  Snlze.  dor  iininiltt'ibar  aus  den»  dritten  Salz  aut 
pag.  170  sich  «Muieht,  treten  aoaloge  Sülze  hinzu  über  die  Ar- 
l)pit  der  WKIci  statidsktälief  wovon  im  folgenden  Paragraph  die 
Hede  sein  soll. 

§S. 

Die  Arbeit  «tr  Widentandalorille. 

Die  Bewegung  zweier  starrer  Körper  M  und  M^  sei  der  Art. 
dass  dieselben  danemd  oder  zeitweise  mit  einander  in  Berührung 
bleiben.  Ferner  sei  0  irgend  ein  Augenblick  der  BcrUhrungs- 
zeit'),  und  c  die  in  diesem  Augenblick  vorhandene  Berührunizs- 
slelle.  Im  Augenblick  G  werden  alsdann  die  beiden  Körper 
an  der  Stelle  c  wechselseitig  gewisse  Kr.ilte  H  und  aufein- 
ander ausüben.  Dabei  mag  H  die  den  Ki>r])er  .1/  an  der  Stelle 
c  erfassende  Kraft  sein,  liervorszebracht  durch  die  Einwirkimu 
von  M^:  und  el)ens<>  m.iu  /f,  die  den  Korper  ^f^  in  c  angreitVnde 
Krall  vorstellen,  hervorgebracht  durch  die  Kinu  irkuiig  \ün  M. 

Diese  ihrer  Grosse  und  Hiclitung  nacii  urd>ekanuteu  Kriifle 
R  und  die  sogenannten  Wiäerslands/irüjie,  denke  man  sich 
nach  drei  von  c  ausgehenden,  gegen  einander  senkrechten  Ui»  ii- 
lunsen  c/i,  cp,  cq  zerlegt,  und  l»etre(Venden  Componenlen 
un[  \  .  P,  Q  und  X^  .  Pj .  (),  bezt  u  liuet.  Dabei  soll  cn  die  ce- 
ineinsehaftliehe  Norn>ale  der  beiden  Körperoberflachen  an  der 
Stelle  c  repraseniiren ;  so  dass  .ilso  rp  und  cq  in  derjenigen  ge- 
meinschaftlichen Tangenliale]»en<'  liegen.  \v»*lche  die  genannten 
beiden  Oberfliichen  an  der  Stelle  r  besitziMi.  Alsdann  werden 
und  iVj  als  die  normalen  T>rurhhr(ifl'\  andererseits  aber  R  Q 
und  Pj,  (),  als  die  tinuj'nitmh'ii  lici/ninf/yl, rüffc  zu  bezeichnen  sein. 
Gleichzeitig  n)ögen  folgende  Uelinitionen  acceptirt  werden  : 

Erste  Definition.  —  Sind  die  Wider^stundsfirOfte  H  und  li^ 
von  solcher  Bcsdmffenheil.  dass  die  Reibunfishrdfte  =ss  0  sind,  dass 
also  jene  Kr  Ufte  H  und  H^  identisch  sind  mit  den  normalen  Druck- 
kräften N  und  X^ ,  .^o  mögen  die  Oberflächen  der  beiden  Körper 
vollkommen  glatt  heissen. 

Zweite  Definitioti.  —  Sind  andererseits  die  Widerstands- 
kräfte R  und  B^  von  solcher  Beschaffenkeitf  dass  durch  dieselben 
Jedwede  gleitende  Bewegung  der  einen  Körperoberfläche  längs  der 

\)  Die  Zeit  wntinnitl  welcher  itic  tif^icteii  K'oi  |»er  mit  einander  in  Be- 
rührung sind,  wird  tiior  kurzweg  die  Berühr ungszeit  genannt. 

4i» 
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anderen  u  n  m  a  y  l  ich  gejunr/i!  wird,  so  mOyrn  dir  Olierjhirhen 
der  beiden  Körper  (nach  dciit  Vnriiiinye  englischer  Mathemaiiker) 
als  V  u  1 1  k  0  m  ni  c  ii  r  a  u  h  bezeicli  net  werden. 

Wir  stellun  uns  nun  die  Aufgabe  die  Arbeit  zu  berechnen, 
welche  die  beiden  Widcrstnndskrüfle  Ii  und  H^  wahrend  irgend 
eines  FJeiiientes  ^/ (V  der  Berühr  ungszeit  verrichten,  und  zwar 
zuvorderst  unter  der  Voraussetzun£z,  dass  (h'e  l)eiden  Körper- 
oberlliichen  vollkommen  ghft,  mithin  jene  Widerstandskräfte  H 
und  R^  mit  den  normalen  Druekkr.'iflen  A'und  A\  identisch  sind. 

Ist,  um  mit  dem  einfachsten  Falle  zu  beginnen,  der  eine 
Körper  —  er  mag  m  heissen  —  unendlich  klein,  also  ein  materi- 
eller Punkt,  und  der  andere  Kürper  ^f^  absolut  festliegend,  so 
w  ird  die  auf  m  einwirkeade  Kraft  R  oder  N  während  der  Zeit 
(IG  die  Arbeit 

Nds  cos  (iV,  ds)  , 

d.  i.  die  Arbeit  0  verrichteD.  Denn  es  bezeichnet  ds  das  vam 
Punkte  m  während  der  Zeit  dQ  beschriebene  Wegelement. 
Dieses  Wegelement  aber  liegt,  weil  m  während  der  Zeit  d  B  mit 
dem  festliegenden  Körper  jtf^  in  Berührung  bleibt,  auf  der  Ober- 
fläche von  Jifj,  und  sieht  daher  senkrecht  gegen  die  normale 
Druckkraft  N;  so  dass  also  der  Winkel  (JV,  ds)  ^  90°  ist. 

Andererseits  wird  die  auf  einwirkende  Widerstands- 
kraft R^  oder  AT,  während  der  Zeit  dB  eine  Arbeit  verrichten,  die 
ebenfalls  »  0  ist;  wie  solches  sofort  sich  ergiebt,  falls  man  nur 
beachtet,  dass  der  Ktfrper  Jf^ ,  nach  unserer  augenbUeklichen 
Annahme,  eine  absolut  feste  Lage  besitzt. 

In  dem  hier  betrachteten  Falle  sind  (Uso  die  von  den  beiden 
Widerstandskräften  verrichteten  Arbeiten  beide  ss  0,  mithin  z.  B. 
die  Summe  dieser  beiden  Arbeiten  ebenfalls  »  0. 

Wir  wollen  jetxt,  an  Stelle  des  unendlich  kleinen  Kärpers 
m,  einen  beliebig  grossen  Kdrper  M  nehmen,  im  Uebrigen  aber 
an  den  bisherigen  Voraussetzungen  festhalten.  Alsdann  können 
wir  diesen  KOrpw  Jf  in  Gedanken  in  lauter  unendlich  kleine 
Massenelemente  m,  m%  //«",  etc.  zerlegen.  Denken  wirhins  aber 
diese  Zerlegung  der  Art  ausgeführt,  dass  dasspeciell  mit  m  be- 
nannte Element  an  der  augenblicklichen  BerUbrungsstelle  Hegt, 
und  während  der  Zeit  dQ  mit  Jf,  in  Berührung  bleibt,  so  be- 
schränken sich  die  während  dieser  Zeit  d&  in  Thätigkeit  kom- 
menden Widerslandskrilfle  auf  diejenigen,  welche  zwischen  m 
und  i/f  stattßudeu;  so  dass  wir  also,  ebeuso  wie  im  vorher- 
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gehenden  Falle,  eu  dem  Resultate  gelangen,  dass  die  Summe 
der  van  diesen  Widerstandskräften  verrichteten  Arbeiten  =  0  ist. 

Dieses  Resultat  aber  wird,  wie  aus  dem  zweiten  Satze  auf 
p.ig.  169  sich  ergiebt,  auch  dann  noch  in  Krall  hhMben,  wenn 
nicht  bloss  3/,  sondei  ii  gleichzeitig  auch  3J^  in  Bewegung  be- 
griffen ist;  so  dass  wir  il^  »  zu  folgendem  Satze  gelangen: 

Erster  Satz.  —  Ui-jimlen  sich  zwei  starre  Körper,  deren 
(iht'rpiKiien  vollliotnmen  (/Intt  sind,  in  irgend  welchen  Be- 
v  ecfiiJKjen ^  und  hleihen  dabei  jrnv  Obei'/Uichen  eine  Zeit  lang  mit 
etnanc/er  in  Jicnihrnnr/,  so  irn  il  die  iriütrend  dieser  /eil  von  den 
Widerstafidskräflen  der  beiden  Körper  verrichtete  Arbeit  =  0  sein. 
.Nachträglich  übersieht  man  leicht,  dass  dieser  Satz  auch  dann 
noch  in  Gültigkeil  bleibt,  wenn  die  Berührung  der  beiden  Kör- 
per nicht  an  einer,  sondern  an  mehreren,  resp.  an  unendlich 
\ielen  Stellen  stattfindet.  Denn  man  wird  in  diesem  Fall  einen 
der  beiden  K(}rper^  z.  B.  if  in  Gedanken  in  einzelne  Eiemen- 
tarkOrper  zerlegen  können ,  der  Art ,  dass  jeder  solcher  Ele- 
mentarkörper mit  immer  nur  je  eine  Berührangsstelle^)  be- 
slut.  U.  8.  w« 

Wir  wollen  jetzt  zwei  KOrper  M  und  Jf«  mit  vollkmmen 
raulien  Oberflttchen  in  Betracht  ziehen,  indem  wir  dabei  wieder- 
um voraussetzen,  dass  die  beiden  Körper  wtfhrend  eines  ge- 
wissen Zeitintervalls  mit  einander  in  Berührung  bleiben,  und 
irgend  zwei  aufeinander  folgende  Augenblicke  dieses  Zeitinter^ 
valls  mit  0  und  B     dB  bezeichnen. 

Wir  beginnen,  ahnlich  wie  vorhin,  mit  dem  Falle,  dass  der 
Körper  festliegt,  und  bezeichnen  dasjenige  Massenlheilchi  n 
des  Körpers  3/,  welches  im  Augenblick  O  mit  M^  in  Bertihruug 
ist,  mit  m.  Und  zwar  wolien  wir  zunächst  die  Bahn  in  Ueber- 

1)  Die  hier  zarErlaogoag  dieses Resallatcs  angestellten  Ueberlegungen 
Vönncn  leicbtdurcb  strengere  Methoden  ersetzt  werden,  —  aber  allerdings 

nur  dann,  wenn  man  sich  entschliefest,  über  den  freometrischon  Charakter 
dor  pciifluMien  Körperobprfl.lclion  fz.  B.  über  die  Sk'ti<:keil  (k'rsoUuM  he- 
i^tiiuaUe  Voraussetzungen  zu  muchcn.  Man  vergl.  übrigens  das  vürUelllicbe 
Werk  von  Delaunay:  MicantqM  rationnelh,  Taris  1866,  pag.  3(0 — 313. 

t)  Dabei  wird  die  BerQbronfcsslelle  eines  solchen  Elementarktfrpers» 
je  nach  Umständen,  bald  ein  Punkt,  bald  aber  aneh  ein  unendUeh  kleines 
Linien-  oder  Fläehenelement  sein.  Wie  dem  aber  auch  sei,  —  stets  sind 
unsere  früheren  Betrachtungen  auf  einen  solchen  Klomentnrkörper  ohne 
Weiteres  anwendbar.  Denn  bei  all  jt-nen  frubertMi  Betrachtungen  isl  der 
«»iicwtljchc  Charakter  der  Üeruhi uagsstelle  tob  die^^eibe  ein  Punkt,  ein 
Unienelcment,  oder  ein  Flüchenelcment  sei  >  in  suspenso  geblieben. 
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leguns  ziehen,  welche  dieses  speeielle  Tliellehen  w  lor  «leni 
Augenblicke  ^  durchiaiifen  hat,  und  ebenso  auch  diejen  i  L:-  . 
welche  dasselbe  spater,  nach  dem  Augenblick  0  durchlaulen 
wird.  Zu  diesem  Zwecke  bezeichnen  wir  den  senkrechten  Ab- 
stand, den  dieses  Theilchen  m  in  irgend  einem  früheren  oder 
späteren  Augenblick  t  von  der  Oberflache  des  festliegenden 
Körpers  ^,  besitzt,  mit  r.  Alsdann  hat  r  im  Augenblick  G 
offenbar  den  Werth  0,  andererseits  aber  in  jedwedem  früheren 

oder  spüteren  Augenblick  einen  Werth,  der  ^  0       Und  hier- 

ff  f 

aus  folgt,  dass  der  Differentialquoticnl      im  Augenblick  0  den 

Werth  0  haben  muss. 

Solches  erkannt,  ergiebt  sich  sofort,  dass  das  Theilohen  m 
tm  Augenblick  G  eine  Geschwindigkeit  besitzt^  die  tangentüU 
ist  zur  Oberflttche  des  festliegenden  Körpers  Jf,,  oder  mit  an- 
deren Worten,  dass  das  Theilchen  m  im  AugenblidL  0  eine 
längs  dieser  Oberflaofae  hingleitende  Bewegung  besitit. 

Nach  unserer  Yoniussetzung  sind  aber  die  Oberflächen  der 
beiden  Körper  M  und  if,  vollkommen  rauh,  mithin  gleitende  Be- 
wegungen unmöglich.  Wir  gelangen  somit  lu  dem  Resultate, 
dass  das  Theilchen  m  in  jenem  Augenbli<dL  &  sich  in  Ruhe  be- 
findet. Hieraus  folgt,  dass  das  von  diesem  Theilchen  et  während 
des  nttcbstfolgenden  Zeitelementes  d  0  beschriebene  Wegelement 
d$  eine  unendlich  kleine  Grosse  swetter  Ordnung  ist,  «niihin 
als  0  zu  betrachten  ist.  Demgemüss  wird,  was  die  beiden 
zwischen  Jf  und  Jl/|  thätigen  Widerstandskräfte  R  und  R^  be- 
triffl,  die  von  R  wahrend  der  Zeit  dQ  verrichtete  Arbeit  9  0 
sein.  Gleiches  wird,  weil  der  Ktfrper  M^  nach  unserer  Vor- 
aussetzung in  absoluter  Ruhe  sich  befindet,  offenbar  ancb  von 
R^  gelten.  Wir  gelangen  somit  zu  dem  Resultate,  dass  die 
Summe  der  von  den  beiden  Widerstandskrä/Un  während  der 
Zeil  dB  g^eisieten  Arbeiten  Wenfalls  =  0  ist» 

Dieses  Resultat  bleibt  nun  aber,  wie  aus  dem  zweiten  Satze 
auf  pag.  169  sich  ergiebt,  auch  dann  noch  in  Kraft,  wenn  nicht 
bloss  M,  sondern  gleichzeitig  auch  Jf,  in  Reweguog  bogrifTen 
ist;  so  dass  wir  also  zu  folgendem  Satze  gelangen: 

Zweiter  Satz.  —  Befinden  sich  stvei  starre  Ktirpc)-,  demt 
Oherftflchen  vollkommen  rauh  sind»  in  irgend  weichen  Re^ 
w('(iun(jen,  und  bleiben  dabei  jene  Oberflüchen  eine  Zeit  irmy  mit 
einander  in  Berührung,  so  wird  die  von  den  Widerstauds- 
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kriiflen  der  beiden  Kör  {/er  während  dieser  Zeil  uerridUele  Arbeil 
=  0  sein.  Nachlrüglich  übersieht  man  leirht,  dass  dieser  Salz 
(ebenso  wie  der  vorhergehende)  am  h  (Inn  noch  in  Gültigkeit 
bleibt,  wenn  die  gegeuseilico  Heiühruuu  der  beiden  Körper 
nicht  uD  einer,  sooderu  an  mehreren,  resp.  an  unendlich  vielen 
Stellen  stattfindet.  * 

Zu  den  beiden  S«itzen  dieses  Taraijraphs  lua^  schliesslich 
nocli  ein  dritter  Satz  von  bloss  neijntiveni  Charakter  hinzugefügt 
werden,  welcher  fulgendeiuiasseri  iaulet: 

Dritter  Sats.  —  Findet  zirischcn  zwei  Korpern  ein  plntz^ 
licher  Zusammen stoss  statt,  ist  also  das  Zusammentreffen  der 
beiden  Karper  von  pUilslichen  GeschwindigkeitsUnde» 
rangen  begleitet ^  so  tvird  die  hierbei  von  ihren  Widerstands-' 
kräften  verrichtete  Arbeit  im  Allgemeinen  nicht  =  0  sein. 

Wird  z,  B.  eio  unendlich  kleiner  Körper,  d.  i.  ein  materi- 
eller Punkt  m  senkreebt  gegen  die  Wand  eines  absolut  festlie- 
genden Körpers  M  geschlendert,  so  ergieht  sieh  aus  dem  Satze 
der  lebendigen  Kraft  die  Ferinel 

mvi    «tv;_  . 

wo  und  f,  die  Geschwindigkeiten  des  Punkles  m  in  iii^end 
zwei  Zeitaugenblicken  t^  und  /,  vorslellen,  wahrend  .1^,  die 
führend  des  Zeitraumes  /^  von  den  einwirkenden  Kräften 
verrichtete  Arbeit  repriisontirl.  Nimmt  man  nun  an,  dass,  ausser 
den  innerhalb  fn>  und  ehonso  innerhalb  M  vorhandenen  Cohä- 
sionskrüften,  nur  noch  die  Widerstandskräfte  der  beiden  Kör- 
per ins  Spiel  kommen,  und  dass  beide  Körper  vollkommen  starr, 
mithin  die  Arbeiten  jener  Gohlision skrafte  =  0  sind,  so  repra- 
sentirt -4 „  geradezu  diejenige  Arbeil,  welche  von  den  W  ider- 
standskrt^n  der  beiden  KOrper  während  der  Zeit  t^t^  geleistet 
wird. 

Bezeichnet  nun  den  Augenblick  des  ^usammenstosses, 
und  t^  irgend  einen  früheren  Augenblick,  so  ist  s  0,  hin- 
gegen %\  von  betrttchilichem  Werthe.  Und  die  vorstehende,  ge- 
genwärtig auf 

sich  rediH  irende  Formel  zeigt  also,  dass  jene  von  den  Wider- 
stands krallen  verrichtete  Arbeit  A^^  nicht  s»  0  ist.  —  Q*  e.  ä.- 
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2iuftiiiHe]ilkMtt]i|;  dir  llMiltate. 

Um  die  Resultate  der  beiden  vorhergehendeD  Paragrapbe 
in  bequemer  Weise  zusammenfassen  zu  können,  mag  folgende 
Ausdrueksweise  eingeführt  werden : 

Definition.  —  Die  Beivegung  eines  Syatems  starrer  hurper 
sei  von  solcher  Beschaff enlwit,  äusa  niemals  plötzliche  Zusamtnen- 
stösse  oder  überhaupt  plötzliche  Geschwindigkeitsändet^ngen  ein- 
treten, dass  hui gegen  einige  der  Knieper  dauernd  odei'  zeitweise 
md  einander  in  Berührung  sein  kunnen.  Ueberdies  sei  anqenoni" 
meii,  ddss  die  überjUichen  je  zit  eier  Körper,  die  dauti  uil  t  esp. 
zeilweise  einander  herühren,  entweder  beide  vollkommen  giatt, 
oder  aber  beide  voll hmn  m.  n  rauh  sind. 

Sind  all'  diese  Vo)  anssetzungen  erfidlt^  so  mag  das  System 
kurzweg  ein  vollkommenes  System  genannt  werden. 

Solches  festgesetzt,  gelangt  man  alsdann  durch  Zusammen- 
fassung der  Resultate  der  beiden  letzten  Paragraphe  zu  folgen- 
dem allgemeinen  Theorem: 

Allfemeinei  Theorem.  —  Befindet  sich  ein  vollkommenes 
System  starrer  Kürper  unter  dem  Einßuss  seiner  Cohäsions-  und 
Widerstandskräfte  ^  und  unter  dem  gleichzeitigen  JSmfluss  be- 
liebiger anderer  Kräfte  in  irgend  welcher  Bewegung^  so  wird 
dabei  die  von  jenen  CohäsümS'  und  Wiilerstandskriljften  verrichtete 
Arbeit  stets  s  0  sein, 

§40. 

Der  Satz  der  lekesdigen  Kraft  ia  seiner  Aiweidan^  aaf  ein  Systea 

starrer  Körper. 

Bewegt  sieb  ein  vollkommenes  System  starrer  Kdrper  unter 
dem  £infltt8S  seiner  Goliilsions-  und  Widerstandskräfte  und 
unter  dem  gleichzeitigen  Einfluss  beliebiger  anderer  Kräfte, 
und  bringt  man  auf  dieses  System  den  Satz  der  Iel>endigeD 
Kraft  (pag.  171) : 

{A.)  dT^  2^{Xdx  +  Ydy  +  Z<i«) 

in  Anwendung;  so  hat  man  unter  T  die  lebendige  Kraft  des 
ganzen  Systems,  ferner  unter  (x,  z)  die  Goerdinaten  eines 
einzelnen  fifassenelementes  m  des  Systems,  endlich  unter  (X,  K,  2) 
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die  Re«;ultante  aller  auf  dieses  Element  m  einwirkenden  Kräfte 

zu  verstehen. 

Da  nun  dte  m  dem  System  Ihiitigen  knifte  theils  CofiiisionS' 
und  Wider sttnidskri^'te,  theils  al)er  irgend  welche  anderweitigen 
Krüfte  sind,  so  kann  man  setzen: 

wo  I*,  g*,  3*  diejenigen Theile  der  Kräfte  X,  F,  /  bezeichnen, 
welche  von  den  Cohästons-  und  Widerstandskräften  berrtthren, 
während  X,  %  3  diejenigen  Theile  derselben  vorstellen  sollen, 
welche  herstammen  von  jenen  anderweitigen  Kröften.  Somit 
geht  die  Formel  [A,]  Uber  in 

Zufolge  des  vorhergehenden  allgemeinen  Theorems  pag.  484  ist 
aber  die  Summe  ^iydx  +  2)*dy  -h  3*^^)  s^®^^  s=  0;  so 
dass  man  erhalt : 

(D.)  dr  =  2J[^<^^  -i-         -H  Si^'S)  , 

mithin  zu  Xulgcndem  Satze  gelangt: 

Bar  ftats  der  lebendigen  Kraft.  —  Bcircf/i  sielt  ein  voll- 
kommenes System  starrer  Körper  (vgl.  die  Definition  pag.  184) 
unter  dem  Einfluss  seiner  Cohüsions~und  Wid  er  Standskräfte 
und  unter  dem  gleichseitiyen  Einfluss  irgend  ivelcher  ander^ 
weitiger  Krnfte^  so  wird  für  jedwedes  Zeitelement  dt  der  Zu- 
wachs der  lebendigen  Kraft  des  Systems  dfenso  gross  sein ,  wie 
die  während  dieses  Zeitetementes  von  jenen  anderweitigen 
Kräften  verrichtete  Arbeit,  Bezeichnet  man  nämlich  die  irgend 
ein  einzelnes  Massenelement  m{x^  z]  des  Systems  soUicitirenden 
anderweitigen  Kräfte  mit  %  3»  ^^^^ 
element  dt  die  Formel  stattfinden: 

dr  =  2J(^dx  +  2)di/     ^dz]  , 

wo  T  die  lebendige  Kraft  des  ganzen  Systems  vorstellL 

Mai\  kauü  diesen  allizemeinen  Satz  z.-B.  auf  den  h'all  an- 
wenden, dass  einige  von  den  Korpern  des  Systems  eine  absolut 
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feste  Lage  besilzon,  wobei  alsdann  selbstverstüudlich  diejenigen 
Kriitle,  welche  für  eine  derarlij^e  Lage  Sorge  tragen,  mit  in  Be- 
Iraelii  zu  ziehen  sind.  Doch  bemerki  man  sofort,  dass  die  \iJi] 
diesen  Kräften  auf  jene  Körper  ausgeübten  Arbeilen  =s  0  sind, 
weil  ehcu  jene  Kcirper  absulut  festliegen),  und  dass  also  diese 
Kräfte  in  der  Formel  (£.}  ohne  Weiteres  fortfallen. 

Der  Haailton'selie  Sati  ttiid  die  Lagrange'selieii  lUeieliiiig««. 

Nachdem  wir  im  vorhergehenden  Paragraph  den  Satz  der 
lebendigen  Kraft  auf  ein  vollliovimenes  System  starrer  Köiper 
angewendet  haben,  wollen  w  ir  gegenwiSrlig  auch  den  Uji»iltoi«« 
sehen  Satz        pag.  ^78]: 

f  \dT     J^iXdx      Ydy  +  Zdz]]  dl  =  0 

auf  ein  solches  System  in  Anwendung  bringen.  Halten  wir  dabei 
fest  an  der  Bezeichnungsweise  des  vorhergehenden  Paragraphs, 
so  reducirt  sich  der  Ausdruck 

2JiXöx  +  Ydy     Zd2]  auf  JJi^öoi  +  ^dy  -4-  3(Jj»)  , 

ebenso  wie  damals 

2J{Xäx  ■+■  Yäy  4-  ZUs)  auf  2,  iJ^äx  -h  ^äy  +  ädjs) 

sich  reducirle.   Wir  tiehinsen  daher  zu  folgendem  Resultat: 

Der  Hamilton' sehe  Satz.  —  Jlalt  miin  fest  an  den  Vor- 
slcilmnjfn  und  Bezeich iiinnjen  des  loi  iunichendm  Satzes  (ii.l^ 
so  yät  [ür  jedwedes  ZeUmtet  vuä  t^t^  die  furmel: 

(/•'.)    J  Ist     JJßdx  4-  ^dy  H-  äl^O  , 

Dabei  ist  unter  der  den  Zeichen  dx,  dy^  ds^  d  T entsprechenden fin- 
girten  Betoeyting  jede  belief nye  mit  dem  Charakter  des  voll^ 
kommenen  Systems  verträgliche  und  von  der  wirklidien  Bewegung 
nur  unendlich  wenig  abweichende  Bewegung  zu  verstehen ^  falls 
nur  dieselbe  von  solcher  Beschaffenheit  ist^  dass  die  Grossen  Öx, 
öy^  dz  im  Augenblick  ,  und  ebenso  auch  im  Augenblick  sämmi" 
lieh  =  0  sind. 


Digitized  by  Coogl« 


GftVNDEeGB  DBE  ANALTTlSCBBir  MlCHAinE 


187 


Bezeichnet  man  die  independenteii  Variablen,  durch  welche 
die  raumliche  Lage  des  Systems  in  jedem  Augenblick  sich  be- 
stimmt» mit  ...  9^,  so  ergeben  sich  auf  Grund  der 
Formel  (F.)  In  bekannter    eise  die  fi,  Gleichungen : 

dt 

j  »  4,  2,  3,  ...  fi . 

Dies  sind  die  Lagrange*schen  Gleichungen  zweiter  Form^  aus  denen 
man  nun  rückwärts  auch  diejenigen  der  enten  Form  abzuleiten 
vermag. 

Dabei  werden  jene  independenten  Variablen  im  Laufe  der 
Zeit  ihrer  Art  und  Zahl  nach  wechseln  können.  Besteht  s.  B. 
das  betrachtete  System  aus  einem  materiellen  Punkt  m  und  aus 
einem  absolut  festliegenden  Körper  ä^^ ,  und  bleibt  m  mit 

nur  eine  Zeitlang  in  ßertthrung,  so  wird  die  Anzahl  jener  inde- 
pend«' Ilten  Variablen  wahrend  dieser  BerUbruu^szcit  —  2,  spater 
aber  =  'i  sein. 

l  eruer  ist  zu  beiiieiken,  dass,  wenn  einige  der  Kürper  des 
Systems  eine  absolut  feste  Lage  besitzen,  die  ftlr  eine  derartige 
Lage  Sorgp  (rasenden  Kräfte,  in  den  Formeln  [F.)  und  (fi.) 
von  vornherein  lurtijelasst'n  \n  erden  dürfen.  Vgl.  den  Schluss 
des  vorhergebenden  Taragraphs. 

§  «2. 

Ueber  das  absolate  AxeBsysteii. 

Bewegt  sich  ein  materieller  Punkt  mfar,  z]  unter  dem 
Einfiuss  einer  gegebenen  Kraft  so  gelten  fdr  diese  Bewegung 
die  in  {L.)  pag.  160  angegebenen  Gleichungen: 

(a.)  1»^  «  Äcos{Ä,x)  , 

etc.  etc. 

Dabei  ist,  wie  an  allen  Stellen  dieses  Aufsatzes,  unter  (x,  y,  z) 
das  absolute  Äxensystem  zu  vc^rstehen. 

Man  künnte  nun  vielleicht  der  Meinung  sein,  die  Wahl  des 
Coordinatensysteros  sei  völlig  gleiohgtiitig,  und  demgemdss  ge- 
neigt sein,  an  Stelle  des  absoluten  Systems  irgend  ein  anderes 
rechtwinkliges  Äxensystem  (|,  17,  ^)  eintreten  su  hissen,  und 
die  diesem  neuen  Äxensystem  entsprechenden  Gleichungen 
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iß.)  m  ^'^f  «  Ä  cos  (fl,  D 

etc.  etc. 

ebenfalls  für  correct  su  ballen.  Um  die  Ricbiigkelt  oder  Un- 
ricbtigkeit  einer  soldien  Ansiebt  näber  zu  prUfen,  wollen  wir 
sunäcbst  den  einfachen  Fall  in  Betracbt  sieben,  dass  das  neue 
System  jj,  {)  eine  Bewegung  besitze,  bei  weloberesdem  abso- 
luten System  (x,  «)  forCdanerndpara/W  bleibt.  Im  Uebrigen  aber 
mag  diese  Bewegung  eine  ganz  beliebig  sein;  und  es  mdgen  also 
die  absoluten  Goordinaten  (x^,,  z^^  des  Anfangspunktes  a>  des 
neuen  Systems  beliebige  Functionen  der  Zeit  sein.  Dann  ist  z,  B. : 

f  =  0?  —         und     (Ä,  D  =  (Ä,  x)  ; 
so  dass  also  die  GleichungeD  [ß.]  die  Gestalt  annehmen: 

(/TO  «       -  m  iil^  =  Ä  CO»  (H,  X)  , 

etc.  elc. 

Hieraus  aber  geht  deutlich  hervor,  dass  diese  neuen  Glei- 
chnniien  [ß.)  oder  [ß' falls  a?^^,  y^^,  beliebige  Functionen  der 
Zeit  sind,  mit  den  Gleichungen  (a.)  in  Widerspruch  stehen,  im 
Allgemeinen  also  unrichtiy  sind. 

Um  dieses  £rgebni SS  vielleicht  noch  deutlicher  hervortreten 
zu  lassen,  wollen  wir  jetzt  ein  etwas  bestimmteres  Beispiel  in 
Betracht  ziehen. 

Es  mttgen  im  r^anzen  Universum  überhaupt  nur  fitwei  Ktfrper 
m  und  vorbanden  sein ,  etwa  Sonne  und  Erde,  und  es  mag 
vorausgesetzt  sein,  dass  dieselben  nach  dem  NawTOM'schen  Gesetz 
aufeinander  einwirken,  dass  also  die  rcpulsive  Kraft  ü,  mit 
welcher  jeder  der  beiden  Körper  in  der  Entfernung  r  auf  den 
andern  einwirkt,  den  Werth  besitze : 


wo  X  eine  /;ost<it7e  Con^toftte  Yorsteilt.  Alsdann  werden  nach  (L.) 
pag.  160  für  die  absoluten  Goordinaten  te,  ly,  s)  und  (x^^  z^) 
der  beiden  Körper  die  Gleichungen  gelten: 
...         X  m  m,  X  —  x.        d*  x.  m  m.  u-  —  u 

r*       r  *  dl*  r*  r 

etc.    etc.  «Mc.  vlc. 

Hier. (US  (olgt,  faiii»  man  durch  »i,  resp.  hebt,  und  sodanu 
subtrahirl ; 
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^    '  d?       dl«  r»  r  ' 

etc.  etc., 

also,  falls  man  x  —        Sy  tf  ~  tfi  ^  V  i  *  ^  *t  ^  i  BeuX: 


d*5  m-hjw^ 


elc.  etc. 

Air  diese  Formeln  (-4.!.  '  IM.  !A".)  l)eziehen  sich  -mf  das 
absolute  Axcnsystem.  Wollle  nun  irizoud  Jemand  behaupten, 
dieses  absolute  System  sei  luich  Belieben  durch  jedwedes  andere 
rechtwinklige  Axensystem  ersetzbar,  so  wUrde  derselbe  i.  B. 
auch  die  Anwendung  desjenigen  Systems  heissetj  müssen, 
welches  dem  absoluten  fortdauernd  j);uMllel  bleibt,  und  dess<^n 
Anfangspunkt  forldnuernd  mit  zus.iniinenfällt.  Hei  Zusrunde- 
lecnns  dieses  Sysleins  würden  sich  aber  tür  den  Körper  ;/*,  an 
Stelle  der  Gleichungen  .1.),  folgende  Gleichungeo  ergeben : 

etc.   etc.  , 

\so  I,  I;,  ^  dieselben  Bedeutungen  haben  wie  yorfain.  Und  diese 
Gleichungen  [B.)  sind,  weil  sie  mit  {A".)  in  ofTenbareo  Wider- 
spruch stehen,  geradezu  als  unrichtig  zu  bezeichnen. 

hm  die  Hauptsache  hervorzuheben :  Ist  diu  von  Galilki, 
Nbwton,  Ehler,  d^Ai  fmbkrt  utid  Lagra\(;e  bcyt  uitdete  und  von 
allen  heri  orrayenden  Aatronontcn,  P/iiji^tLei  n  und  Mathematikern 
bis  zur  heutiyen  Zeit  festgehaltene  Mechanik  correct  mit  Bezuy  auf 
ein  (jeu  issea  dem  ganzen  Universum  luyehuriffes  Axensystem, 
welclies  wir  kurzweg  das  absolute  genannt  haben  ,  so  folgt 
hieraus  von  selber,  dass  dieses  absolute  Axensifstem  nicht  ersetz- 
bar sein  kann  durch  jedes  hcUebuje  andere  A.rensf/stem. 

Eine  genauere  L'iilersuoliunt;  zeiij;l.  djiss  eine  solche  Ersetz- 
barkeit nur  in  zwei  Fallen  slatttindet.  litrulich  erstens,  wvnn 
das  neue  Axensystem  (5.  l)  mit  jenem  absoluten  System 
(.r,  y,  z)  starr  verbumlen  ist,  und  zn-eitens  auch  dann,  wenn 
das  neue  Sv.steu)  /f,  eine  Heweizunu  Ix^sitzt.  hei  welcher 

W  \  -1^  f         §    ■         ^     <  I.  ». 

die  absolute  (ieschwindiükeitseines  Anfangspunktes  iiirertirüsse 
und  Richluni;  nach  constant  bleibt,  wahrend  gleichzeitig  die 
Axen  des  neuen  Systems  gegen  die  des  absoluten  Systems  uoler 
Constanten  Winkeln  geneigt  bleiben. 
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Machsehrill. 

Besondere  Schwierigkeiten  bietet  in  der  Mechanili  der  Fall 
der  sogenannten  Bedmgungsgleichungen  dar.  Und  es  dürfte  wohl 
heut  2U  Tage  im  Kreise  competonter  Beurtheiler  allgemein  aner- 
kannt sein,  dassdiediesen  Fall  betreffenden  Sätse,  nämlich  der  Sati 
der  virtuellen  VerrOckungen  und  das  D'ALiiiBBfiT*sche  Princip, 
einer  strengen  BegrOndung  entbehren,  dass  alle  fttr  diese  Satte 
gegebenen  Beweise  mehr  oder  weniger  mangelhaft  sind.  Auch 
habe  ich  bei  einer  früheren  Gelegenheit  (diese  Berichte,  1869 
pag.  258)  die  ebenso  abfällige  wie  berechtigte  Kritik,  welche 
Jacobi  Uber  jene  »vermeintlioben«  Beweise  gegeben  hat,  nfiher 
mitgetheilt. 

Im  vorliegenden  Aufsatie  glaube  ich  nun  gezeigt  su  haben, 
dass  man  die  in  Rede  stehenden  Schwierigkeiten  nicht  ttber- 
winden,  wohl  aber  vermeiden  kann,  indem  man  die  sogenannten 
Bedingungsgleiohungen  gant  bei  Seite  lässt,  und  an  Stelle  dei^ 
selben  direct  die  hinler  jenen  Gleichungen  verborgenen  KrUfk, 
d.  i.  die  Cobäsions-  und  Widerstandskräfte  in  Rechnung  bringt. 
Insbesondere  habe  ich  gezeigt,  wie  man  in  solcher  Weise  — 
und  zwar  auf  sehr  einfachem  W  cge  —  zum  HAMiLTON*schen  Satze 
und  zu  den  LAGRA?iGB'schen  Gleichungen  erster  und  zweiter  Form 
hingelangen  kann.  Uebrigens  wird  man  alsdann  nachträglich 
das  (durch  seine  praktische  Bedeutung  ausgezeichnete)  IMncip 
der  virtuellen  Verrtlckungen,  und  ebenso  auch  das  i/Alesbert- 
sche  Frincip  leicht  aus  jenen  LvüRAXGE'schen  Gleichungen  abzu- 
leiten im  Stande  sein. 
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Axel  Harnack,  l  'chrr  die  Darstellung  einer  willkwiidien 
Function  durch  die  Fourier- Besseischen  Functionen, 

Die  Aufgabe,  eine  willkürliche  reelle  Funclion  innerhalb 
eines  endlichen  IntervaUes  durch  solche  unendliefae  Reihen 
darsustellen,  wie  sie  die  Probleme'  der  Potentiallhef^e,  der 
Wurmeleitung,  der  elastischen  Schwingungen  u.  a.  erfordern, 
ist  von  Hbine  auf  Gnind  der  Arbeiten  von  Caucby,  Stiikm  und 
LiouviLLB  in  folgender  Weise  zusammengefasst  worden :  *) 

i^ine  Function  f(x}  ist  darsleilbar  durch  eine  Reihe  von 
der  1  onn 

i)         2;6  X]  '—j^  , 

*  f{e{l,x))*g(cn)äx 

0 

wubfi  die  \V(M*lhe  k  die  unendliL-h  vieieii  Wurzeln  einer  trans- 
scendenteii  (ileit-hung  (Ä)  =  0  durchlaufen,  die  nur  reelle 
und  kt'Ine  \  iolf.u'lien  Wurzelu  enthält,  wenn  folgende  Bedin- 
guniien  erfdllt  sind : 

Et  s  t  e  u  s :  Es  soll  t>ei  jedem  reellen  Werth  von  a  das  com- 
plexe  Integral 

"(i  -"a)  m  {3}  * 


4)  »EiDige  Anwendungen  der  Residuenrechnung  von  Caucht*,  Journ. 
f.  Math.  Bd.  89,  sowie  Handbuch  der  Kugeifunclionen  i,  Aufl.  Bd. 
pag.  146. 
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Dach  2  auf  einem  kreise  mit  unendlichem  Radius  integririf  Duil 
werden.  Id  diesem  Falle  besteht  die  EotwickeluDg 

e  (g,  X)  ^  ${1,  X) 

d.  h.  die  FuDCtion  0  (a,  x]  ist  durcli  eine  unendliche  Reihe  dar- 
stellbar,  welche  nach  den  6(k^x)  fortschreitet. 

Zweitens:  Diese  Reihe  soll  in  gleichem  Grade  conver- 
gl  reo. 

Drittens:  Es  soll  eine  Fanction  g{x)  angebbar  sein,  so 

dass 

J 0(1, X)  0{fA,x}gix)dx 

0 

null  ist,  WL'uii  /.  und  fi  verschiedene  Wurzeln  der  Gleicliuug 
IS  ^A)  =  0  sind;  für  A  =  /i  soll  das  Intej^rul  nicht  null  sein. 
Viertens:  Das  Integral 

J*  0  (a,  Xj  y  {x]  %^  \x)  dx 

0 

soll  nicht  ftlr  alle  beliebigen  reellen  Werthe,  welche  man  a  er- 
lheilen k.ijin,  null  sein  können,  ohne  dass  die  FuDetion  tp'x) 
niili  ist,  wenigstens  im  Allgemeinen,  d.  h.  so  dass  ihr  Miltel- 
werth  in  jedem  holichiL'  kleinen  Intervnl!  null  ist.  Ist  also 
\p  ^x)  durclijuis  stetig,  so  luuss  der  Werth  eonsUtul  null  sein. 

Fünftens  ilie  oben  üDL^'L-ehene  Reihe  I  soll  in  gleichem 
Grade  eonvcrgiren  Statt  dessen  genügt  es  aber  zu  sagen: 
Diese  tteihe  soll  im  Allgemeinen  in  gleichem  (irade  couver- 
giren,  so  dass  ihr  Integral  durch  gliedweise  Integration  gebildet 
werden  kann,  selbst  wenn  man  die  Reihe  zuvor  mit  einer  Fodc- 
lion  multiplicirt  hat.  die  nicht  unendlich  wird,  und  nicht  un- 
endlich viele  Maxima  und  Minima  besitzt. 

Sind  nilmlich  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  stellt  die  ohige 
Reihe  \)  eine  Function  (f  (x)  dar,  mit  der  Eigenschaft,  dass  (zu- 
folge der  fünften  und  dritten  Bedingung) 

f\  (x)  0  %  X]  g  (x)  dx^  j}  X  0  (/.,  .t;  q  [x\  dx 

0  0 

ist.  Mithin  ist  auch  (zufolge  der  zweiten  und  ersten  Bedioguog) 
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y  [äc]  0  («,  x]  y  {i3ü)dx  =  J  f{x)  6[a^  x)  g(x]  dx 

0  0 

und  hieraus  folgt  (aus  der  vierten  Bednigiing),  dass 

f(x)  =  (p[x)  , 

vorausjze<<»tzl,  dass  beide  Ftinclionen  stetig  sind. 

Diesen  Satz  benutzt  Heine  lür  die  EntU  jckeluog  einer  Func- 
tion nach  don  tncononietrischen  Funelloneti,  sowie  nach  den 
C\  linderfunctionen  erster  Art,  und  /war  der  zweiten  unddriWe» 
OriiEmi^  die  bei  ihm  durch  die  liiÜereutialgJeiolMiBgeo: 

da?"      X  dx     \        ccF  f  ' 

d*ip  2  dip  ,  riv-hih 
ax*       X  äx     \  x*  ß 

d«fifitrt  sitid.  !fid«6M«  f s«  er  auf  die  F^§e  nfelic  naber  mngth 

jjanaen.  ob  die  fünfte  Bedingung  erftl^H  Ist,  eine^LOeke,  welche 

ich  durcli  die  folgenden  Untersuchuiiizen  ergänzen  n)öehte. 

Die  Function  Ö  [A,  j?)  bezeichne  ich  dnrch  U^^)  {/.,  aj  oder 
auch  weiterhin  kurz  mit  U (Ax);  sie  soll  ein  particulüres  Integral 
der  DilTereDtialgleichuDg 


sein,  und  zwar  dasjenige,  welches  für  x  =  0  versihwindet. 
Ein  solches  particulüres  Integral  ist  vorhanden,  wenn  n  eine 
beliebige  positive  Zahl  bezeichnet,  und  nur  eines,  wenn  n  ^  ^ 
ist.  Dasselbe  ist  immer  nur  bis  auf  einen  constanten  Factor 
bestimiDt,  der  ftlr  die  Reihenentwickelung  nicht  in  Betracht 
kommt,  weil  die  Glieder  derselben  von  der  Oten  Dimension  in 
Bezug  auf  ü  sind.  Dies  Integral  werde  (für  n  ^  0,  worauf  wir 
uns  für  die  folgenden  BetrachCungen  beschranken]  durch  die 
Gleichung  definirt: 

Fttr  a?  =  0  hat  U  den  Werth  nnll,  die  Ableitung  —  jedoch  »«i* 

dann,  weim  n  >  iai.  Zu  de«  Ten  Hbirb  ctefinirten  FanetloneB 
bestehen  die  Beziehungen 
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/Ix  ./«X,,  .  Aa? 

Für  fi  =  4-     «/•{>ta*)  =  —  sin  {Ix). «) 

Die  Werthe  A  sollen  die  positiven  Wurzeln  der  transcen- 
denlen  Gleichung  sein  : 

cij  (a)  =   — -  4-  /<  t/^"^iAx;  =  0  für  vt'  =  A  , 

wobei  h  eine  Constante  Ist,  die  auch  null  oder  unendlich  sein 
kann.  Doch  werde  ich  im  Folgenden  diese  besonderen  Falle, 
bei  denen  die  Formeln  einfacher  werden ,  nicht  besonders  be- 
rttcksiehiigen. 

Den  Nachweis,  dass  die  drei  ersten  Bedingungen  erDlllt 
sind,  und  swar  die  dritte  unter  der  Annahme  g[x)  =  kann 
ich  hier  unterlassen.  Desgleichen  ist  auch  die  vierte  Bedin- 
gung erfüllt;  weil  sich  nämlich  V,ax)  nachPotenxen  des  Argu- 
mentes ttx  entwickeln  lässt,  so  folgt  ans  der  Gleichung 

fip[x)U{ax}dx^O  ,    (hei  Miehkeu  re- 

eilen  W  erthen  von  oj 
0  ' 


dass 

q>  {xjaf^dx  =  0 
0 

ist  bei  allen  ganzzahligen  positiven  Exponenten  n.    Dies  aber 
tritt  nur  ein,  wenn  alle  Mittelwertbe  von  <p  {x)  null  sind. 
£8  bleibt  also  nur  zu  zeigen,  dass  die  Reihe 

UiXx]f[x]4x 

3)  JJU{kx}  ^ 


f 


9 


X 

{U{kx)ydx 


1)  Diesen  ^ciellen  Fall  hebe  ich  behaodell  in  einer  Arbeit  »sur 
Theorie  der  WArmeleituDg  in  festen  Körpern«  (Zeitschrift  fttr  Math.  ISS?;; 

daselbst  bl  {gezeigt,  dass  bei  <lcr  Integration  der  partiellen  DifTereotial- 
plcit  liiincr  nicht  (5ic  Darslellbarkeil  der  Function  f  j  peforderl  wird,  son- 
dern die  (!oii\  ii  l;."ijz  einer  Function  vj,  £r)  für  i  =  o  nacii /"fr^.  Isl  aber 
die  Darstellung  möglich ,  so  vcrcinfacUl  .sich  dieser  Nachwei^.  Ebenso 
verhltlt  es  sich  bei  den  anderen  ProbiemeOi  bei  denen  die  PoncUoBen  U  ia 
Betracht  iLommen. 
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convergirt^  und  zsvnr  so,  dnss  ihre  i;liedweise  Integration  auch 
in  dem  Faile  statthaft  ist,  dass  man  die  Reihe  zuvor  mit  einer 
Function  multiplicirt  bat,  welche  nicht  unendlich  wird,  uod 
nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  besitzt. 

Der  Weg,  welchen  ich  einschlage,  ist  zunächst  derselbe, 
den  LiouviLLB  in  zwei  Abhandlungen  angegeben  hat^);  aber  die 
Lioi  viLLs'schen  Untersuchungen  lassen  die  Aufgabe  Dicht  un- 
mittelbar und  vollständig  erledigen.  Denn  indem  er  von  der 
Differentialgleichung 

ausgeht,  fordert  er,  dass  /.  solch  eine  Function  von  x  ist,  dass 
sie  für  x  =  0  nicht  unendlich  wird,  wiiliretid  bei  den  darstel- 
lenden Functionen,  die  hier  vorliegen  und  gerade  die  wichtig- 

8ten  Fälle  umfassen,  k  8  — ^  ist,  also  von  der  zweiten  Ord- 

nung  iinendlieli  wird;  seine  Betrachtungen  sind  also  hier  direct 
nur  für  den  l  all  n  s:  ,  d.  b.  fUr  die  Irigonometrischea  Func- 
tionen brauchbar^). 


i;  »Sur  le  däveloppcment  des  fonctions  ou  parties  de:»  fonclioiis  eii 
söries  doot-les  divers  termes  sont  assujettis  ä  saUafalre  k  uae  niAme  dquatioa 
diflSfireoUelle  dn  second  oidre,  coDlenantuo  param^tre  variable«.  Jooro. 

de  Blathömatiques  T.  II  pag.  16  et  pag.  44  8. 

Auch  hat  LiorviL!,p,  v>'u^  irli  der  L't'schiclitlichcn  LVhersich»  halber 
er\v;ilmf  II  inörhte,  niclil  die  Ni»tii\s »  udigkeit  der  Ueditigungeti  1^  und  2) 
eikuuni,  um  daraus  die  Bedingung  k)  licrzuleiteu ;  er  ersetzte  vielmehr 
diese  BediDguog  durch  den  Sals:  Wean  das  Integral 

*X 

U(Xt  X)  ^  {x)  dx 

0 

null  wird  bei  atien  VVorllu  n  von  A,  welche  der  üleichung  w  ).\  =  0  genügen, 
80  niuss  tp{x)  im  Allgemeinen  null  sein.  Dieser  Schluäs  ist  aber  vun  ihm 
Dar  bewiesen,  vorausgesetzt  dass  [x]  nicht  uneodlicb  viele  Maxime  und 
Minima  besttet,  worauf  schon  Ossian  Bokiikt  in  seiner  preisgeltrtfnien  Ar* 
beit;  vSnrla  th(^orie  g(^nerale  des  söries«  (Acad^mtedeBelgique  1849]  hin- 
wies. Derselbe  licss  in  Folge  dessen  die  Lioüville'sche  Methode  ganz  fallen, 
und  versuchte  da<?  von  I'nr«w>  anpepchen»'  Verfahren  zu  einem  volleül- 
tigen  Beweise  auszugestalten,  was  indessen  nicht  in  befriedigender  Weise 
gelingen  kann. 

Nur  in  der  kurzen  Notiz  von  Stuait  und  LiowiLte  f  Jonrnal  T.  II.  pag. 
930)  wird  die  in  der  obigen  ersten  Bedingung  enthaltene  Reihe  ohne  Beweis 
eingeführt,  und  die  richtige  Verwertbung  später  durch  eine  Bemerlcung 
(pag.  436)  angedeutet. 

43* 
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L 

Bei  einer  jeden  Differentialgleichung  von  der  Form 

in  welcher  X  eine  Constaote^  A*  eine  beliebige  FuDclioo  voo  x 
ist^  die  im  Inlervall  x'^  Q  bis  x  ^  X  nicht  unoDdlicb  v>ird, 
gewinnt  man  für  die  Integralfunction  folgende  BeieAiea.  Mulli- 
pHcirl  man  die  Gleichung  mit  sin  Ax,  so  wird 

dt  u 

sin  Xx  -r~i  -I-     sin  }LxU\dx^  kU  sin  kx  dx  , 
also 


(■ 


5)  j  sin  ^  cos  kxU  =s  C  -h  j-J  kU  sin  Ajc  dx 

c 

und  es  ist 

wobei  c  einen  Punkt  im  Innern  des  Intervalles  von  0  bis  A  be- 
deuten soll.  Ebenso  wird  nach  MulUplicfttioa  mil  eos  Xx  die 
Gleiehmg  erbahen ; 

6)  Y  cos  ila:  -T-  +  sin  ilx 0" Ä  C'  H-  3^ /  klT eos  Ix  dx , 

e 

wobei 

C'  =»  |-  cos  kc  1^^.)   -H  i/^  sin  . 
Aus  den  Gieichungen  5}  und  öj  folgt : 

U  sss  ^  Ccos  kx     C  sin  kx     j- J  kU s\n  k[x  —  x')  dx\ 


e 

ja 


ii:  s  ^(Csin  kx     C'eos  kx)     JkUisosk{x^  x')  dir' . 
dx  ^ 

Die  Gonstanten  C  und  C  sind  von  dem  Parameter  k  und  dar 
fest  gewühlten  Grtfsse  c  abhängig.  Setjst  man 

C  =  —  A  OOS  a  ,       C  =  A  sin  a  , 

so  erhalten  die  vorstehenden  Gleichungen  die  Form : 
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7)  Aeos(lx^a)  -hjfkUsinlix^x^dx', 

c 

c 

wobei  die  von  X  und  c  abhängigen  Gonslanten  il  und  a  durch 
die  Gleichungen  besUoimt  sind 

C/^  a    cos  (A,c  —  a) ,  a  —  jlil  sin  (/c  —  a)  . 

Die  Const^nte /l  ist  uichi  wesentlich;  man  kann  dieselbe  be- 
liebig lixiren,  da  die  l'unction  ü  nur  bis  auf  einen  l-'üctor  l)e- 
slirnml  ist.  Die  Constanle  a  ist  wiiikürÜch,  wenn  V  ein  allge- 
lueines  Integral  der  Differentialgleichuns  41  ist,  dagegen 
bestimmt,  wenn  U  ein  bestimmtes  particulares  Inlegral  sein 
»DÜ.  Aus  der  Gleichung  7)  lassen  sieh  folgende  Schlüsse  ziehen. 

Erstens:  Bezeichnet  man  Ix'i  irL'oml  (  iiieuj  besi Imniten 
Werlhe  von  A  den  Moxiiii;i[\\  {'iih  «Jcs  Ht  trages,  welclien  U  \m 
Intervnll  von  c  bis  A'  üimelimen  kann,  mit  .U,  nennt  man  ferner 
A' den  grüssien  Betrag  von  k  in  demselben  IntervnTl.  wobei  r 
zwar  beliebig  klein,  aber  von  null  verschieden  lixirt  sein  muss, 
so  ist 

alao 


i4L 


Bei  beliebig  wachsenden  Werthen  von  X  wird  also  der  Maximal- 
betrag von  Ü  schliesslich  nicht  grösser  als  der  Betrag  von  A ; 
es  bleibt  daher  in  der  Gleichung  7)  das  Integral  auf  der  rechten 
Seite  bei  jedem  Werlhe  von  rr,  der  grösser  ist  als  null,  endlieh. 
Demnach  ist  die  Function  U  im  Iniervall  von  c  >  0  bis  X  in  der 
Form 

I 

IT  ^  ii  cos  {Xx  —  a)     jq>g  {Xy  X) 

darstellbar^  toobei  fp^  (a:,  X)  eine  Function  bedeutet,  die  bei  allen 
Werthen  von  X  und  bei  allen  Werthen  t'on  a?  >  0  endüehj  d.  Ä. 
kiemer  bleibt  als  eine  beslitamte  endliche  Grifsie, 
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Betrachtet  man  zweitens  das  Integral 

f{x]  Udx  = 


/: 


=  A  J  f[x)cos(kx'' a]dx'h  yJ  f  [x)dxjk U sin X (x— x'j  dx\ 


SO  wird  der  letzte  Theil  auf  der  rechten  Seile,  iadem  oiao  die 
Keiiieofoige  der  Integrationen  ändert, 

rfkUdaffi 

Von  der  Function  f  [x]  setzen  wir  nnn  voraus,  dass  sie  im  Inter- 
vall von  c  bis  X  eine  endliche  und  im  allgemeinen  stelige  Func- 
tion ist,  die  nur  an  einzelnen  Stellen  eine  sprungweise  Werth- 
änderunj;  erleidet,  und  nicht  unendlich  viele  Maxim a  und 
Minima  besitzt,  Voraussetzun^'cn.  welche  man  kurz  die  Dirichlet- 
scheii  Bedingungen  zu  nennen  pllegt.  Alsdann  ist  das  Integral 

/  /'(a?)  sin  A (o?  —  x)  dx 

X 

4 

eine  Function  von  der  Form  ^  ^,  wobei  ^  bei  allen  Wertb«D 

von  und  noch  so  grossen  Werthen  von  iL  endlich  bleibu 
Folglich  wird  auch 

U^>[x')  daf 


^  C 
\ 

von  der  Form  jt^t»  ^^^^i  9%  ^Weu  Werthen  von  A  end- 
lich bleibt.    Mithin  ist  das  Integral 

X 

fix)  Udx 


f 


e 


von  der  Form  A  J  f(x)  cos  {kx  —  a)  dx  -I-  -n-^t'  ^obeit^^h^ 

allen  Werihm  von  X  endlich  bleibt,  faüs  die  Gr^iH  ^  beliebig  kiei»i 
jedoch  von  null  verschieden  gewählt  iU* 
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Drittens  findet  man  aus  der  DtfferenUalgleichung  fttr 
zwei  Functionen  V  und  F,  welche  zu  verschiedenen  Parametern 
X  und  /u  gehören,  die  Relationen 

also 

folglich : 

9)  (A.-^.)/^rdx  =  [u^-F^5|]'. 

Wenn  <iLsu  die  rechte  Seile  für  x  =  0  verschwindet,  und  wenn 
für  X  SS  X  die  GleicbuDgen  erfüllt  sind 

—  4-Al7«iO,       .  H-ÄFaaO, 

so  ist     4—  —  y-r-  =  0  auch  fUr        A'  und  also 
äx  äx 

X 

ÜVdx  «  0  . 

0 

Um  dasselbe  Integral  lu  bereehnan,  wenn  ü «  Fist,  bilde 
man  die  Gleichungen 

EiimiDirt  man  die  Glieder,  welche  mit  V  —  k  multiplicirt  sind, 
00  wird 

,^^dl      dUd*U  ^ 

oder 

40) 

Wenn  nun  die  rechte  Seite  für  =  0  verschwindet  (und  diese 
Forderung  ist  hier  bei  den  oben  definirten  speciellen  Functionen 
erfüllt  fttr  n  ^  0),  so  ist  der  Ausdrueh  fttr  a;  A  allein  su  be* 
rechnen.  Setzt  man  aber 
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c 


-a)  + 


^  ?F  —      sio  ikcß ^a)  +  J  klJ HOS  ^{x  —  x')dx  , 
— .  SS  —  a;  J  ^.iu  ^Ax  —  a)  —     J  k  U  sio  A  (j:  —a')dx[ 


c^A(iaJ  ~  "         ('^^  —  ce)  —  Ai3Di4  cos  (Aa?  —  a) 

Jl  ^  1       -  X  )       -  f^V  «0 
SO  erkennt  man :  Das  InLegral 

wobei  (f^  hei  (dien  Wvrthen  von  A  euiifi^  h  f>leibt. 

Mithin  bekoumil  jedes  (ilicd  il«'r  Heihc  3),  wt'nii  luan  dem 
integrale  im  Zabler  4ase(b8i  die  uolefe  GreuM  AtoU  0  gielü, 
die  Form 

|i4  cos  (ito;  — a)  -#r  j-^ij     J* f  {x']  co%{kx  ^a)dx' 


wobei  9^1,  9,  FuDctioDen  sind,  welclio  hei  allen  Wertken  von 
X  im  Intervall  von  c  bis  A'  und  bei  allen  WeK|>en  von  l  endlidi 
bleiben.  Sond^rt  map  4bs  GIM 

—  cos  {Ix  —  a)J  f{x')  eo8  (Asc'  —  «)  da/ 
ab,  so  sind  die  nacbbleibenden  Glieder  im  Zahler  von  der  Fom 

Vly,  (>QS  (Ix  —  tt)  H-       9»,  4- 
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4 

und  da  dieses  leUte  Iqtegral  selbst  von  der  Form  ist  -j^^f  ao 

haben  alle  diese  Glieder  lum  iiiliideslen  den  Factor  jj*  Sie  lie- 
fern daher,  sufolge  der  Beschaffenheit  der  Wurzeln  die  gleich 
näher  erwflbnt  werden  sollt  unendliche  Reihen,  wdche  unbe- 
dingt und  ^eichmtfssig  eenvergiren.  Denn  eine  Reihe  von  der 
Form 


"l  ^         ^  ^  "/t 


^4      ^«  ^Jk* 

convergirt  unbedingt,  wenn  die  Zubler  durchaus  endlich 
bleiben,  und  die  Reihe  der  Zahlen  A  derart  zunimmt,  dass  die 
Differenz  —  Xjg  bei  noch  so  grossen  Werthen  ven  nicht  null 
wird,  soodern  (grosser  bleibt  als  eioe  bestimmte  endliche  Zahl  e, 
so  daas  ^u^m  >     -f*  tne  wird. 


iL 

Es  ist  noeh  tn  zeigen,  dass  auch  die?  unendliche  Reihe 


im  Alli^cmeinen  izleiL-limiissii;  i'onvergiri.  D;i/u  ist  es  noth- 
wendiu:,  die  Abhüngigkeil  festzusleilen,  in  welcher  a  von  ^  steht, 
sobald  U  ein  heslimmtes  particulüres  Inleiiral  der  DitVerentlal- 
gleichung  ist.  sowie  die  Beschaffenheit  der  Wurzeln  l  zu  uiii er- 
suchen.   Dabei  berücksichtige  ich  nur  die  besondere  Diffe- 

reniiolgleichung     in  welcher  k  den  Werth  (n*— ^)  hat. 

Aus  der  Theorie  der  BB8$ii.'schen  Functionen  J^^\xy 
besondere  aus  der  semioonveiigenlen  Entwiekelung  derselben^) 
ist  bekannt,  dass  die  Function 


4)  In  allgemeinster  Form  sind  dieselben  bewiesen  worden  von  Uan- 
EKL,  Die  CyUnderfunctionen  erster  und  zweiter  Art.  Math.  Annal.  Bd.  1 ; 
Hangen,  ScuLöniLcn  und  Lipschitz  babeo  die  KaiwickeluDg  bei  reellen 
Wertben  des  Argumentes  behandelt. 
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=  —  COS  [/.X  —  I  iT  (li  +  Jj]  ^   l—  <  j'^ 


^J^^sio[^a..i.(«^i)]^(.  1)1^'^^' 

wird,  so  dass  für  alle  Wertbe  von  os  >  0  der  asymptotische 
Werth'von  U^^\ix)  gleic^i  >sl  . 

^costAa?-^7r(fi  +  i)] 

und  dass  überhaupt  bei  jedem  Werlhe  von  o;  >  0  und  jedem 
Werthe  von  k 

wobei  wiedoruni  0  eine  Funclion  bcdeutot,  die  stets  endlich  h\. 
Zugleich  erkennt  man  aus  dieser  (ileichuni^,  dass  die  Functioo 
bei  allen  positiven  reellen  Werthen  des  Argumentes  end- 
lich bleibt;  denn  setzt  man  Xxss  z,  so  ist  die  Function  bei  allen 
endlichen  Werthen  von  »  von  null  an  endlich,  und  f ar  s  s  oo 

Vergleicht  man  diesen  Werth  mit  dem  in  der  Gleichung  7) 
enthaltenen,  so  wird,  A  =  ^ —  und  cos  a  und  sin  a  unterschei- 

den  sich  von  cos  |  ^  (n  +  ^)  und  sin  ^  tt  (71  +    nur  nm  Gr<»ssen, 

welche  wiederum  den  Werth  A  im  Nenner  enthalten,  während 
der  Zähler  endlich  bleibt.  Bezeichnet  man  die  (lons(;mie 
\7t(n  -4-  \]  der  Kürze  wegen  nnl  so  kann  an  Stelle  der  Reihe 
1 1]  die  einfachere  treten  ■ 

44)       -|-  ^  cos  (a.aj  -  ß)Jf  [x')  cos  [Ix.  -     da?' , 

denn  die  Differenz  zwischen  den  Reihen  41)  und  H)  ist  eine 
Reihe,  von  der  ohne  weiteres  deutlich  ist,  dass  sie  unbedingt 
und  gleichmässig  convergirt« 

Die  Gleichung  ä    =  0  für  x  =  A',  welche  lur 
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BerechDung  der  Wurzeln  A  dient,  erhtfit  die  Form : 

—  X  sin  {XX  -  /?)  -H  Ä  cos  (XX  -        JP  «  0 

wobei  P  eine  Grusse  bezeichnet,  die  bei  allen  Werthen  von  X 
eDdlich  bleibl.  Milliin  ist 

wobei  auch  Q  durchaus  endilch  bleibt;  und  folglich  ist  in  erster 
AnnKheruDg 

XX^ß^kTt,  d.h. 
oder  genauer  ausgedruckt : 

Li    ß  n 

wnbei  R  eine  Grösse  ist,  die  durchaus  endlich  bleibt.  Folg- 
lich wird 

C06  {Xa;  — .  /^j  = 

IkTTX    ß(x^X)\      Rx     .  ikTtx    ßlx^X\  .  Rx 
= OOS  (-^  + -i-j— )  cos  ^ -s.n  (-^  +  .,D  ^ 

und  dieser  Ausdruck  ist  von  der  Form 


wobei  1/r  durchaus  endlich  bleibt.  Mithin  genügt  es  an  Stelle 
der  Reilie  44)  die  Reihe  zu  betrachten  r 

45)    ^  J^cosfe  -H  ^'^J^')  y        cos  (Ax'  -  ß]  dx  , 

weil  die  iuisgeschiedenen  Theile  wiedeniin  den  Factor  X*  im 
Kenner  enthalten.    £rsetzt  man  nuch  schliesslich 

eos  {Xx'  *  /9)  B 
ikTtx'     i^{x^X)\      .  ikjtx'     ß{x*  —  Xj\Rx'  X 

so  sieht  man,  dass  man  auch  unter  dem  Integral  nur  das  erste 

Hx' 

dieser  Glieder  einzusetzen  braucht,  weil  das  mit  — multi* 
plicirte  Integral 


Digitized  by  Google 


1 


SM  Am.  lüAXAGK, 

J  f    )      (—  *       Jf— ) 
c 

einen  Werth  bat,  der  im  Zahler  endlioh  bleibt  und  im  Nenner  k 
enthält.  Sonach  tritt  an  Stelle  der  Reihe  15)  die  Reihe 

in  welcher  k  alle  ganzen  Zablon  durchlauft. 
Setzt  maD,  um  die  iSeouer  zu  beseiligen, 


X"""»  ir'^'''  T"'»  ^  =  i^  =  i(«  +  i)» 


so  hat  man  die  einiaehare  Form : 


Auch  dlosp  Reihe  unterscheidet  sich  noch  von  der  gewoiiiiiiihen 
FüURiBR  fecheu  Reihe,  vüii  welcher  bekannt  ist,  dass  sie  jzleieh- 
miissis:  convercirt ,  solnnjie  ff^z')  eine  sielige  Function  ist,  und 
dass  sie  uiiedweise  intogrirt  werden  darf,  auch  wenn  fp  z: 
an  einzelnen  Stellen  eine  sprungw  eise  Werlhiincieruni:  erleidet. 
Aber  die  iieilie  hat  doch  schon  die  liigenschaft  mit  der  F<»irivr- 
schen  gemein,  dass  sie  die  ganzzabligen  Viel  fachen  der  Varia- 
belen  enthält;  sie  lasst  sich  Überdies  in  einfache  Bestaodibeiie 
der  gewünschten  Art  zerlegen.  Denn  sie  ist  gleich 

2J  J        cos  {k{z + a'J       (« -I-       8 TT))  ds! 


i  jf cos  (*  (*  ^ »')  ^ß'i»-  * ))  d^' 


»«0  ^ 


lim  J  cos/T +       ÄTT)  ip[%')d%'  ^  cos*(»  +  0 


-  —  lim  / sin      +       a;r)       djs'  ^  sin  k{%  + 
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-  liai  J  cos  /T (a  -  z)  <p{z')  dz  2!  -  *') 


_±  Um  j  8lo  ^(%  -     y(a')  dz'  2J  8W  »')  • 

SummirtmaninbekanDterWeisedieSinus*  und  Cosiotts-Summen 
so  folgt 

—  lim  J  cos/Tfs  +  «  -  S/f)        )\~  +  i  TX^'" 


2  sin  ^ 


C08 


—  lim  /  cos  ß^lz  —  z )  alz  ]  \^  - — ^  2_i — . — 1\  dz 


cos 


Nur  »lio  In(<>ijnil(» ,  welche  von  dem  variabelen  Parameter  A' ab- 
hängig sind,  kommen  liii-  deo  geforderten  Nach  weis  in  Betracht. 
ÜDier  diesen  sind  diejeaigen,  weiche  im  ^eDDer  die  Funciion 

sin  ^^-^ — entbalten,  so  geartet,  dasfl  dieser  Neoner  atehtmill  wtrd, 

solange  z  grosser  als  0  ond  kleiner  als  /i  isl.  Der  Werth  dieser 
lotegraie  ist  demnach  (wie  aus  dem  zweiten  Mittelwertbsaize 

zuerkeüiien  ist)  izleich    iiiuliiplicirt  mit  einer  bei  allen  Werthen 

Ii 

von  %  endlich-  bleibenden  Grösse*}  und  convergfrt  also  gleich- 


\)  £io  Integral  von  der  Fonn 

l*r{*,  9')  »In  kx'dst'  oder  j'f{t,2')emlt^dx*, 

Id  welchem /■  eine  Kunclion  der  beiden  Grossen  z  und  z'  bedeutet,  die 
lonerhalh  de^  Iiitegration.sitilervalles  durchaus  endlich,  kleiner  als  G  bieibl 
und  die  immer  nur  eine  endliche  Aozabl  von  Maxima  und  Minima  besitzt, 
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mitssig  (uoabhäQgig  vom  WerlUe  z)  oach  DuU,  weoo  A  uDeodiich 
wird. 

Das  dritte  Integral,  nämlich 

*  /  L«  rfw«     .'\  ^  u'\            i)     —  «1  ^ , 
cosfl  {»--z)  g>[z}  — 

%  sId  — s — 

ist  (las  j:t"\M  hnlichc  DiRiciiLET'sclie,  weicheslür  0  <ä  <  ;r  gleich- 
massig uacii  dem  VVerthe 

(f  [z)  ==  fix) 

ooovergirt,  so  lange  die  Function  /'[x]  stetig  ist,  welches  also 
zu  einer  gleichmässig  convergenten  FcuiuER'schen  Reibe  fubrtf 
Dach  Ausschluss  aller  der  Stellen,  an  denen  f{x]  eine  sprung- 
weise Aenderung  erfahrt.  Diese  FouRiER'sche  Heihe  kann  aber 
auch  mit  Einscbluss  dieser  SteUeu  gliedweise  integrirt  werden, 
selbst  dann  noch,  wenn  sie  zuvor  mit  einer  Function  multiplicirt 
ist,  welche  nicht  unendlich  wird,  und  nicht  unendlich  viele 
liaxiroa  und  Uinima  besitzt.  Denn  die  durch  gliedweise  In- 
tegration bis  in  beliebige  Nähe  einer  Unsteligkeitsstelle  ge- 
wonnene Reihe  bleibt  unbedingt  convergent,  auch  wenn  die 
Integration  bis  in  die  Unstet igkcitsstelle  ausgeführt  wird« 
Im  vierten  Integral 

^,  ,             ,     cos  {k  -1.  ^)  (g  —  s)  , 
siüii  {s  -  z)  <f{z  )  FZT?  

c'  2l  siu  — X — 

wird  der  mitdemCk>sinus  multiplicirte  Ausdruck  für  keinen  Werth 
von  z'  unendlich,  so  dass  das  Integral  ebenso  wie  die  ersten 

beiden  mit  ^  null  wird.  Sonach  ist  bewiesen : 

k 

Bedenh  l  x  einen  Werlh^  der  zwischen  0  und  X  liegtj  so  m- 
vergtrt  die  Reihe 

f  ü{Xx  )  f[x')dx' 
*  j(U[kx')ydx 

0 


wahrend  %'  daslotegrationsintervall  durcbiHaft,  ist  durch  eine  endliche  Ad- 
zahl  von  Integralen  darslcUbar,  von  denen  jedes  kleiner  ist  als  -j^  6. 
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im  üiL(jeinemen  gleich müssiy,  so  ddss  ihr  Integral  m  dicsctn  Inicr- 
vcdl  durch  gliedweise  Integration  erhalten  wird,  auch  wenn  man 
die  Reihe  jsWQr  mü  einer  Function  multiplwirt  haty  die  nicht  un^ 
endlich  wird,  «nd  nicht  unentUich  viele  Maxima  und  Minima 
besitzt. 

Nennt  man  den  Werth  der  Reihe  ff'x),  so  ist,  wenn  d  und 
€  beliebig  kleine  Grössen  und  §4  irgend  einen  Werth  unter  den 
Worzeln  X  bezeichnet, 

ff  [x)  U{iix]  da? SB  ^  ^xj  ^ ^1  ^ ^^]dx  , 
&  X  & 

Nach  Gleichung  9J  ist  diese  lieihe  gleich 

wobei  in  der  Reihe  das  eine  Glied,  für  welches  1=^  fi  ist,  ausfallt. 
Diese  Reibe  aber  ist  glelchmflssig  eonvergent,  weil  a%  von  der 

form      multiplicirt  mit  einer  endlich  bleibenden  Grösse  ist, 

und  weil  U{kx)  durchaus  endlich  bleibt,  -         ^^^^  gleich 

dem  Product  von  Ä  mit  einer  dnrt-haus  endh'ch  bleibenden  (irüsse 
ist.  Demnach  künn  man  £  und  d  nach  null  convergiren  lassen, 
und  diesen  Grenzprocess  gU'edweise  ausführen;  alsdann  be- 
kommt die  Klammer  in  allen  Gliedern  den  Werth  null,  und 
folglich  ist 

g>{x]  U{fix)dx  =  af,J{U{ftx])*dx  a= J  üifix)  f{x)  dx  . 

Nach  den  in  iler  Einleitung  bes])rochenen  Selzen  folgt  iiier.uis, 
dass  die  Function  (p{x)  im  Innern  des  fnlervalles  von  c  bis  A  im 
Allgemeinen  gleich  f'x)  ist,  solange  niinilieli  als  /  ./•  stetig  bleibt, 
dagegen  im  Iniifin  des  Intervalles  von  0  bisc  ülierall  gh'ieh  nnll. 

Auch  knnu  man  weiler  beweisen,  dass  die  Fuüction  ^/  x) 
an  den  Sprungstellen  von  f{x)  im  Innern  des  Intervalles  von 
c  bis  A'  den  Werth  J  {/'{x  -f-  0)  -h  f{x  —  0))  hat,  denn  sie  ver- 
halt sich,  wie  gezeigt,  bis  auf  Reihen  die  gleichmassig  conver- 
giren, und  daher  stetig  sind,  wie  eine  gewöhnliche  Fot'atBa'sche 
Keibe. 
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IlL 

Das  anfiinsj^Iich  gestellle  Problem  ist  durch  dieso  Hoirach- 
tiingen  noch  nicht  Vollständig  erledi&jl;  tieiiii  in  der  nuiimehr 
bewiesenen  Formel 

f[x]  U[lx)  dx 

f{x)^ 2Jü[kx)^—j^   fürc<flc<Ä* 

■  f(U{Kx)fdx 

0 

ist  voran sgesetoty  dass  c  von  null  feraebieden  ist;  es  muss  ge- 
zeigt werden,  dass  man  für  c  auch  den  Werth  null  einsetzeD 
kann,  so  dass  für  alle  WertheO  <jr<  X  die  Darstellung  von  f[x) 
möglich  wird.  Zu  dem  Zwecke  gentigi  es  nachzuweisen,  dass 

fnx')u{ix)dx 

J(l  M)fdx  •  J(UM)r  dx 

0  0 

cenvergenl  ist,  und  mit  <f  beliebig  klein  gemacht  werden  kann, 
dass  also  die  Summe 

^,U{lx)  U{Xx] 
{U{lx)ydx 

0 

bei  Doch  so  grosser  Anzahl  der  Glieder  endlich  bleibt,  wenn  x' 
ein  Intervall  von  null  an  darchUinft,  das  den  Werth  o?  niclt 
enthält.  Von  der  Function  f{x)  nehmen  wir  (Inhei  nn,  dass  sie, 
mich  wenn  sie  für  (T  =s  0  unendlich  wird,  doch  absolut  integrir- 
bar  bleibt,  iiierau  aber  wird  es  nothwendig,  den  Residuensati 
von  Gaucbt  anzuwenden  *). 


i)  Einzig  und  nlN^n  auf  Griiiul  ilii'scs  Saties,  also  in  in(»^lichst 
directer  Weiso,  die  aber  auch  eine  lange  Roilie  von  Intcrsuchunf^en  crfor- 
dert|  ist  der  Beweis  voti  der  Gültigkeit  der  Satwfckelung  nach  Cylioder- 
tanettoaeo  von  Herrn  Diki  erbracht  'worden  (Serie  di  Fourier  e.  altre 

rappresentaziooe  analyticbe  delle  funzroni  di  una  variabile  reale.  Pin 
4880,  pap.  23t—  ?f)^tl  tmil  (lir«;pr  Hrweis  thiifto  wnhl  der  er^to  vollstilndic« 
sein,  der  tiherliaupt  Uut i  liLcivilirt  wordrti  ist  Denn  dio  aus  dem  Nachlas*« 
von  1IAM.EL  (Math.  Annalen  Bd.  8j  vcrOUentiichten  Intersuckuogen,  die  sich 
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Dein  Werth 


U{lx]  U{Xx'] 


flU[Xx))*dx 


0 


lassl  sieh  folgende  Form  geben.  Dü  in  der  Function  ü{lx)  die 
Variabeln  X  und  x  vertauscht  werden  können,  so  ist 


im  wesentlichen  gleiehfoila  auf  dea  Residaeoiats  sttttiao,  sind  noch  nicht 
in  eilen  Punicten  klar  gelegt  und  beziehen  sich  nur  anf  den  Fall  A  «  oo. 

Der  Di>fsche  Beweis,  den  schon  früher  Herr  Sgblafli  in  einer  kurzen 
Ts'oto  Math.  Ann,  Bil.  fO;  für  den  Fall  A  =  OO  angedeutet  hatte,  ist  auch 
von  Herrn  C.  Johüan  in  «  twa^  anderer  Form  reproducirt  worden  (Goars 
d'Analy^e;  t.  3,  Paris  pag.  443 — 463). 

Cavcbt  selbst  hat  mittelst  seines  Residaensalzes  die  Bntwickelung  nach 
Cylinderfunctionen  meines  Wissens  nicht  behandeil;  wohl  aber  hat  er 
einen  fzülligen  Beweis  für  die  Convergenz  der  FonuFR'schcn  Reihe,  die  bei 
ihm  bI«?  ein  »»pecieller  Fall  allgemeinerer  Heiheii  er sclicint,  tMbracht  und 
zwar  in  der  Abhandlung  :  »Sur  les  r<?sidus  des  fonctions  exprim^es  p^r  des 
integrales  deüniesu  (Exercices  de  luath^iualiques,  T.  II.  48i7).  Nicht  nur 
DiftfCBLBf  in  seiner  grundlegenden  Arbeit  Uber  die  Fooawk'sche  Keihe, 
sondern  viel  später  nach  Bon mkt  und  Rwiiark»  sowie  andere  geschichtliche 
Darstellungen  erwühncu  immer  nur  den  verfehlten  Beweis,  welchen  Caucbt 
in  seiner  Abhandltinf^  der  l'arisor  Akademie  (Tome  VI  im  .tahre  1826  vor- 
legte, während  die  anden-  AliliaiulIuriL'  zwei  Jahre  lilU  t  alä  die  ÜmicnLET- 
schc)  einen  Beweis  enthält,  der  volislaudig  und  genau  ist,  sobald  man  nur 
die  Voraussetzungen  ttber  die  Beschaffenheit  der  Function  fix)  betont, 
unter  welchen  gewisse  Dmformungeo  bestimmter  Integrale,  die  bei  Cavcbt 
vorkommen,  allein  und  überdies  in  etwas  anderer  Form,  als  es  dort  ge- 
sr  hrhen  ist,  zulässig  werden.  Diese  Vornussel/nngen  sind  aber  die  bekann- 
ten, von  DiRiciiLET  anL'<  'jol)enen,  dessen  \  eiilienst  um  die  Theorie  der 
. Fovhier'schek  Beibe  durcli  diese  historische  Thatsache  nicht  gesclimölert 
wird*  da  erst  durch  seine  Untersuchungen  die  Theorie  in  Zusammenhang 
gebracht  wurde  mit  aligemeinen  ganz  neuen  Bedingungen  für  die  Conver- 
genz bestimmter  Integrale  und  unendlicher  Reihen. 

llath.-pliy«.  ClM«e.  1887.  4  4 


also 


,  rf*  U'Xx) 


oder 


,4 
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i6)  ü{Xx}  U    x')  =  ^^tZT^     W  ' 

wenn  7)  ^[X)  «  ü(%x)  -  Ul^o.)  l^g^^  geseUl  wird. 

Sodann  ist  [Gleich.  40) 

Setzt  man 

^  +  Äi/  «  w  ;A,       wobei         X)  «  0  , 

so  ist  der  ol)ige  Ausdruck  gleich  -  Vnf  (A)  fttr  a?  =  X.  Aber 
aiu  h  die  Grösse  (/(/.  A)  kann  duTob  «r'(i)  ausgedrOckl  werdeo; 

tleiin  eh  ist 

dx      X  ^  '      X  dl 

.48)  ^'i^)-'STi^^^u*^^^rx'-^^^ 

und  fttr  a;  »  A  isi  dieses  gleich 
also 

•  auA  l-j     /'j     A*A  j-*-J 

wobei 

90)  ^(Ä)  »  AA  (1  -4-  Aä)  +  X*X-  -  • 

Folglich  wird 

^  "^X  *  {x  '  -      A'  -f'    {m'  (Ä))« 

*  J(U[kx]ydx 


49) 


0 


Der  unter  der  Summe  stehende  Ausdruck  ist  das  Uesiduunj  von 

«^!g)  y  W 
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denn  das  Uesiduum  eines  Quolieuleu     ~        in  welciiein  der 

Zübier  durchaus  endlich  bleibt,  hat  für  die  verscbiedenen  War^ 
zeln  JE     il,  für  welche        »  0  ist,  den  Werth 

Nun  isifik)  »  if/iX)  q>'{i}  -h  tfi'il)  9>(Ä)|  aber  es  wird  hier 

UeiiQ  es  ist  (Gleich.  I8J  für  jeden  Weiih  vou  x:  . 

also  für  X  SB  X,  wobei         =  O  wird, 

und  folglich 

weil 

-1  dU  X 


Demnach  ist  die  Heike 


^  J{ui/,x}rdx 


gleich  dem  Werthe,  nach  welchem  das  complexe  Integral 

convergirtf  wobei 

,  .  ,.dü{zx)     ,  dü{9X) 

^.,)^l,,a:}^-^^ü^zx^——  , 

xp{z)  =  hX  ,\  +h  X)  -h  sVY«  -  (n*-|)  , 

wenn  dasselbe  über  den  Hand  eines  hediteckes  erstreckt  tvird, 
welches  die  reelle  positive  Axe  in  seinem  Innern  enthält^  also  etwa 
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die  Eckpunkte  a?  =  0,  y  =  ±  //. ;  x  =  l,  y  ±  ik  besitzt,  und 
wenn  man  dieses  Rechted  si  hliesslich  in  die  Halbebcfie  übergehen 
lässtj  indem  h  und  k  unetidiich  werden  *J. 

Es  ist  also  EU  zeigeo,  dass  der  Betrag  dieses  Integrales 
endlich  bleibt^  wie  gross  auch  immer  die  Werthe  von  A  und  k 
angenommen  werden.  Da  in  dem  Integrale  der  Zahler  eine  un- 
gerade Function  wird,  so  kommt  der  Integi  ationsweg  auf  der 
Ordinatenaxe  nicht  in  Betracht. 

Nun  isi  (Gleich.  12) 

t/"  (zx)  =  —  cos  (303  —  ^)  (1  -h         —  sin  (50?  —  ß)B  , 

wobei  die  Grössen  A  und  B  bezüglich  von  der  zweiten  und  voa 
der  ersten  Ordnung  null  werden  für  z^co,  Bieraus  folgt : 

— — '  =  —  sm  [%x  —  ß)  [S      0)     -~  cos  [zx—ß]  D, 

wobei  C  undD  von  der  zweiten  und  ersten  Ordnung  null  werden 
für  js  SB  00.    Demnach  wird 

'«W^cS^^^^ii?*^^'^*^  -  /?)  {A  +      +  zD] 

^   sin  [zX  -      [hU  ^  z  —  zC]  . 


lieti;iclil('t  iiwtn  nun  das  Integral  auf  den  zur  Al).scissenü\t'  pi- 
ralleleri  Seiten,  lür  \v(dche  z  ^  ^  ik  j  s6  ist  der  Modul  voo 
w{z)  gleich  dem  Werthe 

1  kX 
— -  •  e      mod  z  '  g  , 

wobei  g  eine  endlielie  (ii\isse  Iiezeichnet,  die  auch  l)ei  heliohig 
grossen  Werthen  von  wedci-  null  noeh  unendlich  wird.  Da- 
gegen ist  im  ZUhier  des  integrales  der  Modul  von 

^  dUjsx)       ..^    .  dU{zx') 


V  Vr>n  ptnem  Integrale  dieser  Form  g«'ht  aii<  h  Herr  Dini  bei  seinfo 
Unft  i -in  liurigeii  uus  (a.  a.  0.  pag.  250,,  nur  da<s  dui  t  ilif  l  unction  /*"  // 
zu  üruiule  gelegt  ist,  welche  mit  l'  durch  die  Glcichiung  zusaiumeohangl 
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gleich        eH***')  mod  (z)  •  g^^  wobei      dui  diaus  endlich 

bleibt.  Ferner  ist  der  Modul  von  ^[»}  proportional  dem  Modul 
von  j*.  Hieraus  folgt,  dass  der  Modul  des  unter  dem  Integrale 
stehenden  Quotienten  proportional  e*'*^*^^^**')^  ist.  Lässt 
man  also  k  unendlich  weriden,  wahrend  /  endlich  bleibt,  so 
wird  dieser  Ausdruck  null. 

Für  die  lur  Ordinalenaxe  parallele  Seite  z  =  l  ii]  (und 
analog  für  ji  s  / itj)  wähle  man  den  Werth  /  so,  dass  IX  —  ß 

7t 

Stets  gleich  einom  ungeraden  Viellachen  von     wird,  also 

sin  («sA  —      =  +  coü  u^X  ,      cos(vA  —  /J)  =  ^  sin  ti^A'  . 

Alsdann  wird  der  Modul  von  (a[z)  bei  allen  positiven  Werthen 
von  ri  gleich 

—  e    mod  W  .  ^  , 

wobei  die  Grösse  c/  endlich  bleibt  und  nicht  null  wird,  auch 

für  1]  =  oo.  Die  Grösse  g  bleibt  endlieh,  auch  wenn  /  unend- 
lich u  nd,  sie  converü;irt  nach  dem  Warthe  J.  Da  nun  wieJer- 
uin  der  Modul  von  (p[z)  gleich 

_Lgij(a5^a;0mod(Ä). 

und  der  Modul  von  ijj{z]  proportional  dem  Modul  von  ist,  so 
ist  der  Modul  dos  Inlp^r;d<\s  zwisclicu  den  Grenzen  =  0  und 
=  f  oo  eine  diircliaus  (Mullicho  (irösso;  dasselbe  gilt 
auch  von  dem  Integrale  zwischen  den  (ircn/.cu  rj  z=  0  und 
j?  =  —  I  oo,  und  bleibt  in  beiden  Fallen  bestehen,  auch  wenn  / 
unendlich  wird. 

Damit  ist  die  Reihendarstellung  in  vollem  Umfange  be- 
wiesen. 

Bezeichnet  f(x)  eine  Function^  die  bis  auf  einzelne  Sprung^ 
stellen  im  Intervall  von  0  bis  X  durchaus  stetiy  ist,  die^  trenn  sie 
an  der  Grenze  null  unendlich  wird,  doch  absolut  inleyrirbar  bleibt^ 
und  welche  nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  hat,  so  ist 
fürn^O 
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f{x)  =  ^c/(«)(AxJ^^-^   , 

*  / Wi^x))^  dx 

0 

also  auch 

f  yxf{!j[li/!^y(lx)dx 

Q 

SeUl  man  f{x)  =  Vx  F(x),  so  ist  auch 

fxF{x)J''lkx)dx 


F{x}  =  2J  J'^  iM 


0 


0 


Ad  Stelle  der  DiRicBLET*scheD  Bediogung  für  die  FuDctiaa 
f'x]  können  auch  andere  treten,  so  2.  B.  dass  die  Funotton  f  [x, 
einen  überall  endlichen  integrirbaren  Differenltalquotienten  be- 
sitzt. Auch  kann  man  in  analoger  Weise  die  Entwickelang  nach 
Functionen  mit  negativen  Index  ft  in  Betracht  ziehen. 
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Vol.  178,  A.  B.  London  4888. 

Memoirs  of  the  R.  Astronoroical  Society.  Vol.  49,  P.  1.  London  4  888. 

Prooeedings  of  the  London  Matbcmatical  Societv.  Vol.  42,  No.  172—4  75. 

VoK  43,  No.  484.  4  85.  Vol.  48.  No.  804—304.  Vol.  4  9,  No,  305—817. 

London  4881 . 89. 87. 88.  —  List  of  members  4  (Ith  No¥.  4887.  London 
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louriMl  of  kb«  R.  MicroBoopiea]  Society,  conCaioiog  ils  Tranuctioiia  and 
Proccedlogs.  8er.  II.  4997,  P.  6*.  1888,  P.  4—8.  London  1888. 

Report  on  the  scientific  results  or  the  exploring  voyage  of  H.  M.  S.  Cbal- 
leoger,  1873— 76.  Zoology,  Vol.  23.  VoU 84,  Teik  ind  Piatos.  Vol.  85 

—38.  Londdii 

Mennoii'S  of  the  Literur)  aud  i'biloäopbical  Suciel)  ol  Ma  nchester.  iiI.Ser. 
Vol.  40.  London  1887. 

ProcseedlDgiB  of  the  Literary  and  Phüosophiea)  Society  of  Manoheater.  Vol. 
85^  88.  Mancbeiler  4888.  87. 


Prankreloh. 

Hömoires  de  la  Socl^t^  des sciences  physiqaes  et  naturelles  de  Bordeaux. 
III.  S^rie.  T.  8,  Cahier  2.  et  Append.  3  [Rayet,  Obsenations  plufio- 

m('>tnquc*!,  Juin  f885  — Mai  1SS6  .  T.  3,  Cahier  f.  Paris  ISS6. 

M^iDoires  de  la  Societe  Nationale  des  sciences  naturelle»  de  Cberbourg. 
T.  25  (III.  S^rie,  T.  6).  Paris  1887. 

Akademie  de.s  sciences  et  Icttres  de  Montpell  ier.  Mömoires  de  la  seclion 
des  teltrea.  T.  8»  Pasc.  4  (Ann8e  4888/87).  —  Memoires  de  la  seclion 
des  sciences.  T.  14,  Fase.  4  [Annte  4885/86).  Paris  4887. 

Balletin  dp  In  Snri'  tf  des  sciences  de  Nancy  'ancienne  Sociölö  des  sci«Mif<>s 
naturelles  Ue  i^trasbourg) .  Sör.  II.  T.' 8,  Fase.  tO.  Annee  49  (4886^ 
T.  9.  Fase.  84.  Annte  SO  (4887).  Paris  4881.  88. 

Comitd  Inlemattonal  des  poids  el  meonres.  Prooto-verbani  des  s^anoes  de 
4887.  Paris  4888. 

Travaux  et  M6moires  du  Bureau  Internntional  des  poids  et  mesores,  pnbl. 

sous  Tnutorilö  du  Comite  international,  T.  6.  Paris  4  888. 

Journal  de  I  Koole  po]ytcchnu]uo ,  publ.  p.  le  Cooseil  d' instructioa  de 

cet  etablissement.  Gab.  57.  Paris  4887. 

.Mission  scientifiquo  du  Cap  Horn,  4888 — 83.  T.  4:  Histoire  du  voyage,  p. 
L.  F.  Mariial.  T.  4 :  Geologie,  p.  l^odsf.  T.  8 :  Zoologie.  Arachnides, 

p.  E.  Simon.  Paris  1887.  88. 

Bulletin  de  la  SociOtO  mathOmatlque  de  France.  T.  45,  No.  7.  T.  «8. 
No.  4—4. 


UollaDd  und  Luxemburg. 
Jaarbook  van  de  Kon.  Akad.  v.  Wetensch.  geyesligd  te  Amsterdam, 

vnor  1886.  1887. 

Verhandelinpen  d.  Kon.  Akad.  v.  Welenschappcn.  Afdeel.  Letterkunde. 
Deel  XVII.  Afdeel.  Naluurkunde.  Deel  XXVI.  Amsterdam  4888. 

Verslagen  en  Mededeelingen  der  Kon.  Akad.  v.  Wetensch.  Afdeel.  Letter- 
kunde. III.Reeks,  DeeU.  AfdeeL Natnorkunde.  III.  Reeks,  Deel  3.4. 
Amsterdam  4887.  88. 

Cstalogus  der  verznmelingen  Bilderdijk  en  van  Lennep,  annwe^ie  in  de  boe- 
kerij  der  Kon.  Akad.  v.  WetenscJi.  te  Amsterdam.  Atii^u  i  1  lui  1887. 

Matris  qoerela.  Esther.  Carmina  probat«  in  certaminc  Hueuiiuauu  ab  .Vcad. 

B.  dlsciplinarirai  Neerlandica.  Amstelod.  4887. 
Sosanna.  Me  puero.  Ad  urbem  Bononiam.  Carmina  probata  in  cerlatuino 

Hoeofftiano  ab  Acad.  R.  disciplinarum  Neerlandica.  AmsleloU.  4888. 
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Programma  certaminis  poetici  ab  Acad.  R.  disciplinarum  NederlandiCB  ex 

legato  HoeufTliano  in  annuni  <889  itulicti.  Am<;to!'»d.  1888. 

Genootschup  tor  bpvnrderin;^  der  naluur-,  genees-  eo  heeikuode  le  Amrter» 
Uatu.  Auszug  aus  dem  Prograunn  18S7. 

Bijdragen  tot  de  Dicrkunde,  uitg.  door  het  GeDoolschap  »Nttura  artis  ma- 
gislra«  te  Amsterdam.  Aficv.  1 4 — 1 6.  Amsterdam  4887.  88.  —  F«est> 
nnfnmcr  uitgeg.  hij  pclo^'eab.  van  bei  50  j.  beaiaan  van  hei  Geooot- 

sciiap.  Anisterdani  1S8!S, 

Annales  de  I  Kcole  Polytechnique  de  Delft.  T.  3,  Livr.  4.  T.  4,  Uvr.  l.  i. 
Leide  U88. 

Archiven  ntorlandaises  des  sciences  exacles  et  nalnreUes ,  publica  par 
la  So(  i^iö  Hollandaise  des  scieiioes  ä  Hartem.  T.  SS,  Uvr.  4.  5. 

T.  23.  I.ivr.  i.  Harlem  1888.  ' 

Uuygmis.  Chr.,  Oeuvres compl^tes,  p.  p.  la  Sociale  Uoilaodaise  de&  science». 

T.  1.  La  Haye  1888. 

Nederlaiidsch  kruidkundig  Archief.  Verslageii  eu  Mededeeliugen  der 
Nederlandsche  botanische  VereenigiDg  [Leiden).  Ser.  II.  Deels, 
Si.  a.  Nymegeo  4888. 

Questions  mises  au  concours  per  la  Soci^tti  des  arts  et  des  sciences 

etablie  a  l"  t  recht,  1888. 

VVerkeu  van  het  Historisch  Geiioolschap  gevestigd  te  L  trecht.  N.Ser.  46— S«. 
Utrecht  4887.  88. 

Italien. 

Bollettlno  delle  pubblicazioni  italiane  ricevute  per  dirillo  di  stampa.  4887, 
No.  48  e  Indici.  4888,  No.  49^74.  Firenze  4887.  88. 

Boilettino  delle  opere  moderne  straniere  aequistate  dalle  biblioteche  pab- 
bliche  governative  del  regno  d'ltallä.  Vol.  2,  No.  4<^  e  lodice. 

Vol.  3,  No.  <— 4.  Roma  1888. 

.Memorit;  del  H.  Islituto  Lombardo  di  scienze  e  leltcre.  Classe  di  leltere  t- 
scienze 'morali  e  poliUche.  Vol.  48  (Ser.  III,  8),  Fase.  4.  Hilsao 
4  887.  —  Classe  di  sciense  matem.  e  nalarall.  VoL  46  (Ser.  III,?;» 

Fn<c.  2.  M  IIa  HO  4  888. 

Reale  Istitulo  Lombardo  di  scieoze  e  Icttere,  Rendiconli.  Ser.  II,  Vol.  S4. 

Milauü  1887. 

Memorio  della  R.  Accademia  dl  scienze,  lottere  ed  arti  di  Mode  na.  Ser.  IL 
Vol.  8.  Modena  4887. 

Atti  della  R.  Accademia  di  sclenze  morali  e  pollticbe  di  Vapoll.  VoLILIl 

Napoli  1887.  88. 

Sociclä  Reale  di  Napoli.  Rendiconto  delle  tornatc  e  dei  lavori  delV  Accademia 
di  scienze  morali  e  politicbe.  Anno  26  (18871.  Napoii  1887. 

Atti  e  Memorie  della  R.  Accademia  di  scienze,  lettere  ed  arti  in  Padovi. 
N.  S.  Vol.  4—4.  Padova  4885-^88. 

Rendiconti  del  Circolo  matematico  dl  Palermo.  T.  4  (4884 — 87).  T.! 

(18S8\  1-asc.  1—6.  Palermo  18S7.  88. 

Giornale  di  scienze  naturali  ed  economiche,  pubbl.  p.  cura  delta  Socielädi 
scienze  naturali  ed  economiche  di  Palermo.'  Vol.  48  (Anno  488?]. 
Palermo  4887. 

Annali  delln  B.  Scuola  normale  snperioredi  Pisa.  Deila  Serie  VoL 8 (Filosoflt 
e  Qiologia,  Vol.  5).  Pisa  4888. 
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Atli  dclla  Societä  Toscana  dl  scieme  Daturali  residente  tn  Pisa.  Memorie, 

Vol.  9.  Pisa  4888. 

Processi  verbali  della  Societä  Toscana  di  scienzc  nalurali  residente  in  Pisa. 
Vol.  6,  adunanza  de!  43.  Nov.  4887,  45.  Genn.,  4.  LugUo  48S8. 

Annuai'io  della  II.  Accadcmia de' Liocei,  4  888.  Roma  4888. 

Atti  dclla  R.  Accademia  de'  Lincei.  Serie  II.  Memorie.  Vol.  4.  Koma  1887. 
—  Serie  III.  Ilemorie  della  Classe  di  scienze  morali,  storiche  e  tilo< 
lopif^lip.  Vol.  42.  Roma  4884.  —  Serie  IV.  Meroorir  drlla  Classe  di 
scieaze  morali,  storiche  e  tilologicbe.  Vol.  P.  i  (Notizie  degU  scavi, 
4  887,  Genn.  —  Novembre).  Roma  I8S7. — Eeodicontl.  Vol.  3 , 11 .  Sem. , 
Fase.  6—13.  Vol.  4,  I.  Sem.,  Fase.  I — 48.  II.  Sem.,  Fase.  4~S. 
Roma  4887.  88. 

Mitlheilungen  des  Kais.  Deutschen  Archaf»o1o^i«  hcn  Instituts.  Römische 
Abtbeiluog  (BuUeltino  deil  Imp.  Istitulu  Archeologico  Germaoico. 
Seiiooe  Romans),  Bd.  t,  H.  4.  Bd.  8,  H.  4^3.  Rom  4 887.  88. 

Atti  della  R.  Accademia  delle  scienze  di  Torin o.  Vol.  XXIII,  Disp.  4^45. 

Torino  4  888. 

Memorie  della  R.  Accademia  delle  sciense  di  Toriiio.  Serie  II.  T.  38.  Torino 
4888. 

Atti  del  R.  btituto  Veneto  di  scienze,  leltere  ed  arti.  T.  5,  Disp. 
Venesla  4888/87. 

Memorie  del  R.  Istlluto  Voneto  di  scienze,  lottere  ed  arti.  Vol.  tt,  P.  8.  Ve- 

nezia  4  887). 

Temi  di  preroio  prociamnü  dal  R.  Istituto  Veneto  di  scienze,  letlere  ed  arti 
nelia  solenne  adunauza  del  30.  maggio  4&88. 

■ 

Russland. 

Meteorologische  Beobachlongen  angestellt  in  Dorpat.  Bd.  5,  S.  78— 44f 

DorpBt  ^  887.  SS}. 

Weihrauch,  K.,  Privatbeobachtuugeu  der  Kegenstation  Alswig  i.  J.  4886 
(Sep.-A.).  Dorpat48«7. 

Schriften  herausgeg.  von  d.  Natorforscher-Gesellseliafl  bei  d.  Universität 

Dorpat.  IV:  Weihrauch,  A'.,  Neue  Untersuchunpon  über  die  Bes- 
sel'sche  Formel  u.  deren  Verwendung  in  der  Meteorologie.  Dorpat 
4888. 

Deriebt  über  die  Ergebnisse  der  Beobachtungen  an  den  Regenstationea  der 
Kaiserlichen  Hvltf nd.  gemeinnützigen  o.  konom.  Socielttt  f.  d.  J.  4  888. 

Dorpat  4  887. 

Acta  Societalis  scientiarum  Fennic-ne.  T.  45.  H e Is  i  ngfo  rs iae  4888. 

Bidrag  tili  könnodom  af  Finlands  natur  och  folk,  utg.  af  Finslui  Yelenskaps- 

Sociel.  Ilunet  45—47.  Helsingfors  48S7.  88. 

urversigt  af  Finska  Vclenskabs-Societetens  Furhandiingar.  28  (4885 — 86^. 
98  {4888— 87).  Helsingfors  4888.  87. 

Arppe,  A,  B,,  Finska  Vetenskiips-Socleteten  4888 — 88,  dess  Organisation  och 
verlcsamhet.  Helsingfors  4888. 

Finlands  geologiska  Undersökning.  Kartbladei  40.  44.  Beskrifning  tili  kart* 

bladet  4  0.  4  4.  Helsingfors  4  887. 

Uiiiversitetskija  Izvt-slija.  üod  i?  ,4887;,  No.  4ü— 4i.  God  a8  (4J>88,,  No. 
4—9.  Kiev  4887.  88. 


Bulletin  lie  la  Soci^t^  Inip^r.  des  Naturalistes  de  Moscon.  AnMe 
No.  4.  ^88,  No.  1—8.  M0S00u4887.  88. 

Meteorologische  BeobacM an ltp  ausgeführt  am  Meleorol.  ObserxHi^rmra 
d.  LandwirthschafUicheri  Akademie  zu  Moskau.  18S7,  l.u.  i.  Halflo. 
1888,  1.  Hftlfte  (Beilage  z.  Builetio  de  la  Soc.  Imp.  des  Natural,  de 
Moscou,  II.  84rie,  T.  4.  i).  Moskau  4887.  88. 

Nouveaux  M^motres  de  la  Soci^U  ImpAr.  des  Naturalistes  de  Moseou.  T.  I  s 
(T.  U  de  la  collectlou),  Livr.  8—8.  Mosoou  4  m— 88. 

Bulletin  de  TAcad^mie  Imperiale  des  sciences  de  St.-P6tersbourg. 
T.  XXXII,  No.  «—4.  Sl.-P6lersbourg  1888. 

M(8nioires  de  TAcadämie  Imperiale  des  sciences  de  St  -  Pr  iersbourg. 
VII,S6rie.  T.35,  Xo.8— <0.  T.36,  No.<— M.  St.-Pöterj>hüurf:  t887.S8. 

Repertorium  für  Melcuiologie,  bsg.  v.  d.  iiais.  Akademie  d.  Wisseasch., 
redig.  v.  H.  Wild.  Bd.  4  4.  St  Petersburg  4888.  — SuppiemeutliaiidS 
i  Wild,  H.,  Die  Regen -VerbttUnisse  des  Russischen  Reichs).  Nebst 

Atlas,  St.  Petersburg  1887. 

Anoalen  d.  >ikali-rhrn  Contralobservaloriums ,  hcrau^tr.  von  H.Wild. 
Jahrg.  lhf>6.  Ih.  t.  Jahrg.  1887,  Th.  1.  St.  IN-l Misburg  4887.  88. 

Acta  Horti  Petropolitani.  T.  10,  Fase.  4.  Prtropolj  1887. 

Jahresbericht  am  ai.  Mai  1887  dem  Comite  der  Nicolai- Hauptstemwarte 
abgestattet  vom  Director  der  Sternwarte  (aus  dem  Russischen  über- 
setzt}.  St.  Petersbui^  4887. 

AwDtrM,  A,,  Neue  Reductiou  der  Bradle/scheD  Beobachtungen  aus  d.  I. 
4780—81.  Bd.  8.  St.  Peleishurg  4888. 

Observntions  de  Poutkova,  publ.  p.  0.  Slruve.  Vol.  12.  U.  St.  PCters- 
houTL'  1SS7.  88  —  Supplement  1  [Struve,  H.,  Beobachtungen  der 

Saturnstrabanlen.  Ablh.  1).  St.-P^tcrsbourg  4888. 

Magnetische  Beobachtungen  des  Tifiiser  Physikal.  Observatoriums  to  den 
Jahren  4886^87,  hsg.  v.  J.  Mielberg.  Tiflis  4888. 

Meteorologlsebe  Beobachtungen  des  TlfUser  Physikal.  Observatoriums  im 
J.  4888,  hsg.  V.  h  Mielberg.  Tiflis  4888. 


Schweden  und  Norwegen. 

Forhandlinger  i  Videnskabs-Selskabet  1  Chris tia nie.  Aar  4887.  Chrlsli- 
ania  4888. 

Acta Universitatis  Lundensis.  I. u  nd s  Unlversltets  Ars-Skrift.  T. 88  (4886— 
87),  1.  II.  III.  Lund  1887.  88. 

Antiquarisk  Tidskrifl  fnr  Svn  isj»-  utg.  af  Kmipl.  Viltorhels  Historie  och  An- 
tiquitets  Akademien  genum  Bror  Emil  Hildebrand.  Deien  1 0,  3.  4. 
Stockholm  4887. 

Entomologisk  Tldskrilt,  pfl  fOranstaltende  af  Entomologiska  Foreningen 
i  Stockholm  utg.  af  Jac.  Spingberg.  Arg.  8  (4887),  H.4— 4.  Stock- 
holm 1887. 

Tromse  .Museums  Aarshefter.  14.  Tromsi»  1888.  —  Troms«  .Mu:>euais 

Aarsberetning  for  4887.  Trorosfl  4888. 
Bulletin  mensuel  de  robservatolre  m8l«orologfqne  de  rOniverait«  d'Üpaal. 

Vol.  49  (4887).  Dpsal  4887—88. 
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Schweiz. 

Nene  Denkschriften  der  Allgemeinen  Schweiserischen  Gesellschaff  fttr  d. 
gesammten  Naturwissensdiafleo.  Bd.  80,  Abtb.  4.  Basel  1888. 

Verhandlungen  i\ov  Schwci/cri^rhen  Nalurforschendf^n  <in=rMlscliafl  in 
Fmuenfeld  7. — 9.  Au^'.  t887.  70.  JahresversammiuDg.  Jahresbericht 
4886/87.  Frauenfeld  1887. 

Compfe'renda  des  travaux  präsente  ä  la  70.  Session  de  la  $ocl^t<3  Helv.  des 
Sciences  naturelles  r^unie  h  Fraoenfeid  S.— 10.  aoüt  4887.  Gen^ve 
4887. 

Beitrttg^  ?'ir  vnt(Tl;in<lischen  Geschichte.  Hrsg.  v.  der  Historischen  und 
AoUquarihcheii  üeseiisctiaft in  Basel.  N.F.  Bd. 3  (der  ganzen  Keibe 
Bd.  4i),  H.  4.  Basel  4888. 

SHtthelliuigen.  der  naturforscbenden  GeseUtohaft  in  Bern  ans  d.  J.  4887 
(No.  4489— 84).  Bern  4888. 

Jahresbericht  der  naturrürschenden  GesellscbaftGraohündens.  N.F.  Jahrg. 

31  (Vereinsjahr  1886  87  .  C  hur  1888. 

Vierteljahrsschrift  d.  naturforschenden  Gef^ellsehaft  in  Zürich.  Jahrg.  3i, 
H.  2—4.  Jahrg.  38,  H.  1.  Zürich  Ih87.  88. 


Serbien. 

Srpska  kralj.  Akadem^ja.  Glas  4—9.  Beograd  4887. 88. 

Stpska  kralj.  Akademija.  Godlsnjak  i  (f  n87).  Beogia«!  itsgs.  —  Spornen  na 
tnhia  sve2anost  prilikoro  smrti  Josipha  Pan^it.  Beograd  4888. 


Spanten. 

Real  AcaUcmia  de  cieucias  lüorales  y  politicas.  .Vno  de  185>8.  Maiind  1888. 

Boteüa,  Cr.,  El  problema  de  la  cniigracion.  Memoria  premiada  per  la  R. 
Acad.  de  cienc.  mor.  y  pol.  Madrid  4888.  ^  C»rvig&n  y  Lerfn,  B., 

Estiidid  sobrc  la  carestia  de  subsistench^.  Memoria  premiada  por  la 
R.  Acad.  de  cienc.  mor.  y  pol.  Miidiid  1SS8.  —  Heneslrosa  y  Bozüf 
F.  F.  de,  Doctrinas  juridicas  de  S.  Tomas  de  Aquino.  Memoria  pre- 
miada por  la  R.  Acad.  de  cienc.  mor.  y  pol.  Madrid  4888. 


N  o!  (i  a  me  ri  ka. 

Proceedtngs  of  tbe  American  Oriental  Society«  al  Baltimore,  Oct.  4887; 

at  Boston,  May  1888. 

Jolins  Mopkins  Luiversily  Circulars.  Vol.  7,  No.  6ü — 6ö.  iJallimoie 
4887.  88. 

American  Journal  of  Mathematics  pure  and  applied,  i^ubl.  undcr  the 
aiL<:]ii<-«>s  of  tbe  Johns  Hopkins  Üniversity.  Vol.  X,  No.  8.  8.  Balti- 
more (  ^S8. 

Jobns  HopkiiiN  üniversity.  Studies  iu  historicai  aod  .  poUtical  science. 
V.  Sei.,  12.  Baltimore  1887. 

Memoirs  of  the  American  Academy  of  arte  aod  sciences  [Boston].  Vol.  14 
[Centennial  Volume),  P.  5,  N.  6.  Cambridge  4877. 
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Memoirs  of  the  Boston  Society  of  natural  history.  Vol.  4»  No.  4^6.  Bostoo 

1886—88. 

BuUeUn  of  tho  Museum  of  comparative  Zoölogy,  at  Harvard  College,  Cam- 
bridge, Mass.  Vol.  13,  No.  6—10.  Vol.  ik.  15.  Vol.  16  (Geolofrical 
Series,  Vol.  2},  No.  1.2.  Vol.  17,  No.  I.i.  Cambridge,  Mass.  iSST.SS. 

Memoirs  o(  the  Museum  of  comparative  Zoölogy,  ai  Harvard  College,  Cam- 
bridge, Mass.  Vol.  XV.  Cambridge,  Mass.  1887. 

Joamal  of  ihe  Elisha  Mitclioli  scientific  Society  [C ha pel  Hill].  Year  4 

(1887),  P.  2.  Raleigh  1887. 

ADDual  Report  of  tite  fToolo-ricfi]  Survey  of  PenosylvaDia  for  4886.  P,  4.  S. 

P.  A  with  Atias.  Ha  i  i ü»  Uu  [ 1887. 

Second  Geological  Surve\  of  Penns\Ivania.  AA.  Atlas  Weslcni  aiiddle  Ad- 
thracile  Field,  P.  II.  —  C,  Atlas  Bocks  and  Montgooery  Couoties. 

Memorias  de  la  Sociedsd  cientfflca  »Aotonio  Aliate«.  T.  I,  Ciwd.  5 — 4  t. 

4«.  T.  2.  Cuad.  4—4.  M(^xlco  1887.  88. 

Foye,  H.,  Teorla  de  los  errores.  Trad.  de!  frances  p.  J.  de  Mendisabal  Tam- 

borrol.  Edicion  de  la  Sociedad  »Alznten.  Mexico  1888. 

Observalorio  nieteorulogico-magnetico  central  de  Mexico.  Bolelin  meiii^ual. 
T.  4  (1888),  Sapl.  al  No.  5;  T,  4,  No.  8,  7.  Hfoico  4888. 

Proceedings  of  Ihe  Natural  History  Society  of  Wisconsin.  4888,  S.  444 — 
480.  [Milwaukee]  1888. 

The  geologica!  and  nntural  history  Survey  of  Minnesota.  Thilletin  No.  2 — \. 
St.  Paul  1887  -    The  15.  auoual  Report,  (or  the  year  ttt86.  Mione- 

apolis  (St.  l'auO  1887. 

Proceediogs  and  Transactions  of  the  R.  Society  of  Canada  for  the  year  1887. 
Vol.  ft.  Montreal  4888. 

Geological  and  Natural  History  Survey  of  Canada.  Annuat  Report.  (New 

Series]  Vol.  2.  1886.  Montreal  4887. 

Pobiications  of  the  Lick  Observatory  [Mount  Hamilton]  of  Ibe  Unifer- 

sil\  of  California.  Vol.  1  (1887).  Sacramento  1887. 

Transactions  of  tbe  Conoecticut  Academy  ot  arts  and  sciences.  Vol.  7,  P.S. 
New  Häven  4888. 

Report  for  Ihe  year  4886/87,  presenied  hy  Ihe  Board  of  Managers  of  the 

Observatorv  to  the  President  and  Fellows  of  Yale  College.  For  the 

\ear  1877  88.  (New  Häven)  o.  J. 

Annais  of  the  New  York  Academy  of  sciences  (late  Lyceum  of  natural 
history).  Vol.  IV,  No.  8.  4.  New  York  4888, 

Transactions  of  the  New  York  Academy  of  sciences.  Vol.  VI.  VII,  No.  4.  8. 
New  York  4887. 

Balletin  of  the  American  Geographical  Society.  Vol.  19  '18S7  ,  No.  4  and 
.Supplement.  Vol.  20  (1888),  No.  1—3.  New  York  18S7.  88. 

Proceedings  of  Ihe  Academy  of  natural  sciences  of  Philadelphia.  1887, 
P.  3  (Sept.— Dec.J.  1888,  P.  1  (Jan.  Febr.).  2  (.March— Sept.).  Phila- 
delphia 4887.  88. 

Proceedings  of  the  American  Philosophical  Society,  held  at  Philadelphia, 
for  promoling  uscfui  knowledge.  Vol.  XXII  fP.  3>,  No.  tl9:  EarK 
Proceedinp«^.  Vol. XXIV,  No.  1^6.  \VV.No.127.  Pliiladelphia  i  885.88. 

Reports  of  the  Coinmiltee  appointed  ücl.  21 ,  1 887,  to  examtne  inlo  the  scien- 
tific valne  of  Volapük,  presenied  to  the  American  Philosophical  So- 
ciety. (Philadelphia  4888). 


Digitized  by  Google 


Boldm,  R*  S,,  List  of  recorded  earlbqiiakes  in  California,  Lower  California, 
Oregon  and  Washington  Territory.  Prinled  by  direction  oftbeRe- 
gents  of  !he  Vniversity  of  California.  Sacramcnto  1887. 

BoUatin  of  the  California  Academy  of  acianoea.  Vol.  1,  No.  8.  San  Fran- 

Cisco 

Tbe  Canadian  Jourual.  A  reperlor>  of  induülry,  science  and  art,  and  a  re« 
oord  of  the  Procaodings  of  Ihe  Gaaidlan  Inalitule.  Vol.  f.  3  and 
Supplement.  New  8er.,  Vol,4— 11^44, 15,  No.  4—4,  6—8.  To- 

ron  to  1  853—77. 

Proceedings  of  Ihe  Canadian  Institute,  Toronto,  being  a  coolinuatiun  of 
tbc  Canadian  Journal  of  science,  literature  and  history.  III.  Ser. 
Vol.  6,  Fase.  t.  Vol.  6,  Pasc  4.  TimpodIo  4888. 

Annual  Report  of  the  Canadian  Institute,  Session  1886—87,  being  partof 
appendix  to  the  Report  of  the  IHaister  of  education ,  Ontario,  4887. 

Toronlo  1888. 

Smithsonian  Miscellaneuu>  Colicctions.  Vol.  81 — 33.  Washinj^lon  18S8. 

Annual  Report  of  the  Board  of  Rcgents  of  the  Siuithsoiuan  Institution  for 
the  year  488S,  P.  II.  Wasblogton  4886. 

Ohservations  madc  dnring  the  year  4888  at  the  I).  S.  Naval  Observatorj-. 
Waahinglon  4887. 

Annual  R(  port  of  tbe  Chief  Signal-Officer  to  the  Secrattry  of  war  for  the 

year  is.sg.  1887.  P.  I.  Washington  1886.  87. 

üniied  States  Coast  and  Geodetic  öurvey.  Bulletin  No.  4—4.  (Washington 
4888.) 

Report  of  the  SuperiDleBdenl  of  the  U.  S.  Coaat  and  (Seodetic  Snrvey, 
showing  the  progress  of  the  work  dariog  the  6scal  year  ending  wilh 
June  1886.  P.  I  (Text).  P.  II  (Sketches).  Washington  4887. 

Monographs  oflhe  U.  &  GeologicaJ  Survey.  Vol.  XII.  With  Atlas.  Wa- 
shington 1d83. 

Ii.  S.  Geological  öurvey.  Mineral  Resources  of  the  United  States.  Calendar 
.yiar4886.  Washlngtoa  4887. 


Mittel-  und  Südamerika. 

Anales  de  la  Sociedad  cientifica  Argentina.  T.  t4,  Entragal--«.  T.  18. 

Enlr.  1—6.  Buenos  Aires  1887.  88. 

Boletin  de  la  Academia  nncional  de  ciencias  de  la  RepiiblicR  Argentina 
[Cürdoba].  T.  .V,  bnlrega  1.2.  T.  XI,  Entrega  1.  2.  ttuenoi»  Aires 
4887.  88. 

Archivos  do  Hosen  Naclonal  doRiode  Janeiro.  Vol.  7.  Rio  de  Janeiro 

1887. 

Anales  del  Museo  Naciooal.  Repdblica  de  Costa  Rica.  T.  1  (4887}.  Sau 

Jos«  1888. 

Verbandlungen  den  deutseben  wissenschaftlicbeo  Vereins  zu  ^aittiago. 
H.  5.  6.  Valdivia  4887.  88. 

Coleccion  de  historiadores  de  Chile  i  de  docunientos  relatives  a  la  bistoria 

national.  T.  VII :  Ohrarps,  .V.  de,  Ilistoria  de  la  Compafiia  de  Je5U> 
en  Chile  (1593—1736;,  con  una  introd.  i  notas  p.  D.  Harros  Arana. 
Santiago  187«. 


Asien. 

Koiulen  van  de  algemeeoe  en  bestuurs-vergaderingeii  van  hat  Bataviaasch 

Gcnootscliap  v.m  kiinsten  en  wetenschappen.  Deel  95  (I8S7),  No.  4. 

Deel  2G  (188S;,  No.  -1 .  2.  Batavia  1888. 

Tydschrifl  N  oor  Indische  laal-,  land-  en  volkcnkunde  ,  uitgeg.  door  liet 
Batavxaascii  GenoQti>cbap  .van  kuntilen  en  weteni>cbappeu.  Deel  ■ii. 
Afl.      (.  Batavia  1888. 

Vtfhandelingen  van  hct  Bataviaast  h  (lenootsohap  van  kaosteD  en  w^nr 
scbappen.  Deel  43,  Afl.  2.  Batavia,  s  Hage  4S88. 

Dagh -Register .  LM'houdcn  int  Caslecl  Hatavia  vant  passerende  daer  ler 
plaetsc  als  uver  geheel  NederiandU-India  anno  1653.  üitgeg.  door 
hei  Batav.  Genootscb.  van  kunsteo  en  wetensch.,  mel  medewerk- 

ing  van  de  Nedcrlandsch-Indischc  Rcgecrlng  en  ODder  toexicht  van 

J.  A.  van  der  Cfiijs.  Batavia,  's  Hago  188S. 

Observations  inade  at  the  Magrietical  and  Meleorologkal  übservatory  ni  Ba- 
tavia. Publ.  by  oiHier  of  the  Government  üf  Netherlands  Inüia.  Vol.  9 
(1886),  P.  1:  lleteorologieal  Observatlons.  Batavia  1887. 

NataurkODdige  Tijd<(  hrifl  voor  Ncderlandsch-Indit^,  iiitgeg.  d.  de  Kon. 
Natuurkiindige  Vereeniging  in  Noderiandsch^did.  Deel  47  (VllJ.Ser., 
D.  8).  Batavia  188S. 

CoteSf  E,  C.  and  C.  Swinhoe,  A  Catalogue  of  the  Motbs  of  india.  F.  II; 
Bombyoee.  P.III:  Nootues,- Psesdo-Dellofdes,  and Deltoldes.  Cal- 
cutia  1887.  88. 

Journal  of  the  China  ßranch  of  the  R.  Aalatfe  Society.  N.  Ser.  Vol.  St 

(t887s  No.  4—5.  .Shanghai  1888. 

ituperiai  fJniversity  of  Japan  (Teikoku  Daigaku).  The  Calendar  for  the  ye»r 
4887/88.  Tokyo  1888.  .  . 

Journal  of  tbe  College  of  acience,  Imperial  Univeralty,  Japan.  Vol.  P. 
i^9.  Tokyo  4888. 

Mittheilungen  aus  der  Medicinischen  FacuUHt  der  Kais.  Japaniflchen  Uni- 
versität. Bd.     No.  8.  Tokio  1888. 


Australien. 

Transactions  and  Proceedings  of  the  R.  Society  of  Victoria.  Vol.  84,  P.  4.  i. 

Melbourne  ISST.  88.  • 
Journal  and  Proceedings  of  the  R.  Society  of  New  South  Wales.  Vol.  30 

(4888).  14  (4887).  tS  (4888),  P.  4.  Sydney  4889.  88. 


XXI 


Eiozelne  Schriften. 

Affides,  l     Kill  n«M!»'>«  Prohlfin.  Rarccloua  18H8. 

Au^baeh,  B.,  La  dipioiuatie  fraoyaise  et  la  cour  de Saxe  H6h^ — I6tt0).  Faris 
1888. 

Biasius,  W,,  Beiträge  z.  Keontniss  der  Vogclfauna  yod  Celebes.  (5.  A.j 
Badapest  4886. 

,  Gottlieb  Braun.  Nekrolog  {ß»  A.).  —  Theodor  Hartig.  Nekrolog. 
(S.  A.)  —  Hermann  v.  Heinemann.  Nekrolog.  (S.  A.)  —  Friedricti 
Reck.  Nekrolog  (S,  A.  .  Braunschwoiu  !8S7. 

  Ist  Castor  canadensis  kühl,  der  amenkaui^ciie  Biber,  eine  gute  Art? 

(8.  A.)  (BrauDSchweig  4887). 

  LebeDsbesebreibong  Braunschweigiscber  Naturforscher  n.  Natur- 
freunde, versl(»rbener  ehemoliper  Mitglieder  des  Vereins  f.  Natur- 
wissenschaft zu  Uraunschweig.  Bi  iunschweig  4887. 

  Die  Vögel  von  Palawan  'S.  A.K  o.  ri   i  sss 

Boi  ch.  Frhv.  L.  v..  Zur  isnlwicklunt'  der  >a.  lis!>chün  Wergeldor.  o.  0.  1  Sü8,. 

Bourke,  J.  G.,  Compiialion  of  noics  and  memorauda  boaring  upou  the  use 
of  human  ordure  aod  homan  urioe  in  rites  of  a  religious  or  a  semi- 
religlous  cbaracter  among  various  nations.  Washington  4888. 

Darapsky,  L.,  Las  tennas  litintferas  del  Valle  del  CacbapoaK  Valparaiso 

<887. 

  Curso  pratico  d<'l  analisi?»  tjuimico  ralilativo    Smiliago  de  Chile  4  886. 

FcmarOj  A.,  Per  la  edizione  nazionale  dellc  opcrc  üi  Galileo  Galilei  soUo  gU 
auspicii  di  S.  M.  il  Rä  d'ltaiia.  Espozione  e  disegno.  Firenze  4888. 

lamprecht,  G.,  Der  Wetterring.  Bautien  1888. 

LeUmiz,  Oeuvres,  publ.  pour  la  prämiere  fois  d'apräs  las  manuscrits  orlgl- 
naux  p.  A.  T oiicher  de  Careli.  T.  1  (i.  dd.).  II  (S.  M.).  HI— VII. 

Paris  (861—7.-). 

Lihvenl/erg  .  Ii.,  Etudos  tiierapcuticjues  el  bacl6riologique8  suf  le  furoncle 

de  rureille  ;Exlraili.  Paris  1888. 

Peszi,  D.,  La  vita  scientifica  di  Giorgio  Curtius.  Torino  1888. 

Aofafe«,  J.  A,,  Btbliografl«  del  literato  Miguel  Luis  Ämuoälegui.  Santiago 
de  Chile  4888. 

Schreiber,  P.,  Zur  PrUfung  von  Thermometern  unter  dem  Eispunkt  (S.  A.). 

Berlin  1888. 

Zur  l-'rage  der  lierieitung  wahrer  Tagesmitlel  der  Lufttemperatur  aus 
drei-  resp.  viermaligen  Beobachtungen  (S.  A.).  o.  0.  4  888. 

Schreiber,  Th.,  Die  Brunnenreliefs  aus  Palazzo  Griinaiii.  Leipzig  1888. 

I'eff,  A,,  Zur  Erinnerung  an  Axel  Harnack  (S.  A.;.  Leipzig  1888, 


Digitized  by  Google 


Drvck  ton  Brsitk^f  *  Htrtot  in  1« ifiif . 


i 

Digitized  by  Google 


SITZUNG  VOM  16.  JANÜAH  1888. 


W.  ScKeibner,  Mathematische  Benu  rhungeii,  (Auszüge  aus 
briefeo  au  Prof.  Baltzbr,  \  7.  Novbr.  4887,) 

Leipzig,  9.  Febraar  1887. 

(I)  Bei  Benutzung  Ihrer  »Determinanten«  für  die  Theorie  des 
grössten  geuieinschafllichen  Theilers  zweier  ganzer  Functionen 

/in  =     +  <Uy  '  •  4-  o^f^,   ^„  =r  6,  4.  b^y  h  b^f 

erschien  mir  auf  S.  117  zwischen  Art.  8  und  9  die  Einschaltung 
eines  Artikels  wünschenswerth,  der  »'ine  mehr  heuristische  Dar- 
stellung liefert.  Ich  meine  etwa  in  folgender  Weise  mit  HOlfe 
der  MulUplicatoren  {Grelle      S.  281) 

ifm-f»-f  =  «•  H-  «I  y  H  öfii-p-i  y**'*»-'  , 

a;_p_.  =    -f-  /^i  y  •  •  4-  iin-p-.y''^^'' . 

Sei 

WO 

(mit  dem  Vorlk  halte,  dass  nuv  diejenigen  (in(  Iticienlen  und  bf. 
l»eil)ehalten  werd«'n,  für  welch(^  /  zwi.sciien  0  und  //<.  /.  zwisi  hcn 
0  und  fi  liegt),  su  können  die  (m  -|-  n  —  ip)  Coeflieienteu  iu  M 
und  A  mittelst  des  linearen  Systems 

bestimmt  werden,  wenn  lip  die  Determmante  des  Systems  be- 
deutet. Dann  folgt 

P==  c, Cjy  h  Cp^iV^''  H-  «pV**  I 

lbth.-pV««  OiMM  1888.  I 
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also  vom  Grade  p,  falls  H^,  rii(  ht  \  (  rschwindet,  und  es  ist  offen- 
l)ar  j(Ml<'r  iicnieinschaltliche  Theiler  von  /  und  r/  in  Mg  —  Sf  =  P 
enlhuilen.  Soll  nun  P  selbst  Theiler  von  f  und  y  sein,  so  mOssen 
die  Determinanten 

Ä,  =  Ä|  '  •  •  =  Äp  _  4  =  0 

verschwinden,  weil  wenn     nicht  verschwände, 

einer  Function  Grades  gleich  gemacht  werden  konnte,  also 
für  i  <^  p  nicht  durch  P  theilbar  würe. 

Ks  sind  aber  jene  Bedingungen  nicht  allein  nothwendiis, 
sondern  :mvh  ausreichend,  damit  f  und  g  einen  gemeinschafl^ 
liehen  Theiler  vom  Grade  p  besitcen.  In  der  That  kann  man, 
«renn  Ä,-  =  0, 

einer  Function  (t  —  {f^^  Grades  gleich  machen,  ohnedassü  und 
N  verschwinden.  Pür  i  =:  0  oder        0  folgt 

nun  J/  und  .V  keinen  gemeinschaltliehen  Factor  haben,  so 
umss  durch  M^^^  theilbar  sein  und  man  erhält  den  linearen 
Theiler 

P=     ^     —    ^  . 

Anderenfalls  sei 

^m-i  ^  ^p-4  ^w-j>j  ^M-i  ^  ^p-i  -^n—p  > 

folglich 

^m^pQ^^n^pf     und  ^P=^jr—^K^^ 

d.  fa.  der  Theiler  P  ist  mindegteni  vom  4.  Grade. 

Ist  aber  auch  /i^      0,  so  lUsst  sich  nicht  allein 

machen )  sondern  es  muss  auch  ^  0  sein,  weil  sonst  ftber- 
baupt  kein  gemeinschafliicher  Theiler  exisUren  konnte:  mitbin 
muss  P  mindestens  vom  2.  Grade  sein.  Ist  nnn  ferner  =  0 
und 
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SO  verschwinden  andi  und  c^,  alao  ist  P  mindestens  vom 
3.  Grade,  n.  s.  w. 

Schreibt  man 

so  ergibt  die  Auflüsimg  des  liueareu  Systems 
wegen 

mithin 

c,  =  ajylf  +  a«^f  -  •  +  a2,_,_,  ylg..,,. 

Folglich  echt  aus  hervor,  wenn  man  in  der  rrsten  Uori- 
xoQtaireihe  der  Determinante  die  Kiemente     und  durch 

aJH-rt!i/  hOj.v''   und   6*4-'^/.-^  ^■ 

ersetzt  -    in  Ufben  inslimmung  mit  Art.  9  des  §  I  I. 

Dif  Form  der  Bedingungsgleiehimeen  ß^s=ft^ ...  =Äp^^ÄO 
habe  tcA  aus  der  Nachschrift  einer  Vorlesung  von  Wbibrstrass 
kennen  lernen. 


(2)  lÜA  Darstellung  §  y  Ai<t.  !2  Ihrer  «Determinanten« 
scheint  mir  nicht  recht  symmetrisch  und  etwa  fblgendergestalt 
zn  erg^en. 

Dje  vollständige  Auflösung  der  Gleichungen 

für  Vä-  =  0  liefert, 
4)  wenn 

Ä  =  I  fif  i  -       a}-  /l^      2'      ''5'  -  =  0  : 

1» 
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2)  wenn  die  Subdetenuiiuialiea  A'^  verscbwiudeo : 

3)  wenn  A^f  =■  0: 

u.  s.  w.  Hier  i)czeichneD  f  g  h  tciUkürliche  Facioren,  während 
die  Indices  k  l  m  beliebig  gewählt  werden  dürfen. 


(3)  Ich  weiss  nicht,  ob  die  Frage  nach  den  wesentlichen Be* 
dingungsgleichungen  zwischen  den  Elementen  of  filr  das  Ver- 
schwinden der  Sululrt'  rminanten  [n  —  p  Grades  schon 
beantwortet  ist.  Die  Anzahl  dieser  Bedingongen  betrügt  p^,  so 
dass  beim  Fortgang  su  den  Determinanten  (n  —  p)**^  Grades 
2/»  +  ^  Gleichnngen  hinzutreten. 


(4)  In  Ihren  «Elementen«  Algebra  §  1 0,  Art.  1 5  scheinen  Nr.  II 
und  III  mit  Art.  17,  III  susamroensugehtfren.  Ich  wttrde  folgende 
Fassung  des  GAucBT'schen  Beweises  vorsiehen : 

Sei  für 

A=sfi«**'  und  /"(fic-f-A)  =  r'e«''* 
r  ein  Minimalwertb,  dann  hat  man  für  kleine  Werthe  von  e 

r  >  r.  Aber  uai  h  <lem  i  AYLOH  Schon  Satze  ist 

f{x^h)  =  fx'\'h^(a'^bh)f  wo   a  =  ^«V'^ss  ^ x 

den  ersten  nicht  verschwindenden  Dillon'ntialquotienton  der 
TAYLOR'schen  Reihe  bedeutet,  und  b  für  abnehmende  Werthe  von  h 
nicht  über  alle  Grenzen  wachsen  darf.  Zerlegt  man  in  den  reellen 
und  imaginttren  Theil,  so  wird 

r*  cos  4jp'  =  r  cos  9p  -f-         cos  (m  w  -f*  '^l  + 

r!  sin  if  =  r  siu  ^  4-  «*"     »in  [mm  +         fie)  , 
mithin 

r'r'  =  rr  4"     {8»*^  cos  (m«  +  ^  —  ^)  -4-  y«)  , 

wo  cr/^/  für  abnehmende  Werthe  von  e  nicht  Ober  alle  Gtensen 
wachsen  können.    Da  nun  (tlr  verschiedene  Werthe  von  ta 

cos  (m  10  -\-  W  —  <f  )  sein  Zeichen  wechselt  und  q  nicht  verschwin- 
det, so  kuun  eiu  Miuiuium  von  r  nur  (Ur  /-  =  0  eintreten. 
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»Ist  folglich  dieFoDctfon  foB  so  bescbaffen,  dass  r  efnefi 
Minimalwerthbesitzt,  fttrwelcben  dieTATLOK'scheEntwickelung 
gültig  bleibt,  so  ist  die  Gleichung  f x  =  ^  durch  x  ^  p  qi 
lösbar,  a 

Die  geforderte  Bedingung  ist  für  eine  ganze  Function  fx  er- 
füllt'). Deao  da  eine  solche  ftir  alle  endlichen  Warthe  yimx 
eindeutig,  endlich  und  stetig  verlauft,  kOonen  p  9  r  als  recbl- 
winklige  Coordinaten  einer  zusammenhangenden,  einschaaligen 
Fläche  auf  der  positiven  Seite  der  pq-VAn^c  angesehen  werden. 
Während  dieselbe  mit  zunehmender  Entfernung  vom  Ursprung 
sich  von  derjd  9- Ebene  unbegrenzt  entfernt,  muss  sie  an  gewissen 
Stellen  dieser  Ebene  am  nächsten  kommen,  d.  b.  r  wird  ein 
Minimum  fttr  gewisse  Werthe  von  x^p-^-  qi,  und  dort  muss 
dem  bewiesenen  Satze  zufolge  die  PiMche  die  complexe  Ebene 
berDhren. 


(6)  Vi0lloicbt  darf  ich  mir  bei  dieior  Gelegeohelt  die  einer  Notit  m 
dem  Jahre  1849  eotlebnte  Bemerkung  gestatten ,  das9  die  von  Oivss  im 
Jahre  1816  angewandte  Beweismetbode»  bei  weicher  für 

or  d^» 

das  Doppelintegral rd^)  bei  der  Umkehrung  der  Integrationsordnuag 
seinen  Werth  ändert,  aacb  auf  das  Integral  y/s  d^  dip  anwendtiar  ist» 
wenn  für 

X  =  p qi  =  e^-^-f^' ,    fx=^  P Qi  =  e^*^* 
♦  d<P  dP 

09  o«p 

gesellt  wird. 

In  der  That  sei  fx  eine  eindeutige  stetige  Function  ffuncUo  continua  ac 
monolropa}  der  compicxen  Variablen  x,  so  sind  P  und  reelle  Functionen 
der  reellen  Variabein  ^  und  9p,  für  weiche  die  partielle  Differentialformel 

dg» 

gilt.  Die  Werthe  der  Anomaliecn  0  und  tp  können  Incromente  von  derForra 
imn  erhalten,  deren  DifTi  rcntial  verschwindet,  im  Uehrigen  siml  <lie  ein- 
geführten Yariabeln  mit  der  l  uuclion  f  r  stetig  und  mondtrop.  Sei  nun 

Q  SB //»  dq  49  =/<P  dip  =  — /P  dg 

i)  Dass  in  der  Gleichung 

fix  4-  A)  =  fx  +      [a  4-  hh) 
für  kleine  Werthe  von     a  und  0  nicht  {gleichzeitig  versciiwinden  können, 
ist  OTideat,  wean  fm  nlelit  constant  Min  soll,  in  welchem  Falle  fx  in  der 
That  nicht  ra  Yerschwinden  braucht. 
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und  die  Integration  über  die  Eletuonte  rdr  dtp  =  dtf  eines  conccn- 

trischon  Ringes  zwischen  und  {i^  vort^eschrtebeü,  wulnend  tf  die  ganze 
Peripherie  durchlauft;  seien  ferner  <I)^*  und  P*"*"*"  die  stetiRcn,  d.  h. 
einer  stetigen  Aendci  ung  der  Argumente  q  und  tf  zwischen  den  angezeigten 
Greaien  entsprccheoden  Ineremento  von  0  und  P,  so  wird 

wenn  die  Omkebr  der  Integrationsordnong  erlaubt  ist. 

Wegen  der  Uonotropie  von  fx  verschwindet  die  DilTerenz  F^'*'** 
flir  jeden  Werth  des  Logarithmus  q  =  log  r,  so  dass  das  Integral 


/ 


Co 

bei  der  hoterotropon  Function  i  -\-  yx  z.  B.  wurde 

P     log  (I  H-  ie^^  cos  i9  +  A  und  für  9  + 

P  =  log  (<  --  2e^('  cos  4  9?  -j-  c^)  werden], 
n-«L'<n^on  lässt  sieb  zeigen,  dass  bei  geeigneter  Wahl  von    und    der  WerUi 
des  Integrals 

vun  (p  .-iliiitirigl.  £s  braucht  nur  l>ewiesea  zu  worden,  dass  der  DiiTeren- 
ttaKiuolicnt 

d y  =^    vi  ^'äP  +       -  -  %  -  < 

nicht  verschwindet,  d.  h.  dass  OJ"****  für  ^  und  verschiedene  Werthe 
annimmt 

Hierzu  lassen  wir  ^  nach  der  negativen  und  positiven  Seite  unbestimmt 
wachsen.  Im  AIl^erDcinen  woriien  für  tinendliclie  Wei  tlio  von  a  ilie  Gronz- 
werthe  einer  conliiiuirliciion  l  unctioii  nicht  von  <f  abliaugen  [dp- 1  viiu  tiun 
e^z.  B.  horl  in»  Dneiidltchen  auf  stelig  zu  sein],  allein  es  ist  nicht  iiothwendig, 
dass  dabei  =1=  P  über  alle  Hrenzen  wachse.  Wir  untersclieiden  also  die 
mile,  in  denen  fttr=k^s=a>  P  einen  endlichen,  von  ^  umabhängigen 
Grenswertb  besilit»  und  in  denen  ±  P  über  alle  Greasen  wächst. 

Im  eriterm  Fklle  ist  1^  H-  0*  ^  ^  von  Null  und  ünendlieh  verschieden 
und  wir  kennen       so  gross  annehmen,  dass  bei  variablem  tp  die  Varla- 

.  n  p 

bilitäl  von  <P  =  arc  lg  ^  =  orc  cot      in  beliebig  enge  Grenzen  eingc- 

0  P 

schlössen  bleibt,  da  der  Quotient  ^  (resp.  ^}  um  den  Grenzwerth  oscillirl, 

dem  er  sich  (ur  wachsende  q  unbegrenzt  nähert.  Daraus  folgt,  dass  wenn  9 
die  Peripherie  dvrehlttuCt,  der  Bogen  0  zu  seinem  Ausgaagi^worth  zorttolL- 
kehren  muss. 
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Im  letsterm  Falle  wollen  wir  die  Vorau.ss(  t/ung  machen,  dass  wenn 
Q  binllingiich  gross  genommen  wird,  =bP  mit  il<>tn  Logariibmus  q  dmUtm" 

iriieh  waciise,  so  dass  derDifTerenlialquotlent  y-^  soin  Zeichen  nicht  mehr 

\ve<-hst>ln  kuonc,  und  zwar  sull  diess  für  beliebige  variable  Wcrthc  der 
Aikomatie  <f  der  Fall  sein.  Die  Gleichung 

zeigt  dann,  dass  während  rp  um  2  7t  wächst,  da«;  DifTorcnlial  hcsUlndig 
dasselbe  Zeichen  behUH.  Hieraus  schlicssl  man,  dass  bei  geeigneter  Be- 
stimmung von  Q  die  Anomalie  <P  beständig  wachsen  oder  ahoebmen,  nnd 
folglich  ein  nicht  verschwindendes  IncrementOJJ      b  s  m  9f  erhalten  muss. 

Bei  einer  ganien  Function  fx  —  welche  nicht  durch  x  theilbar  sein 
soll  —  ergibt  sich  für  ^  —  —  00  der  von  9  unabbttngige,  endliche  und 
nicht  verschwindende  Werth  fO,  Andererseits  wachsen  ^  und  F  gleichzeitig 

positiv  über  alle  Grenzen,  und  zwar  dfM-'^'oslalt,  dass  von  einem  gewissen 
Punlito  an,  bei  wachsendem  q,  für  keinen  Werth  dos  Bogens  <p  der  Loga- 
rithmus    abnehmen  kann.  Daraus  folgt  aber,  duss  sich  die  lulegrations-  . 
grenzen  Qo  und  Q^  so  bestimmen  lassen,  dass  zugleich 

werden,  wo  die  Zahl  m  nicht  verschwindet. 

Die  Integrale  ßl^d<p  und  — /Pd?  ^^  eiche  durch  Umkehr  der  Inte- 
prittionsordnung  au8  Q  folgen,  sind  tinthin  nicht  gleich  und  wir  dürfen 
»chliessen,  dass  der  Neoner  der  1-  unction 

iiiiH  l  iialb  des  Doppeiinlegrals  verschwindet,  da  ausserdem  Itcine  unend- 
lichen oder  unbestimmten  Elemente  vorkommen  kdnnen.  Mit  anderen 
Worten:  die  Gleichung  fx  =  0  ist  durch  endliche  Werthe  von  q  und  <p 
lösbar. 


|.eipxig,  it.  Februar  i887. 

(6)  Heute  sende  ich  Ihnen  eine  anderweite  Bemerkung  m 
§  30,  Art.  2,6  Ihrer  »Allgemeinen  Arithmetik«.') 

Um  gtt  entscheiden,      der  Werth  des  Kettenbruchs 

swischen  den  beiden  MubenuiMwerthen   ^  und        üege,  be* 

merke  man,  dass 

I)  Vergl.  diese  BmrMd^i  Jahrgang  1864,  S.  44  flg» 
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Vhl  ,  _   ^iQi-t  . 


sieh  in  eDtgegongesetstem  Sinne  Sndert^  wenn  q^_^  wflehst  oder 
abnimmt,  nnd  swar  entspritsht  eine  grössere  Aendemng  vod  9,.^ 

aueh  einer  grosseren  Aendemng  von    ,  so  lange  der  Nenner  fi| 

Mi 

nicht  durch  Null  bindurchgeht.  Vergleicht  man  die  Kellen- 
brUche  für 


u 

Vi 

Vi-i 

Mi 

Vi 

V.-i 

1 

Vi 

9f 

9f-i 

80  erhellt,  dass     in  ^*  übergeht,  wenn  statt  9,.  7,^,  — ^j^'-  ^ 

geschrieben  wird,  dagegen  in        ,  weun  man  Q:.  durch 

Mi-¥\ 

Qi^i  —  ^*        ersetit.   Daraus  folgt,  dass  —  zwischen  —  und 
enthalten  sein  muss,  wenn  -^=1^^  ^  /{.  .  swischen  0  und 

^ '  ^'  *  liegt.   DafOr  kann  man  auch  q^u^  swischen  0  und 

w,^,  —  </,• »/,  —  f'j  legen,  oder  was  dasselbe  ist,  und 
i'l  u,-^,  von  enigegeuge&ctKten  Vorzeichen  nehmen. 

Folglich  ist 

r<3tt  <  0 
9i»i 

dio  Bedingung  der  Semkmveryenjs^  mit  anderen  Worten :  weoo 

?fi  =  2i  ^       _L.  fiiir« 

tt       Vi        V,  V<  -  *l  ' 

SO  D)U2»ä  das  ErgänzuDgsglied      entgegengesetztes  Vorseicbeo 
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tnildem  leteteDPartialoeoDer^^iD  *  haben,  damH  der  Werth 
d«s  Kettenbnichs  ^  «wischen  ^  und  — ^  enthalten  sei.*) 


(7)  leb  will  hier  Doch  einige  heiderwiederholleo  liDeeraDTnosfomiB- 
Uon  slattfindeode  KetleabnichieolwiekeliiiigeD  beifügen,  welche  luweilen 
von  Vortheil  sein  können.  Wenn 

oder  i;,^, 

(AarksJbts  Igg4,  S.      und  man  seist 

Pi  U  —  9i  »i  =  Pi  »1  =  >'i  Pf 

so  ergibt  sich  leicht 


4 )  Der  vorstelieuüe  2>alz  bedarf  eioer  Krgäoituag.  io  der  That  zeigt 
die  Gleichung 

1b  =  ['f*  ~      ^'  ~    ^»-1  ^(-1  _  ~ 

«        V<  —  /<,  ."i  —  Pi  ,       //,  +  ,  —  Ä,  /i,  ' 

dass  die  Grenzwertbe  •  aod      =  =t  co  den  Näberungawertben 

und  ^  entoprechen.  Fttr  Werthe  von  A,*  mit  enigegengnsetslen  Vor- 

■eichen  muss  folglich  der  KetlenbniGh  ^  das  eine  Mal  ato<MAen  und 

^  liegen,  das  andere  Mal  onuwhaib  dieses  Intervalls.  Uas  gesuchte  Vor- 

telchen  ist  demnach  bestimmt,  wenn  man  die  Lage  von  ~  für  irgend  einen 

II 

Werth  von  Ri  angeben  kann. 

Da  für  Äf  =  9,  ,  ^  =B  ^i-'X  ^jrd^  mws%  das  Er^'^nzungsgUed  Ä,  das 
gleiche  oder  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  mit  9«  haben,  je  nachdem  der 
Miberangswerth        zwischen  ^  nnd        fällt,  oder  nicht.  Da  femer 

»  CO  für  » jedenfalls  ansserfaalb  dieses  Intervalles  liegt,  so  gUt 
n  fif 

alä  Bedingung  der  Semioonvergeoz  auch  die  Ungleichung  <  0, 

wo  =x  -i      P.  ^-i  ^  . . .  ^  illLf  JL.  ?LÜ  . 
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4-1 


P.  "**    »Jt  m>f  ^ 


•»  +  1 


•  "«■I 


»  +  % 


♦  II  ♦  1  ~  Hn 


Schlios 


»»1 


9*  «-*  9« 


n" 

7  »1  —  2 


r,  f,  —  j. 


I  i  clunug  n <  M  1 1 1 H  n H> r k  i  werdon»  dass  d ic  G leicbu ng  (a.  a.  0. 51 . 
=  Xf*i-M  erfüllt  wird  für  « 

G=     sec*— ,    wo  o<ii<-. 
4         tu  1 

Es  folgt  daraus,  dass  indieMXn  Falle  >'ifür  wachsende  i  keine fireniebefitii, 
weil  die  Gleichang  G  =^  y  "      keine  reelle  Wunel  haben  würde. 


Leipzig,  19.  H9n  1887. 

(S)  Dil'  tfi  iiK  iiicni  ueiilichcn  Bricfn  vom  9.  Februar  aufgc- 
worfcMU'  Frage  linclo  ich  IxTcits  von  ilcrni  KRn>KrKFR  {C reife  '.t 
S.  f  5:^)  dahin  iteanlworlei,  dass  alle  SubdelcrmiDanlea  Grades 
vou  der  Form 

verschwinden,  wenn  die  [n    -  m  j   I)-  DoU^riuiimuleD 
1  2  •  »t— 4  i . 

für  A ,  /»  "  1»  •  •  •  » 


=-0 


Null  ftiiid  uod  vorattsgesetet  wird,  da88 


1  2  . .  f/i 


nicfai  ver- 


scbwiode.  lierr  Prof.  Mater  machle  mich  darauf  aufmerksam, 
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dass  diess  eine  unmittelbare  Folge  aus  dem  KaoNBCua^schon 
Satoe  (Ueterro.  §  8,  %)  ist,  wonach  unter  der  betonten  Voraus- 
setzung von  den  n  linearen  homogenen  Functionen  iji^  =  oc^ 

die  m  —  I  ersten  von  einander  unabhängig  sind,  während 
xwischen  diesen  und  den  übrigen  fi  —  m  +  ^  die  Relationen 
bestehen: 


< 

»;  • 

1 

»1 

»  •  « 

in— t 

Ich  weiss  nicht,  aus  welchem  Grunde  Sie  durch  Ihre  1>ar- 

steliung  in  §6,8  den  Salz,  der  doch  einen  fundamentalen  Charakter 
hal,  so  zu  sagen  verdunkelt  haben;  ich  Wörde  nach  §6,  1  den  Zu- 
satz verweisen:  > Hiernach  ist  für  rn  <^  72  jede  Subdeterminanlc 
I  d(\s  eoniponirteu  Systems  vom  (m -|-  1)*®"  und  höherem  (iiade 
Null«  und  für  §  (i,  H  eine  Fassung  wie  die  folgende  vorschlagen: 

Wenn  die  Elemente  a  einer  Determinante  w**°  Gr.ides  so 
beschtiffen  sind,  dass  sämmtHche  n„|  Subdeterminanten  m**" 
Grades  verschwinden,  so  werden  auch  sämmtliche  Subdeter- 

minanteo  höherer  Urade  uebstder  Detenninaiite  1  a/ 1  —  .  _ 

iz  ' '  n 

Null.  Es  fragt  sich,  welche  nothwendigen  und  ausreichenden 
Bedingungsgleichungen  zwischen  den  Elementen  alsdann  erfüllt 
sein  müssen. 

Unter  den  SubdetermluaiUen  w*^' "  Grades  belinden  sich  die 
Determinanten 

1  2  •  •  I»  —  1  I 


für 


«  ■•  -  •  n 


während  für  i,  A  <^  m  diese  Ausdrücke  offenbar  identisch  ver- 
schwinden, bringt  man  nun  p^^  auf  die  Form 

m  l 


so  sind 


12 

\  2 


m 

m 


und  6^'s=3 


12  tu  —  4 


Sobdetcrminanten  (m  —  1)^"  Graden;  &lütp^wO  folgt 


12 


1=1 

Das  Prodttci 


»4        *  'm 


wird  hiernach  gleich  der  Determinante  m^"  Grades  eines  com- 
ponirten  Systems,  bei  welchem  der  Summenindex  /  nur  m  —  I 
Werthe  durohlllufiL  Mithin  verschwindet  wenn  die  Snbdeter- 
minante  Ä  nicht  Null  ist,  was  sich  immer  erreichen  lässt^  falls 
nicht  sttmmtUche  Subdeterminanten  (m  —  1)*^  Grades  Null 
sein  sollen. 

Folglieh  reichen  die  {n  —  m  +  V)*  Gleichungen  p,-*  =  0 
aus,  damit  säninitUchc  Subdeterminanten  m*®"  Grades  ver- 
schwinden. Auch  kann  die  Anzahl  dieser  Bedingungen  im  All- 
(jniH'ini'u  nicht  weiter  reducirt  werdrn,  wci!  jedes  das  £[e<* 
ment  a^^  enthält,  welches  in  den  übrigen  nicht  vorkommt. 

Anders  verhalt  es  sich  natürlich,  wenn  die  Elemente  a  nicht 
unahhttngig  van  einander  sind.  Bei  t^fmmHrUchm  {a/^  ===  aj^') 
Determinanten  s.  B.  bleiben  ^(n  —  m  -4-  l)(fi  —  m  +  2)  Be- 
dingungen =  0  SU  befriedigen,  —  bei  den  orthosymmelrischen 
(af  s  Of^)  nur  (ftn  —  2m  +  4),  —  wHhrend  bei  den  anft- 
(fueudo)  s^mmietriichm  (a^*  +  =  0)  gerade  und  ungerade 
Warthe  von  m  zu  unterscheiden  sind.  Für  gerade  m  sind  wie* 
darum  —  m  \)\^  m  %  ^  für  ungerade  dagegen 
bloss  4  («1  ~  jn)(fl  —  m  4-  i )  Gleichungen  erforderlich. 

Ein  weiteres  Beispiel  mag  die  Delcrniinanle  R  liefern,  deren 
Verschwinden  das  Vurhandcnsein  eines  gemeinschafllicben 
Theilers  P  der  beiden  ganzen  Functionen    und     anzeigt.  Sei 

f^PM.gr^PN,   soist  Jf ^  —  JV/"  =  0 ,  wo 

^  =  «0  +  «»y  •  ,  iv= A  -1-  Ä •  •  +  /^-i y'"* 

gesetst  werden  darf.  Für  die  m  +  n  GoefBcienten  a  und  ß  ent- 
springt hieraus  ehi  System  von  m  +  ^  linearen  homogenen 
Gleichungen,  deren  Determinante  il  =  0  sein  muss.  Wenn  auch 
die  Subdeterminanten  bis  sum  Grade  m  -\-  n  —  p  ^  herab 
verschwinden  sollen  —  wozu  im  Allgemeinen  Bedingungen 
erforderlich  sein  würden  —  so  ist  diess  ein  Zeichen,  dass  M  und  N 
durch  einen  wülkfirliohen  Factor 
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vom  Grade  p  —  4  theilbar  sind,  nach  dessen  Weglassung 
P  ^-  ^  =  ^  vom  Grade  p  wird. 

Bestimmt  mau  dagegen  den  gemeinschaUUcheaTheiier  durch 
die  Gieichung 

mit  Hülfe  der     -]  a  —  2  p  linearen  Gleichungen 

so  erkennt  man,  dass  die  DelLTiiiinanten  /i^  ''  ^p^i 
schwinden  müssen.  Die  obigen  pj)  Bedingungen  sincf  dadurch 
auf  p  reducirt  worden.  \v(tl)ei  Hg  eine  Subdeterminanie  von  H 
vom  Grade  m  -\-  n  wird.  Damit  also  die  Subdelerminnnten 
vom  Grade  m  -\-  n  —  p  -\-  \  verschw  inden,  reicht  hier  das  Ver- 
schwinden je  einer Subdeterminante vom  Grade  m-^-iif  w-|~  — 
m-i-«—  4,  •ffi-fn  —  aus. 


SITZLiNG  VOM  13,  FEBRUAR  1888. 


Sophni  Ii«,  B.eüröge  %ur  all^emeinm  TransformaUtms- 

theorifi. 

Die  naclisU  liondt'  Nolr  bebchafligt  sich  mit  der  allgemeinen 
Theorie  der  luiiiu  hcn  continuirlichen  Translonti  dions^ruppen 
und  soll  einerseits  neue  Sälze  uufstelleu,  andererseits  altere 
Hesuildte  prücisiren. 

I. 

Sind  /*,  fr  unabhängige  Functionen  von  or,  •  * •  i*«, 
V%  "'  Pn  Y  welche  Relationen  von  der  Form 

(<)  =  --fr) 

erfüllen,  so  befriedigen  die  /z  ,/^,  \\i«*  aus  der  JACOarscben  Iden- 
liUil  bervorgehti  die  UediDgungsgleicUunj^CD 

I    \  d/i  d/,  d/,  / 

Sind  andererseits  Functionen  K',^.  /,  •  •  •  /r)  gegebea. 
welche  paarweise  die  soeben  aufgestellten  Gleichungen  (2)  uad 
überdies  noch  die  Relationen  tr,y^  4-  Wf-^  =  0  erftülen,  so  gidx 

CS  immer  eine  r-gliedrige  Punclionengruppe,  deren  FuocUooai 
l\  .  • .  fj,  in  den  Beziehungen  (1)  5leh<'n. 

Sind  insbesondere  die  w^f^  Aowo^c/j*' Functionen  ers/rr Ord- 
nung von  /,  •  •  •  f,.,  s(i  iiiel)t  es  immer  eine  Jtomoyene  r-gliedrige 
Funclionengrüj»|K'  von  d(T  helrePTenden  Zu  uunmensetzitng. 

Ausgehend  von  diisen  Siit/cn,  die  olino  SchwiVrigkeil 
aus  meiner  allgemeiucn  Tiieorie  der  Functionengruppen  ber- 
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vongeben,  erkennt  man  leiebl,  duB  es,  wenn  r'  gegebene  Con- 
stante  c^j^^  die  Gleicbnngen 

r 

erfüllen,   immer  r-glMrige  Tranaformatioasgrvpittn  giebt, 
welebe  die  Zusammenseliiuig  o^j^»  besiUen,   Entkalten  die  be- 
treffenden Tlninefarmatlonsgnippen  keine  snugeieiebnete  infint- 
ieeimale  Transformation ,  so  ist  ibre  gemeinsame  adjungirte 
Gruppe  bekanntlich  eine*  gleidmisammengasettle  —  d.  b. 
holoeärmh  iaemoiphe  —  Imeare  homogene  Gnippe.  Enthalten 
dagegen  die  an  der  Zuaammenaettnng  c^f^.g  gehörigen  Gruppen 
ausgezeichnete  infinitesimale  Transformationen,  so  ist  es  mir 
nicht  gelungen  allgemein  zu  beweisen,  dasa  es  eine  holoedrisch 
isomorphe  Imenre  Gruppe  gieht.    Ich  behüiu  um  \ui  ,  auf  diese 
interessante  Frage  und  div  damit  zusammenhängenden  Theorien 
/.uriii  kzukommen.  —  In  der  Integrationstheorie  eines  vollslän- 
tligen  S\ Siems  mit  chwi  bekannten  Gnippo  k;inn  num  sich 
übritrons  so  einrichten,  dass  nehm  den  oingliedri^^^cu  Gruppen 
nur  ( iruppen  ohne  nnsLi  /.eieiincLe  itilini[(!simaleTransformationen 
iu  Betracht  koninien.     Daher  hat  luetnc  obenstehende  Be- 
merkung keine  Uefergchende  Bedeutung  für  die  besprochene 
Inlegrationstbeorte. 

In  der  Theorie  der  endlichen  continuirüchen  Transfor- 
maiionsgnippen  sind  die  folgenden  ihfegrations^^rMeme*)  von 
hervorragender  Wichtigkeit: 

A,  Alle  r-*gliedrigen  Gruppen  einer  ft-faehen  Mannigfaltigr 
keit  SU  bestimmen, 

B,  AUe  endlichen  continuiriichen  Gruppen  einer  ti-faehen 
Mannigfaltigkeil  zu  bestimmen. 

C,  Alle  r-gUedrigen  Gruppen  ra  bestimmen. 

Neben  diese  drei  Probienie.  die  sieh  auf  (i nippen  wmi 
f^n/r/transfurntatiunen  beziehen,  sU  lU ü  sich  (bei  analoge  Pro- 
bleme A\  B\  C",  die  sich  auf  Gruppen  von  BeiiUir uny sir&us" 
formationen  beziehen. 

4)  Math.  Ana.  Bd.  VIII,  8.  80t ;  Gttllinser  Nachr.  1874 ;  Math.  Ann. 
Ed.  XVI,  S.  467  und  $.688;  Afebhr  for  Math.,  Bd.  1.  ChriMiania  487(t. 
Die  Bestimmung  aller  Tppei^  von  ZusanunenifitMngm  ist  ein  rein 

IfraiMcHci  Problem. 
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Unter  diesen  sechs  Problemen  sind  die  Probleme  B  und  B' 
unbedingt  die  schwierigsten.  Ihre  vollsUttidige  Erledigung  ist 
mir  auch  nur  für  kleine  Wertbe  von  n  gelungen;  doch  kann  ich 
sie  fUr  jedes  n  in  eine  Reibe  einfacherer  Probleme  serleg0Q, 
unter  denen  sehr  viele  keine  Schwierigkeiten  darbieten. 

Die  Pri^leme  C  und  C  lassen  sich')  auf  die  Probleme  Ä 
bez.  Ä'  zurückführen  und  swar  in  der  Weise,  dass  es  ftur  jedes  r 
genügt,  eine  begrenste  leicht  «ngsMaireAniahl  Warthe  vsb  n  ftlr 
sieb  IQ  betraehten. 

Wtlnsolit  man  alle  r^gMedri^en  BerahnuigßlnHMfomiailioiis- 
gmppen  gegebener  ZusamaMOsetEung  c^^^  an  bestimmen,  ae 
bildet  man  In  U^  •  •  •  J^,.  die  lineare  homogene  Gmppe*) 

(i  «  I  . . .  r) 

oder  anders  geschrieben : 

M  cu,,  H.)  -\-  2: cur,  «. 

und  sucht  darnach,  wie  ich  im  Archiv  forMath.,  Christiania  1876, 
nMher  ausgeführt  habe,  alle  bei  ihr  invnrinntpn  honiogoiien 
(llcichungssystcnie,  wobei  jedoch  lUc  nuszusehlicssrii  sind,  aus 
denen  sich  lineare  homoLu  nr  Kelationen  /Avisclu  n  den  Iff.  ab- 
leiten lassen.  Dtesc  HestufUKuny  rc7iangt  offenbar  keine  Inte- 
rp'utiüncn,  sofidern  nur  st  qniftunle  ansfiihrbave  Ojjeratwnen  ^  da 
die  endlichen  Gleichungen  der  linearen  honu)genen  Gruppe  '4') 
sich  ohne  Integration  bestimmen  lassen.  Wählt  man  unter  den 
gefundenen  invarianten  Gleichungsystemen  ein  bestimmtes^), 
so  gehören  zu  ihm  unbegrenzt  viele  Berührungstransforniations- 
gruppen,  welche  jedenfalls  durdi  Integration  gewöhnlicher 
Differentialgleichungen  gefunden  werden«  Alle  diese  Groppen 


4)  Archiv  for  Malh.,  Bd.  4 ,  Gbristitnta  IS7S  «od  Bd.  4886. 

i)  Math.  Ann.  Rd.  XVI.  S.  495. 

3i  Ks  mficht  hier  natüriich  einen  wesentlichen  Unterschied,  ob  die 
«ii  uppe  i4'^  invarianlen  besitzt  oder  nicht.  Sucht  iiian  z.  ü.  alle  mit  der 
Gruppe  1/|  s=  p,  xp  gleicbzusarauieugesetzlen  Gruppen,  so  bleibt  bei 
der  Sttgehtfriaea  Gruppe  {h')  gar  kein  Gleiohungssystaiik  ia?ariMit  mit  Aes- 
nähme  I7|  «■  0  eiid  der  ideotischeD  GMohnog  S  8«  deren  letitsfe  soaril 
all«  glefohsuMminengeratoten  Groppen  liefert. 
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sind  mit  etoaDder  durch  Bertthrungstransforiuaiion  tthnlich. 
Nimmt  man  zwei  verschiedene  invariante  Gleichungssyteme,  so 
iässt  sieb  leicht  entscheiden,  ob  die  beiden  lugehOrigen  Trans- 
formationsgruppen  mit  einander  durch  Berahnmgstransformatlon 
ähnlich  sind. 

Eine  RertthrungstransformatiODSgruppe  der  ?i-fach  ausge- 
dehnten Mannigfaltigkeit  a\  •  •  •  x„  heisst  reduciöel,  wenn  sie 
durch  Bertthrungstransforroation  mit  einer  Gruppe  von  Punkt- 
transfonnationen  derselben  Mannigfaltigkeit  Ähnlich  ist.  Sonst 
heisst  sie  irredueibel.  Die  Erledigung  der  Frage,  ob  eine  Torgelegte 
Bertthrttngstnnsforaiationsgrttppe  reduetbel  oder  irredueibel  ist, 
erledigt  sich  durch  die  allgemeine  Theorie  der  Differential- 
invarianten einer  Berttbrungstransfonnationsgruppe.  Derartige 
Probleme  verlangen  nach  der  Natur  der  Sache  keine  Inte- 
grationsoperationen, sondern  nur  sogenannte  ausftlbrbare  Ope- 
ratienen. 

Die  Bestimmung  aller  r-gtiedrigen  Gruppen  von  Punkt- 
transformationen kann  jedenfalls  durch  Integration  von  gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen*)  geleistet  werden.  Schliesst 
man  alle  Gruppen  mit  ausgeseichneten  infinitesimalen  Trans- 
formationen aus,  so  lassen  sich  die  betrefiisnden  Diffmntial* 
gleichungen  leicht  integrircn.  Lüsst  man  dagegen  die  soeben 
eingeführte  Beschrttnkung  fallen,  so  wird  die  Integration  jener 
Differentialgleichungen  wesentlich  schwieriger.  Ich  bin  indess 
auch  für  diesen  Fall  lu  dem  Resultate  gekommen,  dass  sich  die 
betreffende  Integration  durchfahren  lässt.  Diese  Frage  ist  indess 
so  verwickelt,  dass  ich  mir  eine  definitive  Entscheidung  der- 
selben für  eine  spätere  Gelegenheit  vorbehalten  muss.  — 

Die  allgemeine  Theorie  der  conlinuirlichcu  endlichen 
Gruppen,  deren  Trausformationen  durch  nicht  anal\ lisch« 
Gleichungen  .rj.  ■=  ff^ixi  •  •  •  .x,,,  •  •  •  n,.  i)esii[iunt  sind,  lasst 
sieh  jtii  Wesenlliehen  auf  die  Theorie  der  anaUUschen  Gruppen 
zurückfuhren.  Es  besieht  u.  A.  der  Satz,  dass  jede  transitive 
continuirlii iie  Gruppe  .7j[  —  A  (Tj  •••  a^)?  deren  Functionen/, 
eine  gewisse,  /•  und  n  uaahhönaiae  Ansahi  Difleronliationen 
gestalten,  mil  einer  analytischen  (iruppe  ähnlich  ist.  Hier- 
mit erledigt  sich  die  in  meiner  Note  über  die  Grundlagen  der 
Geometrie  offen  gelassene  Frage.    (Diese  Berichte  1886  S.  342.) 


1^  Math.  Ann.  Bd.  XVJ,  S.  518  ;  Archiv  for  Math.  Bd.  10,  4885. 
Matii.-pitjrf.  Umm  m%  i 
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lAnv  transitive  Gruppe  ist  primitiv  dann  und  nur  dann, 
wenn  die  grössle  Untergruppe,  welche  einen  Punkt  .rJJ  invariant 
lilssl,  in  keiner  grösseren  Untergruppe  enlluillen  ist.  Hierbei 
wird  vorausgesetzt,  dass  der  Funkt  jjj  auf  keiner  bei  inva- 
riuDleD  MaDoichfaltigkeit  gelegen  ist.  In  dieser  Weise  findet  man 
jede  bei  C,.  invarianie  Zerlegung  des  Raumes  0*1  •  •*  x„ . 

Ist  die  Gruppe  einfaob  tran&itiv,  so  künnen  alle  xuge- 
hOrigen  invarianten  ZcrlegttigeadesAaiioie&ia  einer  bemerkeas- 
werihen  Weise  gefunden  werden.  Man  bildet  die  xugdiori^ 
reciproke,  einfach  transitive  Gruppe  iVt  nimmt  iri^nd  äiie 
Jit-glie«lrige  Untergnippa  r,n  derselben  nnd  besümmt  die  sn- 
gehilrigen  Invarianten  ii|  *  •  •  Ui-^n^ .  Alsdann  liefern  die 
Gleichungen 

«  a,  =  a^_«   (ajk  Gonst.) 

die  allgemeinste  bei  G«.  invariante  Zerlegung  des  Bannws» 
HieranC  gründet  sich  eiiie  durehsiehtige  Bestimmung  aller  nrit 
holoedrisch  (oder  nemdrisoh)   isomorphen  transitifea 

Gruppen. 

Eine  transitive  Gruppe  (i,.  ist  s\ statisch  oder  as\ statisch, 
jenaclidein  die  frtther  besprochene,  zu  einem  ail^emein  st- 
legenen  Punkte  .rf.  gehörige  Untergruppe  in  einer  grö&sereu 
Untergnippe  in%ari.int  ist  oder  nicht. 

Aus  meinen  alten  Untersuchungen  fliesst  nhnv  weiteres  die 
Hestiiiuniing  aller  einfachen,  aller  primitiven,  aller  as\  statischen 
Grup{)en  eines  Raumes  von  zwei  oder  drei  Dimensionen.  Herr 
Pack  hat  neulich  in  einer  noch  nicht  gedruckten  Dissertation  die 
von  mir  gestellte,  aber  nur  theilweise  ( i  lcdij^tt  Krage  nafh  allen 
primitiven  Gruppen  eines  r/c/fachen  Raumes  vollständig  tr- 
iedigt.  und  später  hat  Herr  Knüel  die  hierbei  benutzten  Rech- 
nungen wesentlich  vereinfacht.  Anknüpfend  an  dieses  Resultat 
des  Herrn  Page  ist  es  mir  n.  a.  gelungen  alle  einfachen  Gruppen  | 
eines  viorfaehen  Raumes  und  gleichseitig  alle  einfachen  Gruppen 
Gr ,  deren  ^rOsste  Untergruppen  r  —  i  wesentliche  ParamHcr 
enthalten,  su  bestimmen*  Meine  früheren  Untersocliang^ 
seigen,  dass  sich  hieraus  für  die  Integralrechnung  mhtigft 
Schlüsse  liehen  lassen. 

3-  I 
Unter  den  r-gliedngen  Tmnsformationsgruppen  sind  die- 
jenigen sunttchst  die  wichtigen ,  deren  infinitesimale  IVtitf* 
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lonuiitionen  y^  •••      •  •  •       sich  derart  wHhlen  lassen,  dass 

•  •  •  Y\  für  jedes  i  eine  i-^liedri^e  Grii{)pe  erzeugen,  welche 
Inder  (< -|- 1)-gh*edrigen  G^^^  iuvariaiii  ist.  Kine  derartige 
Gruppe  soll  aus  iiaiieiie^enden  Gründen  eine  iniegrable  Gruppe 

heisst'i». 

Schon  1874  ^Gesellschaft  der  Wissenschaften  m  GhHstiania^ 
wurde  angegeben,  dass  sich  iniuier  entscheiden  iJlssl,  ob  eine 
vorizelecte  r-gliedrige  Gruppe  integrahe!  ist  oder  nicht.  Um 
die  iiierzii  erforderlichen  Rechnungen  luf  ihre  einfachste  Form 
zu  reduciren,  ibi  es  xweckuiUssig,  Uea  Be^iÜ' d«r  derivirien 
(ubgeleiteten/  Gruppen  zu  benutzen. 

Sind  .Y,  •  •  •  r  unabli.ingige  infinitesiiviale  Translur- 
niationen  einer  r-gli^drigen  (jfuppe,  so  erzeugen  alle  (A',  A'jf.) 
eine  invariante  Untergruppe  mit  etwa  i\  Parametern'),  welche 
die  enU  denvn  te  Gt-uppe  heisfien  soll.  —  Die  Gruppe  G^^  hat 
nun  ihre  erste  derivirte  Gruppe  G^.,  welche  die  zweite  derivirte 
Gnippe  der  Gruppe     heissen  floll,  q.  s.  w. 

In  dieser  Welse  gebort  m  jeder  Gmppe  G^  eine  Reihe  inva- 
rianter derivirter  Unler{^ppen,  deren  Zusammensetzung  nur 
von  der  Zusammensetzung  der  Gruppe  abhttngt. 

Eine  Gruppe  G^  ist  integrabd  dann  und  nur  dann,  wenn 
die  r-te  derivirte  Gruppe  nur  aus  der  Identitttt  besteht. 

Gestattet  ein  9-gliedriges  vollständiges  System : 

in  n  unabhUngigen  VerUnderlichen  x^  -  •  -  Xg^^.  eine  bekannte 
r-gUedrige  integrahle  Gruppe  -Y,  f  •  •  •  X^f^  und  besteht  dabei 
heine  lineare  Relation  von  der  Form 

JJaf,{x]  Akf  +  JJi^ki^)  hf  =  0  , 

so  verlangt  die  Integration*)  des  vollständigen  Systems: 

4)  r  —  }\  unter  einander  unabhängige  Quadraturen, 

2)  r^  —  i\  unter  einander  unabhängige  Quadraturen,  welche 
indess  erst  dann  ausgeführt  werden  können,  wenn  die 
soeben  besprochenen  r  —  r,  Quadraturen  ausgeführt 
äindy 


I)  Archiv  for  Math.  Hd.  8.  1883. 

2  Der  Satz  des  Teiles  ist  enthalten  in  meiner  1874  verulIentUchten 
Inlegrationstheorie. 
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3)  r»  —  }•  ^  unter  einander,  nicht  nher  von  den  frülierbe- 
s|)iocheneD  unalihiiniziße  Quadraturen,  ii.  s. 

Si'lbstverstUndlicb  gelten  analoge  Sätze,  worin  fimz^' 
Ulli»  r  den  Ditterenzeo  r  —  f\.  r,  —  von  *NuU  versciueden 

äiud,  während  ;■   ininier  «zr«w<f'r  nis  Null  ist. 

Da  man  alle  in  einer  (rriippp  onthalteuen  invarianten 
fr^_,  dadureti  tindet.  dass  man  zu  den  i\  iutinitesiniaieo  Trans- 
formationen der  ersten  derivirten  Gruppe  r  —  t\  —  4  von 
ümea  und  unter  einander  unabhängige  ii^^ttitesimale  Transfor- 
maticmeii  der  (r^  binzufOgt.  so  obersieht  man  ohne  weiteres,  wie 
man  eine  integrable  Gruppe  in  allgemeinsler  Weise  auf  ihre  ron 
mir  ansregebcne  eanottische  Form  bringen  kann.  — '  Jeder  Satt 
Uber  die  ZusammensettnDg  alier(r —  9}-^liedrigen Gruppen  Uefeff 
einen  Sats  Ober  die  ZusammenseltUBg  r-^iedriger  Grnppen  nii 
Invarianter  9-gUedriger  Untergmppe. 

4. 

Kennt  man  drei  gewöhnliche  Ui£förenttalgleichimgen  a^', 
ßtn^  yt*r  Ordnung 

!/f  —  <Pi    y  Ui      y.-i)  =  0 ,    (/  =  «,  ii,  y)  . 

\\  eiche  eine  gegebene  Transfonuatian  in      gestatten.  ^0 
man,  wenn 

<  <ö</?<y 

ist,  eine  zu  der  Transformation  gehörige  Differentialinvariante 
¥Mi  der  Form 

auIsleUeu.    iiabei  hangen  die  Zahlen  A,  fi  nur  von  ab: 

la  -i-  H  i  -r  y  =  0  ^ 
ist  dagegen  i  <;  a  =  ^ ,  so  Ut  schon 

Vtt  —  Va 

eine  DIfferentialinvarianle* 

Ist  andererseits  ^  eine  Differentialinvariante,  so  ist 

eine  invariante  Differentialgleichung. 


• 
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Durch  Verknttpfang  von  diesen  Bemerkungen  vereinfacht 
man  leicht,  jedenfalls  praktisch  gesehen,  meine  1883  veröffent- 
lichte Berechnung  aller  Differentialinvarianten,  welche  bu  allen 
Gruppen  von  Punkttransformationen  einer  Ebene  gehören. 

Gans  analoge  Satze  gelten  für  die  bei  einer  gegebenen 
Bertthningstransformation  invarianten  Differentialgleichungen 
«wischen  x  y.  Nur  muss  man  dabei  annehmen,  dass  a,  ^i,  y 
sUmmtlich  grösser  als  %  sind. 


SITZUNG  VOM  5.  MÄRZ  1888. 


C.  Neumann,  Grundzüge  der  analytischen  Mi<  intiukj  tnsbe- 
sondere  der  Mechanik  starrer  Körper.    Zweiter  Artikel*], 

Sind  die  einen  starren  Körper  3/,  sollicitirenden  KnifU'  von 
solcher  Beschaffenheit,  dass  derselbe  mit  einem  id)soli)i  fest- 
liegenden Korper  3/,  (  irUlnuemd  in  Berührung  bleibt,  und 
denkt  man  sich  ül»i  rdie.s  die  Olicrflachen  der  beiden  Körper  \  on 
solcher  Beschaffenheit,  dass  diesell)en  ^vic  z.  B.  z%vei  Ellipsoide'i 
einander  stets  nur  in  einem  einziizen  i^mkle  bertlhren,  so  wird 
die  augenbHckliche  Position  des  Kürj)t'rs  J/,  abhüngig  sein  von 
/^»V«/  Argumenten.  Und  diese  fünf  Argumente  werden,  falls  die 
Oiierflüchen  der  l>eiden  Köq^er  vollkommen  glatl  sind,  als  \on 
einander  unabhängig,  mithin  aU  independente  Variable  zu  be- 
zeichnen soin. 

Sind  hingegen  die  Oberflächen  rlor  beiden  Körper  voll- 
kommen 7'auh.  so  finden  zwischen  j«MU'ti  fünf  Argumenten,  wie 
sich  leicht  ergiebt.  7Avei  lineare  Dilierentialgleiehungen  statt,  so 
dass  also  in  diesem  Fall  xun  independenten  Variablen  ü6er/iat//i/ 
nicht  irrifcr  die  Hede  sein  kann. 

Mit  Uücksicht  hierauf  al)er  bedarf  der  §  des  in  diesen 
Berichten  (1887,  pag.  153 — 190)  publicirten  ersten  Artikels,  in 
welchem  die  Existenz  independenter  Variablen  schlechtweg 
vorausgesetzt  wurde  (vgl.  das(>lbst  die  ersten  neun  Zeilen  auf 
pag.  4  87)  einer  weiteren  Ausftlhnmg.  Dabei  soll  Übrigens,  der 
grosseren  Allgemeinheit  willen,  angenommen  werden,  dass  die 
einander  berührenden  Körper  M^  und  beide  beweglich  sind, 
dass  mithin  die  augenblickÜcbe  Position  des  Systems  M^,  JU^im 
Ganzen  von  eilf  Argumenten  abhangt.  Diese  eilf  Argumente 
werden  alsdann,  je  nachdem  die  Oberflachen  vollkommen  glatt 

i}  Das  Maouscript  wurde  eiosereicht  am  5.  März  <S8S» 
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oder  vollkommen  rauh  sind,  entweder  von  einander  unabhängig, 
oder  aber  durch  swei  lineare  Differentialgleichungen  an  einander 
S^^<^seH  sein. 

Bevor  ich  indessen  auf  diese  ziemlich  complicirten  Dinge 
naher  eingehe,  mag  es  mir  gestattot  sein,  den  eigentlichen  Inhalt 
jenes  §  M  zuvörderst  [in  den  §§  43,  44  ond  45^  dnrch  einige 
etofacbe  Beispiele  su  erlttatem. 

§13. 

Die  Beweging  eiiei  »attriellei  Pnktes  a«f  elfter 
abseilt  feste!  OWrflXelie. 

Ein  tnaterieUer  Punkt  m  sei  in  hcwt-aun?  Ix'üriftrn  unler 
t\vm  EinÜuss  eesebener  Krliflc.  Und  twur  miVgJMi  d'iv^o  Krflfte 
von  solchor  Hi'-rlwitl'f'iilitMt  sfin.  (l;iss  diT  l'uiikt  m  mit  dt-r  UiuT- 
fläche  rinrs  nhsotut  fesll nu/fvifh-'n  h'iirjtrfs  M  eine  Zeil  lanji  oder 
vielleiclit  auch  flaiiornd  in  btTührunti  l)i<:Mht.  Wir  stellen  uns 
die  Aufi:a}>e.  die  Be\N  P!!nn.u  des  Punktes  m  während  dieser  He- 
rtlhrunuszeit  näher  zu  uniersuchen,  unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  OberflUchen  von  m  und  M  vollkommen  glatt  sind. 

Da  der  Funkt  m  mit  dem  absolut  feslliegenden  Körper  }f  in 
Berührung  zu  denken  ist,  so  \a  ird  offenbar  seine  augenblickliche 
Position  im  absoluten  Räume  d.  i.  mit  Bezug  auf  das  absolute 
Axensystem  (r,  %  vnUig  hestiimnl  sein  durch  Angabe  zweier 
Argumente 

die  etwa  bezeichnet  werden  können  als  die  tlüchencoordinaten 
von  m  auf  der  Oberfläche  des  Körpers  M.  Denken  wir  uns  nun 
diese  augenblickliche  Position  'q^ ,  q^)  irgend  welcher  Aemlerung 
{dq^ ,  äq^)  unler^'orfen,  und  die  Zuwüchse,  welche  die  Coordi- 
nalen  y,  z  des  Punktes  m  wahrend  dieser  Positionsver- 
Änderung  erleiden,  mit  äx^  dy,  dz  beseichnet,  und  denken  wir 
uns  überdies  die  Gesammtheit  aller  auf  den  Punkt  m  überhaupt 
einwirkender  Kräfte  mit  X,  Y,  Z  bezeichnet,  so  wird  die  von 
air  diesen  KrUften  während  der  genannten  Positionsveränderung 
verrichtete  Arbeit  den  Werth  haben : 

(Sö.)  Xdac  4-  Ydy  -i- Zdz  . 

Zu  den  in  Rede  stehenden  Krilften  X,  Z  gehört  offenbar  unter 
Anderm  auch  die  von  dem  absolut  festliegenden  K<)rper  M  auf 
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den  Punkt  m  ausgeübte  Widfrsl.iiulsknift.  Dain  i  aWr  ist  zu 
liemiTken,  dass  der  von  dieser  Widersiundskraß  hcrrührrndc 
Theil  der  Arhrit  jaÖ.j  yleich  Xu  II  ist  vgl.  Art.  I,  pag.  iSo  ;  iv 
dass  also  diese  Widerstandskraf  t  bei  BUdung  des  Äusdmckies  ^^.) 
ganz  fortffelassen  werden  darf. 

Dies  vorausgeschickt,  gehen  wir  über  zu  unserer  cigent- 
Iic!i(-n  Aufgabe,  indem  wir  dabei  Gebrauch  machea  voo  dem 
ailgemeioen  ÜAaiLTox'schen  Satze  *  Art*  1,  pag.  177]: 

((50       jT^d  T  4-  (X6x  +  Ydy  -h  7d j)j    =  0  . 

Bei  Benutzung  dieses  Saties  haben  wir  eine  von  der  wirkUchen 

Bewegung  nur  unendlich  wenig  abweichende  fingh  te  Bewegung 
uns  vorzustellen,  die  von  solcher  Beschaffenheit  svm  iiiuss.  dass 
die  Position  des  betr.ichU'ten  Punklcs  m  hei  der  fingirteu  unti 
bei  der  wirklichen  Bewegung  ini  Aujic  ril)lickt*  /,  t:»  ii.iu  dieselbe 
ist,  und  dass  Analoges  auch  stattfindet  mit  Bezug  iiut  den  Augeo- 
blick  t2  .  Denigciniiss  wird  z.  B.  die  Auwendl>arkiil  di  r  F**nnel 
[iS.]  keinerlei  Bedenken  unterliegen,  wenn  wir.  ebenso  wie  die 
wirkliche  Bewegung  durch  zwei  noch  unbekaunte  Functionen: 

7,  =  F{t]  ,  und   7,  =  G{t] 

dargestellt  i&t,  ebenso  jene  fingirte  Bewegung  durch  twei  analoge 
Gleichungen  uns  ausgedruckt  denken : 

7.  +  ^<ii  =        4-  m    und    q,  +  dq,  =  G{t)  +  9  t]  , 

und  dabei  festsetzen,  dass  f[i)  und  g{t)  unendlich  kleine  will- 
ktlrüche  Functionen  sein  sollen,  die  in  den  Augenblicken  t^ 
und  verschwinden. 

Solches  festgesetst,  entspricht  offenlrar  der  in  ((E.J  enthaltene 
Ausdruck 

.t^x-f-  YSy  4-  Zdz 

der  Positionsiinderung  'cU/,  ,  dq^)  in  genau  derselben  Art,  in 
welcher  der  vorhin  betrachtete  Ausdruck  der  Posilions- 
Änderung  (dq^J  d  q^]  entsprach.  Und  es  wird  daher  bei  Bildung 
des  einen  wie  des  andern  Ausdruckes  jene  vom  Körper  M  aus- 
geübte Widerstandskraft  ganz  fortgelassen  werden  dürfen. 
Demgemüss  werden  wir  aUo  in  der  Uamiiton' sehen  Pumd 
nur  diejenigen  Kräfte  xu  berUcksüAtigen  hraviAeny  wekke 
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nach  Absonderung  jener  Widerstandskraft  noch  übrig  bleiben. 
Und  Gleiches  gilt  somit  auch  von  den  aus  der  Formel  (ß.),  durch 
flie  bekannten  Methoden  der  Variatimurechnungj  si<^  ergebenden 
JLtMgrange'sche»  Gleichungen: 

dq^ 

tc70  oi  für  — -  steht, 

'  dt 

Hiermit  snid  die  Rehauptungen  des  §  It.  soweit  sie  das 
gegenwärtige  Beispiel  betreffen,  als  richtig  erwiesen. 


Ueber  die  Bewegung  eines  starren  Körper«. 

Wir  stellen  uns  die  Aufi:al)e,  die  Bewe^uni;  eines  starren 
Körpers  M  von  beliebiger  Grosse  und  Gestalt  unter  dem  Einiluss 
gegebener  Kräfte  näher  zu  untersuchen. 

Die  augenblickliche  Position  des  Körpers  M  im  absoluten 
Raumes  d.  i.  mit  Bezug  auf  das  absolute  Axensystera  r,  y,  x  ist 
ofienbar  vt^lUg  bestimmt  durch  Angabe  von  sechs  Argomenten : 

{«■)  7i>  9i»  9tf  9i  ' 

Denkt  man  sich  die  Position  (^4 1  9«  *  *  *  9t)  irgend  welcher 
Aeodeniing  {dq^y  dq^*  *  -  dq^)  unterworfen,  so  wird  die  wSdirend 
dieser  Positionsändenmg  von  di  n  einwirkenden  Kräften  ge* 
leistete  Arbeit  dargesteUl  sein  durch  die  Uber  alle  Massen- 
theOchen  m  des  Körpers  M  sich  ausdehnende  Summe 

iß.)  J^iXdx  +  Ydy     Zds)  . 

Dabei  beseicbnet  {dx^  dy,  dz)  die  jener  PositionsUnderimg  ent- 
sprechende Verschiebung  eines  einseinen  Massentheilchens 
m{x,  g,  a);  wahrend  unter  («Y,  K,  Z)  die  Gesammtheit  aller  auf 
dieses  Theilchen  m{x,  y,  3)  überhaupt  einwirkender  Krttfte  sa 
verstehen  ist ;  so  dass  also  m  diesen  Kräften  (A',  Z)  s.  B.  auch 
die  auf  m  von  Seiten  der  umgebenden  Theilchen  ausgeübten 
Gobllsionskrttfte  geboren.  Dabei  aber  ist  su  bemerken,  dass  der 
von  den  Cohäsionskraften  herrührende  Theil  der  Arbeit  iß.)  gleich 
Mull  ist  j^Satz  Art.  I,  pag.  1T8j;  so  dass  also  bei  Bildung  des 
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Aiisclriicke9  iß.)  die  Cahästonskräfte  fortgelassen  trcrdn» 
dürfen. 

Dies  vorausgescbickt,  gehen  wir  ttber  zu  unserer  eigenllicbm 
Aufgabe,  iudem  wir  auf  das  System  der  den  Ktfrper  IT  consti- 
tuirenden  Massenüieilchen  m  den  aUgemeioen  lUmLTox'adkea 
Sats  [Art.  I,  pag.  177, 178]: 

(y.)       J  h  T  +  J^(Xdx  +  Ydy  +  Zdz)]     =  0 
\  *- 

in  Anwendung  bringen.  Dabei  können  wir  uns  die  hier  in  Be- 
tracht kemmeode  fingirte  Bewegimg  eingeriolitet  denken  nach 
Maassgabe  irgend  welcher  willkarUoh  von  der  Zeit  abhängender 

unendlich  kleiner  Functienen 

die  iD  den  Augen!)lickeD  und  Null  sind.  Alsdann  ent- 
spricht der  in  {y.)  enthaltene  Ausdruck 

2^{Xdoc  4-  ydy  +  Zdz) 

der  PosilionsUnderimg  [dq^J  dq^  •  ••  dq^,)  in  genau  derselben 
Weise,  wie  der  Irtlher  betrachtete  Ausdruck  {li.)  der  Posiiions- 
änderung  [dq^^  d^,  •  •  •  dq,.)  entsprach.  Und  es  werden  daher 
bei  Bildung  des  einen  wie  des  anderen  Ausdruckes  die  Gohäsions- 
krflfte  ganz  fortgelassen  werden  dürfen. 

Demgemäss  werden  wir  also  tn  der  HamiUtnCschm  Formel 
ly.)  nur  diejenigen  ErOfte  zu  berikksichtigen  brauchen  ^  icdche 
nach  Absonderung  der  CohüsionskriifU  noch  übrig  bieSm, 
Gleiches  gilt  daher  aucft  von  den  aus  der  Formel  sich  erge» 
gebenden  Lagrange*schen  Gleichungen : 

niermit  sind  die  Behauptungen  des  §  II,  so  weit  sie  das  gegen- 
wurtigc  Beispiel  betreffen,  als  richtig  constatirt. 

§15. 

Ueber  die  Bewegung  zweier  starrer  Körper,  die  durch  eine 
Brehagsn«  ailt  eteaaler  Terhndei  sind. 

Es  seien  zwei  starre  Körper  M^  und  J/,  gegeben  von  be- 
liebiger Gestalt.    Und  zwar  sei  in  den  Körper  JM^  eine  cyüli- 
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drisebe  Axe  eingerugt,  am  welche  der  Kttrper  Jf,  (aach  Art  eines 
Rades)  drehbar  ist;  derart,  das«  jedwede  relative  Bewegung  des 
einen  Ktfrpera  in  Bezug  auf  den  andern  Immer  nur  in  einer 
Drelinng  um  diese  Axe  besteben  kann.  Wir  betrachten  jene 
eylf ndrfoi&e  Axe  als  einen  Th^ll  des  Körpers  M^ ,  und  denken 
uns  die  beiden  Körper  M^  und  Jf,  frei  beweglich  im  absoluten 
Räume.  Sodann  al)er  stellen  \vir  uns  die  Aufgabe,  die  Be- 
^vf^miii  dieses  SyslenivS  unter  dem  Einfluss  (jeyebener 

Krdfte  nüher  zu  untersuchen,  unter  der  Voraussetzung,  dass 
dio  einander  berührenden  Obertlachentheile  der  Kürper  J/, 
und  3/j  vollkommen  f/latt  sind. 

Die  augenblickliehe  Position  des  Systems  M,  .  3f^  im  abso- 
luten Räume,  d.  i.  mit  Hczull  .nif  das  al)Solule  Axens\stpm  rr.  f/.  3, 
i.^t  otlenhar  völlig  be&Ujiuak  durch  Angabe  von  &ieb«u  Argu- 
meuten : 

(o.)  9«t  9t»  9»'  9«t  9».  V«»  9i  I 

.von  denen  die  seehs  ersten  zur  Positionsbestimmung  des  Körpers 
J/,  dienen  sollen,  wahrend  die  siebente  den  Urehungswinkel 
der  beiden  Körper  iU,  und  gegen  einander  reprtlsentiren 
mag*).  Denkt  man  sich  die  Position  (9,.  r/^  •••7-)  irgend 
welcher  Aenderung  ^dq^ ,  dq^  ■  ■  •  flq.)  unterworfen,  so  wird  die 
dabei  von  den  einwirkenden  Kräften  geleistete  Arljeit  dargestellt 
»ein  durch  dir  (iher  alle  Masseniheilcheu  wi(a?,  ji)  des  Systems 
J/i ,  iif,  ausgedehnte  Summe : 

(6.)  2^\Xdx  H-  Ydy  +  Zdz)  . 

Dabei  bezeichnet  (dco^  dy,  dz  die  jener  PosilionsUnderung  ent- 
sprechende Verschiebuniz  des  einzelnen  Theilchens  m{.r.  y.  z^, 
und  (X,  /  die  Gesammtheii  aller  auf  dieses  Theiichen 
4n{a:y  y,  s)  überhaupt  einwirkender  KrUfte. 

Zu  den  in  {b.)  enthaltenen  KrUften  A\  y,  Z  gehören  daher 
unter  Anderm  auch  die  inneriialb  i/,  vorhandenen  Cohnsions- 
krifte,  ebenso  die  Gohäsionskrafte  innerholb  M^j  und  ebenso 
auch  die  Widerstandskräfte,  mit  denen  die  beiden  Körper 
und  J#,  gegenseitig  auf  einander  einwirken.  Dabei  ist  zu  be- 
achten, dass  der  von  diesen  CohüsionS"  und  Widerstandskrafteft 

I)  Dieser  Drehungswinkel  ist  von  zwei  Ebenen  gebildet  tm  denken, 
von  <\f*n(*n  die  eine  mit  dem  einen»  die  andere  mit  dem  andern  Körper 
fest  verbunden  ist. 
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herrührende  Theü  des  Ausdruckei  (6.)  gleich  Null  ist  [v^.  das 
Theorem  Art.  I,  pag.  184];  to  äass  also  diese  Coha$ionS'  und 
Widerstandskräfte  bei  Bildung  de$  Ausdruckes  (6.)  ganx  forig&- 
loMsen  werdm  dürfen. 

Bringen  wir  nun  auf  das  System  Jl«»  if,  den  aUgemeincn 
HAWLTOii'selieft  SeU  [Art.    pag.  477,  178]: 

(c.)       f\^^  +  ^(Xdx  +  Ydff  +  Zdj)j  dt^O 

in  Anwendung,  und  denken  wir  nns  dabei  die  fingirte  Bewegung 
eingeriohlet  nach  Maassgabe  irgend  welcher  willkarlieh  von 
der  Zeit  abbMngiender  unendlich  kleiner  Functionen: 

(J</,,  ()</,       Sq,  , 

die  in  den  Augenblicken  und  ^uU  siad,  SO  wird  otleabar  der 
in  (c.)  enthailene  Ausdruck 

^(Adaj+  l'dy-h2d«) 

von  gans  analoger  Beschaffenheit  sein  wie  der  Ansdrock  {b\ 

Und  es  werden  daher  bei  Bildung  des  einen  wie  des  andeni 

Ausdruckes  die  Cohlision^-  und  Widcrslandskrüfle  ganz  fortge* 
lassen  werden  dürU  n. 

Demfjemass  werden  wir  also  in  der  Hamilton' sdien  Formel 
(c.)  nur  diejenigen  krüfte  zu  berücLsichtKjen  hnnn  hen^  ivekhenwh 
Absinide.runq  der  Cohüsinus-  und  Wid^rslunds Prüfte  noch  i/hrifj 
idt  ihen.  (tlrtfhes  yilt  daher  auch  von  den  aus  dieser  tormel  ^c.) 
steh  ergebenden  Lagrange' sehen  Gleichungen: 

(d)        1  ^  -        —   rix  ^•'"^  V       o-  7  ^''\ 
^"^'^       dt  hq}      bqj  "~  ^      ö7/  ^  d^j  ' 

lliemiit  sind  die  Beltauptnnizen  des  §  11,  soweit  sie  das  g^en- 

wärtige  Beispiel  beireil'en,  als  richtig  constatirt. 

Bemerkung.  —  Denkt  man  sich  tlie  gegebenen  Kräfte  A*,  Y.  X 
der  Art  ein^<  i  irhtel,  das^  der  korper  i/,  fortdauurnU  iu  ab^iuier 
Huliu  bleibt,  bo  reducireu  sich  die  siebea  Argumente  (a.)  au(  eifl 
einziges,  nllmlich  auf  den  Drebans^i^kel  vod  Af,  gegen  .  Und 
demgemOss  erhilt  man  alsdaon.  «n  Stelle  der  sieben  Dilferetttiil- 
gtelcheagen  (d.),  nur  eine  einzige. 

Genauer  nusfiedrückt,  wird  zu  sagen  sein,  dass  in  diesem  Fall 
die  siebente  der  nifTcrentinl'^'leichuugcü  {d.)  die  Beweciitti;  de«.  Köpfrs 
Jfj  bestimmt,  wahrend  die  sechs  ersten  die  zum  Feätliallen  des  Kör- 
pers .V|  erforderlicbca  Krttfte  bestimmen. 
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§  16. 

Ue%cr  iie  Bewpjrnn^  zweier  <?t!irrer  Kürptr.  die  t'in;i!i<iep  berftkrev, 
n4  deren  OberttäelieB  veUkomwen  ^latt  siad. 

Es  seien  swei  starre  Ktirper  }f^  und  3/,  gegeben,  die  ein- 
ander immer  nur  in  einem  einiigen  Punkte  bertthren  kifnnen, 
wie  z.  B.  swei  EUipsoide,  oder  wie  z,  B.  eine  Kugelsehaaie  imd 
eine  im  Innern  derselben  befindlielie  Kugel.  Diese  beiden  Körper 
seien  in  Bewegung  unter  dem  Einfluss  gegebener  KrSfte.  Und 
vwar  mögen  diese  KiUfte  Yon  solcher  Beschaffenheit  sein,  dass 
€Üe  beiden  Körper  eine  Zeit  lang  oder  vielleicht  auch  dauernd 
mil  einander  in  Berührung  bleiben.  Es  soll  die  Bewegung  der 
beiden  Körper  während  der  Berührungszeit  naher  untersucht 
^werden,  — unter  der  Voraussetzung,  dass  ihre  Oberflachen  voll^ 
kommen  glatt  sind. 

Da  es  sich  nur  um  die  Berührungszeit  handelt,  so  wird  die 
üugenblicklichc  Position  des  S\  Siemes  3/,,  3/^  mit  Bezug  auf  das 
absolute  Axensysteyi  .r,  z  voilkommeu  bestimmt  sein  durch 
Angabe  von  eilf  Argumenten: 

(^-)  9ii  ^1»      ?u  I 

die  wir  ttbrigeas  auch  mit 

^iJ  7ir  ^37  94^  75»  <?M  ^»  Wf»  ^ 

bezeichnen  werden,  indem  wir  dabei  folgende  Vorstellungen 
acceptiren. 

Auf  der  Oberllilche  des  Körpers  3/,  sei  ein  hoslininites 
System  von  Fl.lchencoordinaten  v, ,  festgesetzt,  mitsammt  den 
ihm  zugehörigen  Grundcurven  v,  —  Const.  und  =  Const. 
Analoges  sei  ausgeführt  auf  der  Oberfläche  von  ,  unter  An- 
Avendung  der  Buchstaben  v,,  w,.  Was  nun  die  eilf  Argumente 
(.1'.]  betnfit,  so  sollen  f^,  zur  Positionsbestimmung 

des  Körpers  Jf,  dienen.  Sedann  aber  sollen  v^,  und  v,,  w, 
die  Flächencoordinaten  des  augenblioküchen  Berührungspunktes 
der  beiden  Körper  und  Yurstallen.  Endlieh  soll  ^  der- 
jenige Winkel  sein,  unter  welchem  die  durch  den  augenblicklichen 
BerOhrungsponkt  gehenden  Grundcurren  w,  ^  Consta  und 
w,  =  Const.  gegen  einander  geneigt  sind»  Letateies,  »Unilich 
die  Definition  von  \p ,  bedarf,  noch  einer  etwas  genaueren  Dar* 
legung,  die  in  wenig  Augenblicken  gegeben  werden  soll. 

Um  die  Vorstellungen  zu  flxiren,  und  zugleich  xn  vereiu'- 
facheuy  wollen  wir  die  auf  der  OhefflSche  von  Jf«  verlaufenden 
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uns  denken.  Ueberdies  wollen  wir  jede  Curve  w,  =  Const,, 
gerechnet  in  der  Richlung  des  wachsenden  ,  kurzweg  als  eine 
Curve  v^,  und  umgekehrt  jede  Curve     =  Const..  gerechnet  in 

der  Richtung  des  wdchsenden  w,,  als  eine  Curve  w,  bezeichnen. 
Markiren  wir  nun  auf  der  bclraehlelen  Oberflüche  iruciui  zwei 
einander  benachbarte  Punkte  i v, ,  w,  i  und  v,  -f-  fi'^i,  Wj  -J-  f/w.  , 
so  wird  diiä  \ua  diesen  beiden  Funkten  begrenzte  Linienelenieiil 
ds^  darslellbur  sein  durcii  eine  Formel  \on  der  Gestalt: 

wo  l\  und  bestimmte  Functionen  von  v«,  sind,  welche  nun 
die  bifferentialparameter  in  nennen  pflegt. 

Die  Bedeutung  dieser  Parameter  f^,  g^^  welche  stets  als 
positiv  betrachtet  werden  sollen,  ist  leicht  angebbar.  Geht  man 
nämlich  vom  Punkte  (v^,  wj  in  der  Richtung  der  Curve  (also 
in  der  Richtung  des  wachsenden  vj  fort  bis  zum  nächstfolgenden 
Punkte  (v,  +  ^/v, .  w,),  so  crgiebt  sich  für  das  in  solcher  Weise 
durchlaufene  Wegelement  ds^  aus  der  vorstehenden  Formel  der 
Ausdruck:  ds^-^^  ±i  f  \  r/v, .  Hier  aber  ist,  weil  und  ^/v,  beide 
positiv  sind,  und  ds^  (als  absolute  Länge  des  Linienelementes) 
ebenfalls  {losiiiv  ist,  das  obere  Zeichen  zu  nehmen;  so  dass  man 
also  erhalt 

(*'.)  rf*,  =/;«*»,,  d. i. /;  =  ■ 

Demgemäss  ist  /',  zu  bezeichnen  als  ein  Element  der  Curi  e  v„ 
dasselbe  dividirt  durch  den  zugehörigen  Zuwachs  von  v, .  Des- 
gleichen ergiebt  sich  (ttr  ein  Element  d$^  der  Curve  W|  die  Formel; 

(£".)  ds,  =  g^  dw, ,  d.  i.     =  ; 

so  dass  also  dieses  g^  beieichnel  werden  kann  iUs  ein  Etmtnt  der 
Cunww«,  daiw^be  dwidirt  dureh  den  migehOrigmZmwacksfHm  w,. 

Analoge  Festsetzungen  mdgen  anderersctta  getroffen  werden 
auf  der  ObeHUlche  des  Körpers  Jtf«;  so  dass  s.  B.  für  das  iwei 
Punkte  (fj,  wj  und  (v,  -f  ^'v,,  +  ^/wj  dieser  Oberflttohe  ver- 
bindende Llnienelenteni  d$^  die  Formel  gilt: 

IfeO  dsl  =^  P^d\il  ~{- gldül  ^ 

wo  und  ^  sogenannten  DiffkrenUalparameteri  bestimmte 
p<aitive  Functionen  der  Argumente  v^,  vorstellen. 
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Solches  festgesetzt,  soll  nun  unter  ip  derjenüjc  Mlnkel  ver- 
standen  sein^  unter  welchem  die  Richtungen  der  durch  den  aiKjen- 

fdiddichen  Berührmgspwikt  gehenden  Curvm      und  Vg  gegen 

einander  geneigt  sind. 

Bemerkung.  —  Aus  der  DefioUioa  der  Argumente  [A,]  oder  {A\) 
folgt  sofort,  dass  lur  PositioDsbestimmang  des  Körpers  Jf|  nur  die 
seehs  ersten  Argomenl«  9t »  9«*  • . .  9«  eiforderltch  sind.  Dies  ttl>er- 
trtgt  sich  auf  die  einzelnen  Elemente  des  Körpers.  Sind  mltliin 
x^,  i/j ,  ij  die  Coordinaten  für  irgend  ein  solches  Element  w, ,  so 
werdeii  jr,,  3^  our  von  q^^  g^,  ...  g^^  nicht  aber  von  V|,  w^.  v,,  w,, 
*p  abhangen. 

Anders  verliSit  es  sicli  offenbar  mit  den  MassenetenenCen  des 
Körpers  Jf^.  Denn  die  Coordinaten  eines  solchen  Elementes 

werden  sowohl  von  9|,  9si  •  •  •  9«»      weh  von  Vi*  W| »    ,  w^,  ^  ab- 

hünp:ig  sein. 

Denkt')  man  sich  die  augenblickliche  Position  (7^ ,  9t;  * " 
des  Systems irgend  welcher  Acndcrung  {dq^y  dq^^  •  •  •  dq^^) 
unterworfen,  vnd  die  von  allen  auf  M^,     einwirkenden  Kräften 
wlihrend  dieser  Positionsverttnderung  verrichtete  Arbeit  mit 

(B.)  JJ  {Xäx  -f  Ydy  Zds^) 

bezeichnet,  so  rrird  der  von  den  Cohäsions-  und  Widerstands^ 
krüflen  herrührende  J in  il  dieser  Arbeit  gleich  Xu  U  sein  [Theureiu, 
Art.  I,  pag.  184];  so  dass  man  also  bei  Jhl<lt//i<j  tlieHes  Ausdruckes 
(B.)  die  CohäsionS"  und  Wu/r)  sitandskräfle  (janz  forUassen  darf. 

Dies  vorangescbi(.  ii.l,  geticn  wir  über  zu  unserer  eigent  lichen 
Aufgabe,  indem  wir  auf  die  zu  untt  rsurhende  Bewegung  des 
Systems  J/, ,  3/^  den  allgemeinen  H\»iLTo?i  scheu  Satz  [Art.  I, 
pag.  i 77,  178]  in  Anwendung  bringen: 

(^•)     fY^T-^J^lXdx-i-  löy  4-  ifda) j  rf(  =  0  . 

J)al)ei  iiönnen  wfr  die  fingirte  Bewegung  uns  eingerichtet  denken 
nach  Maassgabe  irgend  welcher  williiüriich  von  der  Zeit  ab* 
bangender  unendlich  kleiner  Functionen 

welche  in  den  Augenblicken  und  verschwinden.  Alsdann 
ist  der  in  (C.)  enthaltene  Ausdruck 

<)  Zur  Hezpichnung  der  besprochenen  eilf  Argumente  werden  wir,  je 
nach  unserem  Belieben,  bald  die  in  [A.),  bald  die  io  [Ä\)  angegebenen  Buch- 
staben benutzen. 
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von  analoger  BeschatTenheit  wie  der  Ausdruck  {B.\.  Und  es 
werden  daher  bei  Bildung  des  einen  wie  des  andern  Ausdruckes 
die  Gohüsions- und  Widerstandskräfte  fortgelassen  werden  dürfen. 

Demgemfiss  brauchen  tvir  also  in  der  Hamilton  sehen  Formel 
(C.i  nur  diejenigen  KriifU  %u  bniidsichtigen,  welche  nach  Ab- 
sonderung der  Cohäsions-  und  Widerstandskräfte  fiocft  übrtfj 
bleiben»  Gleiches  gilt  somit  aucft  van  den  aus  (C.)  sieh  ergebenden 
lagrange*sdten  Differentialgleichungen  t 

t'^-J    dt  dl;    r^]  -  ^[^       *  h^j^^^J ' 

Hiermit  sind  die  Bdiauptungen  des  §  II ,  soweit  sie  das 
gegenwärtige  Beispiel  betreffen,  als  richtig  constatirt. 

Bemerkung.      Denkt  man  sieh  die  einwirkenden  Ki«fte  von 

solcher  BescbafTenliait,  dass  der  Körper  .Vi  fortdauernd  in  Ruhe 
bleibt,  so  reducircn  sich  die  eilf  Argumente  [A.]  oder  f.  nuf  nur 
fünf,  nanilicli  auf  Vj,  w,,  Vj,  Wj.  ti/ •  wahrend  die  Anzahl  der  Di/Icreö- 
tiaigleichuni^cu  eine  analoge  Reducttun  erfulut. 

Genauer  ausgedrückt,  wird  zu  sagen  sein,  dass  in  diesem  Fall 
die  ßnf  letzten  der  DilTerenlialgleicbungen  (l>.)  die  Bewegung  de« 
Körpers  Af,  bestimmen,  wahrend  die  sechs  ersten  dienen  ItöniieQ 
7ur  niiheren  Besttmmnng  der  snm  Festhalten  des  Kdrpen  Jf,  er- 
forderiictien  Kräfte. 

§  IT. 

itotraehttag  des  Falles.  d»K^  (Ii*>  Oberfläehea  der  heidea  Kärfer 

vollkuiuinen  rauh  «in<l. 

Es  soll  die  Aufgabe  des  vorhergehenden  Paragraphs  von 
Neuem  in  Betracht  gezogen  werden,  nur  mit  dem  Untensebiede. 
dass  die  Oberflächen  der  beiden  Körper  M^  und  nicht  ab 
vollkommen  glatt,  sondern  im  Gegentbeil  ids  vollkommen  rauh 
vorauagesetit  sein  mtfgen.  Bedieueo  wir  uns  nun  sur  Positisas- 
bestimmung  des  Systems  Jf, ,  Jf,  wiederum  der  «If  Argumeate 

SO  Irin,  im  Vergleich  mit  dem  vorhcrizehendcn  Parnsrapb.  dor 
Unterschied  ein,  dass  die  Zuwüchse  dieser  Argumente  wlibrpml 
der  Zeit  d  t  nicht  mehr  von  einander  unabhängig)  sondern  viel- 
mehr durch  zwei  bestimmte  Relationen 
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an  einander  gefesselt  sind.  Dabei  beseiclmen  P^G,  J  be- 
slimmte  Ftanolioneii  Ton  v, ,  ^  ^  ,  ^  •  Diese  Relationen, 
auf  deren  Ableitang  am  Sehloss  dieses  Pftragraphs  nttber  ein- 
igle gangen  werden  soll,  ergeben  sieb  direot  aus  der  gemacbten 
VorausselsttDg ,  dass  die  Oberfltteben  der  beiden  Körper  voU- 
lunmnen  rmih  sind,  nnd  dass  also  ein  Gleiten  der  einen  Ober- 
Ihlobe  iSngs  der  andern  soblecbterdings  unmOglieb  ist. 

Betrachtet  man  Irgend  eine  dem  gegenwärtigen  Charakter 
lies  Systems  3/,,  3/^,  d.  i.  den  Differentiul^leichuu^eii  (2.]  ent- 
sprechende Positiünsündening : 

3.)         dq^y  dq^,     •  dq^,  /v    r/w, ,  </v,,  f/w,,  dtfß  , 

lind  bezeichnet  man  die  während  dieser  Positionsänderung  von 
allen  Uberbaupt  einwirlcenden  Kräften  geleistete  Arbeit  mit 

(4.)  2^{Xdx  -h  ydy      Zds]  , 

so  icird  derjenige  Theil  dieser  Arbeit,  u-efcher  von  den  Cohäsions- 
t4nd  WiderstandskrClften  herrührt^  (//ricli  Xu  II  ^icin  Theorem, 
Art.  1,  pag.  181] ;  so  diuis  also  diese  CohäJsionS'  un<l  W'i'li'rstands' 
kräf  te  bei  Bildung  de$  Amc^ruckes  (4.)  gan»  forlgeias$m  werden 
dürfen. 

Zur  Ltfsung  der  gestellten  Aufgabe  bringen  wir  nun  den 
allgemeinen  HinaTon'scben  Sats  [Art.  1,  pag.  477,  178]  in  An* 
Wendung: 


5.) 


indem  wir  dal>ei  die  lingirte  Bewegung  uns  eingerichtet  denken 
nach  Maassgabe  irgend  weicher  wüllLUrlich  von  der  Zeit  ab- 
hängender Functionen: 

(6.)        ^9u<'9f»  -  **  ^9«9^V4t^Wu^v«»^W|»^^  t 

die  dnrdiweg  unendlich  klein  sind  nnd  in  den  Zeitangenblicken 

t^  und    versdiwfaiden.   Abgesehen  von  diesen  beiden  fttr  die 

Gültigkeit  der  HAMiLTO!v*schen  Formel  (5.)  nothwendigen  Be- 
dingungen, wollen  wir  die  Functionen  (6.)  noch  einer  gewissen 
dritten  Bedingung  unierwcrfeu,  die  für  die  Gültigkeit  jener 
Formel  nicht  imihw^endig  ist,  die  aber  für  unsere  Zwecke  von 
Yortheil  ist,  und  die  darin  bestehen  soll,  dass  dieselben  den  Re- 
lationen 
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entsprechen;  so  dass  also  diese  FuDCtionen  (6.),  Alles  zusammen* 
gefasst,  folgeoden  drei  Bedingongen  unien;N  orfen  sein  soUen: 

ia.  Sie  sollen  durchweg  aoendlich  klein  sem; 
(i.  Sie  sollen  in  den  Augenblioken    und  versckwindea: 
y,  Sie  sollen  den  Belaiionen  (7.)  Genüge  ieislOD. 

Beiläufige  Bemerkungen.      Man  kann  im  Ganzen  dreierlei  Arten 

von  Bewegungen  untcrsdieiden  r  die  noch  unbekannte  uirkluh^  Be- 
wegung, ferner  die  \oii  dieser  nur  unenillich  ^eiiig  xerscliiedene 
fingirle  Bewegung',  und  endlich  eine  drille  Arl  von  Bewegung,  welche 
die  Üebergangsbeu  egung  helssen  mag. 

Denkeo  wir  uns  nttmlf ch  dl«  «eilellle  Avl||eb*  gelOet,  mffbiD  die 

als  FuDclioneo  der  Zeil  bestimmt«  so  entapricbi  diesen  Foootiooce 

die  u  iri  tiche  Bewegung.  In  genau  derselben  Weise  entspricht  die 

fingirte  Bewegung  gewissen  anderen  Functionen 

die  von  jenen  nur  unendlich  wenig  abweichen.  Betrachten  wir  end- 
lich diejeniiien  buiden  Positionen,  we!<"!H'  das  System  ^f^  ,  in  ein 
und  demselben  Augenblick  t  bei  der  wu  Jilichen  und  bei  der  lingirten 
Bewegung  besitzt,  vnd  lassen  wir  des  System  direet  au«  der  eines 
dieser  l>eiden  Positioiien  in  die  andere  übergehen,  ao  mag  die  so 
defloirte  Bewegung  eine  Üebergangsbetoegung  heis»en. 

Die  U'irklif  hr  Bewegung  w  ird  selbslverständlicli  dem  Charakter 
des  gegebenen  iiialeriellpn  System«',  also  z.  II.  aucli  den  Relationen 
[i.]  entsprechen.  Genau  dasselbe  gilt  aber  auch  von  der  L'cbergangi- 
bewegung ;  denn  die 

(C.)  4qy,  dq^,        iq^,  Jv^,  iTWi,  iT»,,  iTw,,  ff V» 

sind  von  uns  den  Relationen  (7.)  nnterwocfen  worden.  —  Hingeiee 
wird  die  ßngirt«  Bewegung  dem  Charakter  des  Systems  im  AUge 

nieinen  niclu  entsprechen.  Denn  dazu  würde  erforderlich  seis. 
dass,  ebenso  w  ic  die  Functionen  [A.]  den  Relationen  2."  entsprecfacOi 
ebenso  die  Functionen  'B.  folgenden  aualogen  Keluttonen 

d  'v,  -f  tf^,^  =  'F      (i  V  ({  V,  +  f)  V,        a  +  ffG]  d(wj  -f-  tfw.  . 
t*'-'        (i  ,'w,  -f  ()w,*  ^  7/  -t-  ff//  d  IV..  —  ffv,  -r-    -f      ')/  dfw..  -I-  «fw; 

Genus«'  leisteten;  was  im  All^'enieinen  licinesueifs  der  Fall  ist.  — e* 
sei  denn,  dass  wir  die  Funcliuueo  \C.:,  ausser  den  Bedinguug^s 
(8.  m,  y)f  noch  irgend  welchen  anderen  Beschrftnkungen  nnlcr- 
werfen  wollten. 

Das  tinterlassen  wir.  l'nd  wir  bedienen  uns  also  bei  An- 
wendung des  H  am  iLTONSchen  ^atze«  5.;  einer  Ungiricn  Bewecunf:, 
die  dem  Charakter  des  pe^'ehencn  nialeiiellea  Sjysleuhs  keinestif'ß 
entspricht.  Das  aber  ist  für  die  Anwendung  jenes  Salines  »uch  nicbt 
erforderlich.  In  der  That  haben  wir  schon  vorhin  bemerkt  [vgl. 
den  Uebergang  von  {6.}  tu  (?.}],  dass  für  die  Gtilligkeit  jene« 
Satzes  lediglich 'die  Erfüllong  der  beiden  Bedingungen  (8.«,  ^f,  er- 
forderlich  ist. 
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Ebenso  wie  der  ia  (4.)  betrachtete  Ausdruck 
2![^äx  +  Ydy-^Zdz) 
sid  besog  auf  irgend  eine  den  fielationen 

«ntsprechende  Positionsänderunj^ 

d^,,d7„  ...d^,,dv^,dtr,,ii«,,dwt,d^  ; 

in  genau  derselben  \VeIs(^>  bezieht  sich  der  im  ÜAmTO^i'schea 
Satze  ^5.)  enthaltene  Ausdruck 

2^  [Xdx  -}-  YÖy-^  Zöz]  , 
zufolge  unserer  Festsetzungen,  auf  eine  den  Relationen 

dw,  s=/fd¥,-|- Jdw, 

«ntsprccheudc  i^ositionsäoderung: 

Sq^,öq^,  ...  (5^,,  dv^,  Jw,,       dw,,  ^i//  . 

Demgeniilss  wird  von  diesem  ietsteren  Ausdruck  genau  dassollx* 
gelten,  was  bei  (4.)  vom  enteren  gesagt  wurde.  E<  werden 
also  bd  BildiiBg  des  einen  wie  des  anderen  Ausdrucks  die 
Cofaäsioiis-  und  Widerstandikrslfee  gans  fortgelassen  werden 
dorfen. 

Wir  ^Umgm  9omü  su  dem  RemHaU,  dan  man  in  der 
Hamütmftihm  Formel 


(«0 


f^d  T  -H  JJ  iXdx  +  Ydy  +  Zdz)^  dt  =  0  , 


bei  VorausseUung  der  Relationen 

»tir  diejeniyen  Kräfte  zu  berücksichtigen  braudUf  welche  nach 
Absonderung  der  CohäsionS'  und  Widerstandskräfte  nocA  iSjrig 
bleiben.  Gleiches  gilt  daher  auch  von  den  aus  jener  Formel  (9.)  mit 

8» 
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Rücksicht  aufdkBedmgungen  (t  0.)  ^  ergebenden  eilf  DiffemM- 
(jleickungen.  Diese  Uztem  sind  dargestellt  durch  die  sedis  Forad«: 

^    ^     ät^j      hqj      ^\  bqj^  ögy^ 

1,2,  3,  4,  0,  6, 
und  überdies  durck  folgende  fünf  Formeln : 


d  bT 

dt  äv; 

d  bT 

hT_ 

dt  öw; 

ä 

bT 

dt  dv; 

d  ör 

dt  dw; ~ 

d  bT 

bT  _ 

dt  btp' 

öl/;" 

fco  die  neu  hintugetretenen  Factoren  (.i  unbekannte  FuncUonth 
der  Zeit  vorstellen.  Die  in  den  Formeln  (13.)  enthalteneD  Sumioeo 
ktlnoen  beschränkt  gedacht  werden  auf  die  den  Körper  solli- 
citirdaden  KrUfte,  wie  solches  angedeutet  ist  durch  den 
Summenieichen  beigefügten  Index  M^.  Denn  die  Angnfi^pQi^^^ 
der  den  KOrper  if,  sollicilirenden  KrUfte,  d*  i.  die  Massenelemeoi«' 
dieses  Korpers  if,  besitsen  Goordinaten  welche  von 

Wp  V,,  w«,  \p  unabhängig  sind  [vgl.  die  Bemerkiiog  pag.  31  • 
FQgl  man  schUesslieh  in  den  et'//*  Gleichungen  (H.;,  (^^' 
noch  hinzu  die  beiden  Relationen  (2.): 

so  hat  man  in\  Ganzen  dreizehn  Gleichungen,  milieist  deren  (ü« 
dreizehn  Unbekannten 

e*»^       7.'  7i»        7,  '  v«:  w,,  Vj,  Wj,  i//  und  Ä, 
sich  als  Functionen  der  2eit  bestimmen  lassen. 
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Hachträglieli»  Bagrtndmig  der  Formeln  2.)  pag.  38.  — 

Während  der  zu  untenucb enden  noch  uiü>ekaDnten  Bewegung 
der  beiden  Körper  M^  und  i/^  wird  ihr  gegenseitiger  Bertthnings- 
punkt  von  Aiigenbh'ck  zu  Augenblick  seine  Lage  andern  sowohl 
auf  der  01)erilache  des  einen,  wie  auch  auf  der  des  andern  Kör- 
pers. Mithin  wird  derselbe  auf  jeder  der  l)eld(>n  Oberil^hen 
eine  gewisse  Gurve  beschreihen.  Diese  beiden  Gnrven  seien 
bezeichnet  mit  A^B^C^D^  -  -  und  J?, •  •  • ;  der  Art, 
dass  im  erBten  Augenblick  die  beiden  Punkte  ^1« ,  coineidiren, 
und  zusammengenommen  den  Berührungspunkt  der  beiden  Rtfr^ 
per  reprüsentiren,  während  im  zweiten  Augenblick  der  Be- 
rtthrungspunkt  in  gleicher  Weise  doreh  ,  ,  im  dritten  durch 
C| ,  dargestellt  ist,  u.  s.  f.  Alsdann  werden,  weil  die  Ober- 
flachen der  beiden  Körper  vollkmmen  rauh,  samit  gleitende  Be- 
wegungen unmöglich  sind,  die  Gleichungen  stattfinden : 

{A^B,]:=  [A^B^],  {B^C,)  =  {B^Q,  (C.Dj,  =  (C,/>,) ,  elc.  etc. 

Kurz,  es  werden  die  beiden  Gurven,  ohne  zu  gleiten,  auf  einander 
fortrollen^  oder  (wie  man  wohl  auch  sagen  kann*  von  einander 
sich  abwickeln.  Bezeichnet  man  also  dasjenige  Linienelement, 
welches  die  beiden  Gurken  im  Augenbliok  t  mit  einander  gemein 
haben,  mit  OP,  so  kann  man  etwa  0  als  den  Berührungspunkt 
dier  beiden  Ktfrper  im  Augenblick  t,  und  P  als  ihren  Berühnings* 
punkt  im  Augenblick  t'-\'dt  ansehen.  Dieses  in  der  gemeinschaft- 
lichen Tangentialebene  der  beiden  Körper  gelegene  Element 
OP  sei  dargestellt  in  der  hier  folgenden  Zeichnung;  und  die 
Ebene  dieser  Zeichnung  sei  die  soeben  genannte  Tangentialebene. 

Die  beiden  durch  0  geheiuloii  Grundeurven  v,  und  sind 
nach  unserer  Voraussetzung  pag.  30)  orthogonal ,  so  dass  aUo 
der  Winkel  v,  Ow,  ein  rechter  ist. 
fileiches  gilt,  was  den  anderen  ^'s 
Köri)er  helrirtt,  von  den  durch 
gellenden  rinindrurv(Mi  Vj  und  w^. 
so  dass  also  tk'i' Winkel  v,fhv  ,  *  hen- 
falls  ein  rechter  ist.  l't  hcrdies  wird 
der  Winkel  t'i .  nach  unserer  Defi- 
nition fpag.  31 1.  dargestellt  sein 
durcli  d(pn  Winkel  y^üi^. 

Donkt  man  sich  jetzt  die  \iiT  Pinikte  \\.  \\\  und  l', .  \V\ 
iiut  den  geuunnlen  vier  Grundeurven  in  solcher  W^e  uiarkiri, 
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dass  jedes  der  beiden  Vierecke  0V^  PW\  und  OT,  PW,  eiD 
Hediteck  ist,  so  ergeben  sieh  die  Fonoein: 

0     =  0  K,  cos  <//  —  0  \]\  sin  ip  , 
OW^^O    sin        OW^  cos  ifj  . 

Nun  reprUsentiren  0  und  P  den  gegenseUigen  BerOhnings- 
pnnki  der  beiden  Ktfrper  in  den  Augenblicken  t  und  f  +  c((. 
Beieichnet  man  demgemäss  den  Punkt  0,  was  seine  Goordinaten 
auf  der  einen  und  andern  Oberfladie  belriffti  mit 

(v^,      und  (y„  wj  , 

andererseits  aber  den  Punkt  P  in  entsprechender  Weise  mit 
(V|  4-  d^ii  w<  -h  äw^)  und  (v,  4-  dv,,  w,  +  dw,)  , 

so  gelten  die  Formeln : 

wo  /*! ,  ^1  und  die  auf  pag.  30  eingeführten  stets  positiven 
Functionen  von  ,  w, ,  resp.  v,,  vorsleilen.  Substituirt  man 
diese  Warthe  {ß.)  in  (a.)»  so  folgt: 

f  d)t  =     cos  ip  rfvj  —     sin  \p  dw^  , 
^  9i  <iW|  s    sin  ^  V,  +     cos  I//  </\Mg  , 

oder,  falls  man  die  eine  Formel  durch    ,  die  andere  durch 
dividirt: 

wo  alsdann  F,  //,  7  folgende  von  V| ,  w,,  v,,  w,,  ^  abhängende 
Functionen  vorstellen : 

g  ^  /;  sin  ^  j  =  Ji£2lSL  . 

Die  Formeln  (d,)  reprilsentiren  über  die  abzuleitenden  Gleichungen 
pag.  3i. 
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§18. 

Uebergang  zn  dem  8|»eciellen  Falle,  dass  von  den  beiden  voUkauimeu 
ntken  OberflSeben  die  eine  eine  Ebene  ist. 

Die  einwiritenden  KrUfto  seien  von  solclier  Bcschatfenheit, 
dass  der  Körper  A/^  fortdauernd  in  absoluter  Ruhe  bleibt  ,  so  dass 
also  die  rar  Positiooibestimmiing  dieses  Körpers  dienenden  Ar- 
gumente q^f  foitdaaemd  constant  bleiben.  Alsdann 
kMnen  die  diesen  9,,  7,,  •  -  -  9«  «ntspreehettdeii  Gleiehupgan  (44.) 
pag.  36,  nis  miDöthig  fort^lassen  werden ;  so  dass  also  nur  noch 
die  Gleichungen  (42.)  imd  (43.),  d.  i.  folgende  «ie6en Gleichungen 
übrig  bleiben : 

iiT.  ^  ^  4 '  öi.    ^-w.  +     J  -  ^  ^  - ' 

(/v,  =  Wv,  4-  Grfw,  , 
(7.)  »  ifdVf  +  Jdw^  , 

welche  ausreichend  sind,  um  die  sieben  Unbekannten 

(8.)  V,,  w,,  v^,  w,,  ip  und  A,  fi 

als  Functionen  der  Zeit  zn  berechnen,  und  in  solcher  Weise  die 
Bewegung  des  Körpers      zu  bestimmen. 

Wir  wollen  uns  den  absolut  unbeweglichen  Körper  3/^  mit 
der  Erde  fest  verbunden  denken,,  indem  wir  dabei  die  Voraus- 
setzung machen,  die  Erde  beßnde  sich  im  Weltraam  in  absoluter 
Buhe,  Abgesehen  von  den  vorhandenen  Gohasions-  und  Wider- 
standskräften, und  abgesehen  von  den  zum  Festhalten  des  Ktfrpers 


d  hir 
dt  dv; 


^    dt  dw; 

^•^•^  dl  dV, 

dt  dw; 
^""'^  dt  d^' 

(6.) 
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M^  crforderUcben  Kräften,  mag  das  System  Jl, ,      nur  noch 

dem  Kinfluss  der  Schwere  unterliegen.  Dabei  wollen  wir  die 

gewöhnliche  Vorstellung  adoptiren,  dass  die  auf  irgend  ein 
Massenlheilchen  m  einwirkende  Schwerkraft  =  nuj  ist.  wo  (j 
eine  ConsUmte  vorstellt,  und  dass  die  Hichtunji  dieser  Kraft  eben- 
falls cofistant  ist.  Ueberdies  mag  das  absolute  Axen&yslem  x.  y.  : 
so  gewählt  sein,  dass  seine  a?-Aie  die  der  Richtung  der  Schwere 
entgegengesetzte  Richtung  besitzt:  so  dass  also  die  Coutpoueolen 
jener  Kralt  mg  die  Wertbe  haben: 

In  den  Formeln  (!.),  Ii,  ,  .  •  •  f5.)  dürfen  nun  die  Gohasiuiis- 
und  Widerst.'imlskraftc  fortuelassrn  werden  [vgl.  pat:.  3*).  36  ; 
so  dass  mIso  mir  noch  die  von  der  Schu  ci-e  herrührenden  Kr.Mfte 
und  die  zum  l-estluiltcn  des  Kurpcrs  dienenden  Kräfte  übrir 
bleiben.  Die  letzleren  fallen  aber  ebenfalls  fort,  weil  in  jenen 
in  fl-S  •  (5.)  vorhandenen  Summen;  wie  durch  den  bei- 
gefügten Index  3/,  angedeutet  ist,  nur  die  den  Ktfrper  soUi- 
citirenden  Kräfte  in  Rechnung  zu  bringen  sind. 

Demgemäss  bleiben,  was  die  Gleichungen  '!.),  (2.  ,  ...  (o,- 
betriffl,  als  wirklich  zu  berücksichtigende  Krüfte  nur  allein  noch 
übrig  die  den  Körper     soUicitirenden  Schwerkräfte : 

Ä  =  — m^,    1—0,  Z=0; 

so  dass  also  i.  B.  die  in  (5.)  enlhaltene  Summe  den  Werdi  an- 
nimmt : 

—  ^         ^  =  —  Ä  %  ;  '"^'1  • 

ein  Werth,  welcher  offenbar  [vgl.  etwa  Art.  I,  pog.  4  67]  auch  so 
darstellbar  Jst: 

Dabei  beseichnet  die  Gesammtmasse  des  Körpers  ,  und  $| 
die  x-Coordtnate  des  J^assenmHte!punktes  dieses  Körpers,  b 
solcher  Weise  reduciren  sich  die  in  (2.),  (3.),  (4,),  (3.)  enl» 
haltenen  Summen  reapective  auf: 

(9.)  _^3/,^,-r/J/,J^^-oJ/,^.-o.v/^«  .-^v/r^'. 
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Wir  wollen  nun  weiter  annehmen,  die  vom  Körper  if,  be- 
rührte obere  Seite  des  fesiliegeoden  Körpers  3/^  sei  eine  horizon" 
täte  Eheve,  d.  b.  senkrecht  zur  constanten  Richtung  der  Schwere. 
Auch  wollen  "Wir  diese  Horixoniaiebene  geradezu  zur  Ebene 


■5' 


uns  gewählt  denken ;  so  dass  also  1^  das  vom  Massenmittelpunkte 
des  Körpers  auf  diese  Horizontalebene  herabgelassene  Perpen- 
dikel reprSsentirt.  Alsdann  wird  offenbar  |,  völlig  bestimmt 
sein,  sobald  nur  diejenige  Oberflaehenslelle  (v, ,  w,)  des  Körpers 
i/j  gegeben  ist,  w^elche  derselbe  augenblicklich  der  Bertlhrung 
darbietet.  Es  wird  luithin  lediglich  \on  v»,  ubhüngeu;  so 
dass.  also  die  Ausdrücke  (9.;  sich  rcducircii  auf; 


(10,)      Null,     Null,  — 


-i/J/,^-||,  Null. 


Aber  auch  die  linken  Seiten  der  Formeln  (1.).  •  fo.' 
sind  gegenwiirtig  einer  bedeutenden  Vereinfachung  ftlhig.  falls 
man  nur  festsetzt,  dass  die  in  der  Horizontalebene  yz  ange- 
nommenen Grundcurven  und  durch  zwei  zu  einander 
senkrechte  Systeme  gerader  Linien  dargestellt  sein  sollen, 
niimlich  festsetzt,  dass  die  Variable  v,  identisch  mit  f/i 
ebenso  W|  identisch  mit  z  sein  soll.  Alsdann  sind  olfenbrir  die 
diesen  Grundcur\en  oder  Grundlinien  entsprechenden  Func- 
tionen f^  und  g^  beide  =  4  [vgl.  die  für  f^  und  gegebene 
Definition  pag.  30\  Hierdurch  gewinnen  die  Functionen 
F,  G,  H,  J  [(B.)  pag.  38]  die  Gestalt: 

F  =    cos  ?/' ,  G  =  —     sin  \p  , 

sin  ^  ,  J  =     cos  ^  ; 
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so  dass  also  die  Gleichungen  (6.),  (7.}  übergehen  in. 

U)  </v,  =  /;  cos  ^  rfv,  —     sin  }p  dy/i^ , 

(iw^  =  /i  sin  ip  äi^  4-     cos  ip  c/w, . 

Was  nun  jene  linken  Seiten  der  Fonneln  [i,)^  (2.),  •  (5.) 
anbelangti  so  reprüsenUri  das  dort  auftretende  r(we!l  der  Körper 
.¥|  in  absoluter  Ruhe  ist)  die  lebendige  Kraft  des  Ksrpert 
allein.   Diese  lebendige  Kraft  des  Ktfrpers      ist  offenbar  ab- 
hängig von 

«0  V.,  w^,  V,,  w„  ip  uad  v;,  w;,  vi,  w^,  ^' , 

wo  die  Accente  Differentiationen  nach  der  Zeit  vorstellen.  Die 
Differentialquotienten  v,',  w^'  sind  aber,  auf  Grund  der  Relationen 
(1 1 ohne  Weiteres  ausdmckbar  durch  v,,  w, ,  t//  und  v«,  w^;  so 
dass  also  jene  Grossen  [a.)  sieh  reduoiren  auf: 

W  Vi I  W|,  Vt ,  w,,  V  ttttd  V,',  w;,  ^' . 

Die  Stelle  (v, ,  w,)  der  Hortsontalebene  ist  aber  ftlr  die  Berech- 
nung der  lebendigen  Kraft  des  Körpers  3/,,  wie  man  leicht 
abersieht,  durchaus  gleichgültig.  Demgemäss  kann  diese 
lebendige  Kraft  T  nur  noch  abhängen  von 

W  V  und  v;,w;,  V'  . 

Hieraus  folgt,  dass  die  linken  Seiten  der  Formeln  [  I .  ■  und  (^.; 
beide  =  0  sind.  Die  in  diesen  Formeln  enthaltenen  Summen 
sind  aber,  naeh  (10.),  ebenfalls  =  0;  so  dass  also  dieselbea  die 
Gestalt  auuehuien: 

0  =  0  +  A  , 

Mit  Rtteksiebt  bieniuf  gewinnen  die  Formeln  (3.),  (i.),  (5. ,  ialls 
man  gleiehieitig  fttr  die  daselbst  vorhandenen  Summen  die 

Werthe  (1 0.)  substituirt,  folgendes  Aussehen : 


d  hT 
dt  dv; 

^1. 

d  bT 
dt  dw^ 

dw. 

d  hT 

dt  ^tff' 

0  ; 
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wobei  biniDgefÜgl  werden  mag: 

j3.)  r=:  r(v,,w„  </^,  v;,  w;,  ip') , 

114.) 

um  in  sokhrr  Weise  die  Grössen  anzudeuten,  von  denen  rund  §^ 
ab^än^ig  sind. 

Mittelst  (h'}'  Gleichujujen  \i.  ergehen  sich  v. ,  Wj ,  ip  als 
Fttnrtionen  der  Zeit.  Und  snfrhes  ausge/iihrt  r/edachl,  ergeben  sich 
aisflann,  nuf  (irmd  der  Gleichungen  (M.J,  V|  und  w,  ebenfalls  als 
Functionen  der  Zeit. 

liemerkurif}  Dif  <\vf'\  zur  Bestimmung  von  •  ^a-  tlienendcn 
DilTercnlialgleichungcn  ^1 2.j  siod,  wie  man  Ivicht  ubersiebt,  ersetzbar 
durch  die  eine  Formel : 

{dT iV^dl^t ,   wo  t;««  — ^lf,{,  . 

Von  diMer  Formel  habe  ich  Micr  bereHi  Gebnncb  gemacht, 
in  meiiiem  AufMtt  über  die  rollende  Bewegung  eines  Ktfrpera  auf 
einer  gegebenen  Horizontalebene  unter  dem  £ioflo3S  der  Schwere 

(diese  Berichte,  f885.  psg.  365;. 

Uebrigens  kann  man  diese  Formel  'f.'^  leicht  direct  ableiten, 
falls  man  nur  einerseits  beachtet,  dass  die  hier  in  Bekracht 
kommenden  Argumente  ,  ,  i/; ,  ebenio  wie  ihre  Zuwüchse  TdUig 
unabhängig  von  einander  sind,  andererseits  aber  beachtet,  dass  die 
Arbeit  clor  von  der  festen  Horizontalebene  auf  den  Körper  ausgC' 
übten  Widentandalcrttfte  «  0  ist  [vgl.  Art.  I,  pag.  182]. 

§  19. 

Bftrachtang  des  allgemeinen  Falles,  dass  über  die  beiden  einander 
berihreeice  Oberfläehen,  hinsichtlich  ihrer  (ilitte  oder  lUibbeit, 
keinerlei  Voranssetzang  gemacht  wird. 

Die  Widerstandskräfte  und  A^»  welche  die  beiden 
einander  berQlirenden  Klirper  ond  Jfg  in  irgend  einem  Angen- 
hliek  ihrer  Bewegung  auf  einander  avsiiben,  sind  von  uns  frttlier 
(An.  I,  pag.  1 79)  in  die  Componenten  iV^ ,  P, ,  Q,  und  S^^  P^j  ser« 
legt  worden,  der  Art,  das«  «V,,  A,  die  Bicktung  der  im  Berttbrung»- 
punkt  erriokteten  Normale  besitien,  wttkrend  und 
nacb  »wet  auf  einander  senkrediten  Tangenten  gereobnet  sind 

4]  Im  einen  besseren  Anschliiss  an  die  letzten  Paragraphe  su  ge- 
winnen, haben  wir  hier  die  in  jenein  Art.  I,  pap.  179  benutzt^  Rozeichnungs- 
sveise  ein  wenig  geändert,  indem  wir  die  Korper  und  Krtifto  nicht  mehr 
mit  if,  if, ,      /i],  etc.,  sondern  mit  Af|,       /i, ,  H^t  etc.  bcoeooeo. 
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Dabei  können  offenbar  die  beiden  tangentialen  kräfie  P,,  Q^.  ' 
nach  dem  Gesetz  des  Parallelogramms,  vereinigt  werden  zu 
einer  einzigen  tangentialen  Kraft    ,   Desgleichen  sind  auch 
P^y  0,  ersetzbar  durch  eine  einzige  Kraft 

Nach  dem  Grundgesetze  der  Action  und  Reaetlon  (Art.  I, 
pag.  463)  sind  nun  die  Krttfte  und  A,  von  gleicher  Starke 
und  entgegengesetzter  Richtung.  Analoges  gilt  daher  auch  von 
JV|  und  iV,,  ebenso  von  P,  und  P,,  eboiso  von  und  Q^,  und 
ebenso  endlich  auch  von  5,  und  .  Bezeichnet  man  also  z.  B. 
die  den  Goordinatenaxen        z  entsprechenden  GomponenteD 

der  krafte  6\  uiul  Nj  mit  A'^,       Z^  und  A",,  : 
so  finden  die  Gleichungen  statt: 

(2,)      A',  =  — ,      1^  =  —  >j  ,      ^1  =  —  ^1  • 

Der^ier  zu  betrachtende  allgemeine  Fall,  in  welchem  Ober 
die  beiden  OberflHehen,  hinsichtlich  ihrer  Gllltte  oder  Raohheiu 
keinerlei  Voraussetzung  gemacht  werden  soll,  unterscheidet  sieb 
offenbar  von  dem  frtther  untersuchten  SpeciallaU  der  vollkommen  \ 
glaUen  Oberflächen  nur  durch  das  Hinzutreten  der  tangentialen 
Kräfte  5.  Die  für  diesen  Specialfall  erhaltenen  Differential- 
gleichungen [{D.]  pag.  32]: 

(3.)  .   ![AI^AI^21aJ^'+>'^  +  ^"1 

(//  d9j      bqj     ^  \    hqj        bgj  bqjl 

werden  daher  in  die  Differentialgleichungen  des  gegenwartigen 
allgemeinen  Falles  tibergehen,  sobald  wir,  ohne  in  der  äatnnli^  , 
Bedeutung  der  Budistaben  A',  Y,  /  [\^\.  [D.)  pag.  32]  irgend  etwas 
zu  ändern,  zu  diesen  Kräften  A',  Yj  Z  noch  jene  unbekannten 
tangentialen  KrSfte  8  hinzutreten  lassen. 

Bezeichnet  man  die  im  Augenblick  i  an  der  Bertthrungs- 
stelle  gelegenen  Theilchen  der  beiden  Kttrper  Jf,  und  JT^  respeo- 
ttve  mit  ifii  ,  ,  7,)  und  (^t )  ^  >  ^t)  i  ^  finden  In  diesem 
Augenblick  die  Gleiehnngen  statt:  » ^r^^  2/i  =  f/i)  =  ^t* 
Im  nächstfolgenden  Zeitaugenblick  t"\^  dt  hingegen  werden  die 
Coordlnaten  jener  beiden  Theilchen  Werthe  annehmen,  die 
offenbar  im  Allgemeinen  nicht  mehr  einander  gleich  sind.  Die 
Kraft  wirkte  was  den  Augenblick  i  anbetriflt,  lediglich 
ein  auf  das  Tlunlchen  w,  (r,,  '  desgleichen  \iirkt  ledi- 

glichein auf  wi j  (.r, ,    ,      .  Fügt  luan  also  diese  Kräfte  S|  und 
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in  den  Gleichungen  .3.)  hinzu^  indem  man  dabei  für  die  Compo- 
nenten  derselben  die  BeseicluMUigen  (4 .)  benutal,  so  erfattlt  man : 

j  =  {,i,-.-  Ii , 

wo  die  Gliflder  L{gi)  die  Werthe  kaben: 

Werthe»  die  mit  Attcksichl  auf  (2.)  aaoh  so  darsteilbar  sind: 

w  .„^  -I,  f,|  -   + r,  c-g  -  :|) + ^  ('3  - ;  j) . 

Diese  Gleichungen  [4.J,  m  denen  Z  genau  dUeselbe  ße^ 
detUung  haben y  wie  früher  in  (/).)  pag.  32,  reprüsentiren  also  die 
Differentialgleichungen  für  den  hier  betrachieten  ailgemeinen 
Fall,  Und  es  handelt  sich  also  jetat  nnr  noch  um  die  nUhere 
Bestimmung  der  in  diesen  Gleichungen  enthaltenen  Grössen  £.(9^). 

Beseiehnet  man  die  eilf  Argumente  9«  >  9t»  -  *  *  ebenso 
wie  früher  [vgl.  {A,),  {Ai)  pag.  29]»  mit 

(6-)  7i»      ••  •  ^'o,  V,,  Wj,  V,,  w„  ip  , 

so  ergeben  sich,  wie  sogleich  bewiesen  werden  soll,  für  die 
in  (5.)  enthaltenen  partiellen  Differentialquotienten  folgende 
Formeln: 

('/i^O  1^      ^  '  ' 
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wobei  2u  bemerlie'n  ist.  dass  clii  s(  1  »rmelii  iü  (jültigkeit  bleiben, 
wenn  man  in  ihnen  deu  BuchsUihen  .r  durchweg  luitt/,  oder 
durchwoji  mit  ;  \ erlauscht  r)al»ei  rejjräsentiren  {\  .  f/,.  f\^.  fj, 
die  früher  i'pag.  30  eiogelührten ,  stets  positiven  Functionen. 
Femer  bezeichnen  v,.  .  v,.  //)•  Vj.  r-  und  w,,  .rK  'w,.  ?/  .  'w,.  -) 
diejenigen  Winkel,  unter  denen  die  durch  den  Berührungspunkt 
gehenden  Gnindcurven  und  gegen  die  absoluten  Axen 
X,  y,  3  geneigt  sind.  Analoge  Bedeutungen  haben  .  n^].  etc. 
and  (w, ,  x] ,  etc.  mit  Besog  auf  die  durch  jenen  Punkt  gehenden 
Orundeurven  v.,  und  . 

Beweis  der  Formeln  (7a.). — Aendera  sieh  von  den  etif  Ai^ 
gumenten  (6.)  nur  9i ,  ^t,  •  *  •  g^,  wührend  v, ,  w, ,  *|  j  ^'i  ^' 
8tant  bleiben,  so  bewegen  sich  die  beiden  Körper  offenbar  der 
Art}  als  bildeten  sie  susammengenonimen  einen  einzi^n  .starren 
Körper.  Folglich  werden  die  partiellen  Ableitungen  derCoordi- 
naten  des  Berührungspunktes  nach  f| ,  7^,  •  • «  ein  und  die- 
selben  Werthe  haben,  einerlei  ob  man  diesen  Punkt  als  ein 
Theilchen  des  einen,  oder  als  ein  Theilchen  des  andern  Ktffpers 
jHcb  denkt.  —  Q.  e.  d. 

Beweis  der  Formeln  y.,  <f.,  e.,  f.)  linker  ff  and,  —  Be- 
trachlei man  irgend  ein  Massentheflchen  des  Kdrpers  i/,,  so 
sind  die  Goordtnaten  dieses  Theilchens  stets  unabhängig  von 
Wj,  Vj,  w^;  Vgl.  die  Bemerkung  auf  päg.  3.1^.  Gleiches 
gilt  daher  z.  B.  auch  Ton  dem  augenblicklich  an  der  BerOhrungs- 
stelle  befindlichen  Theilchen  ir^^(x^,  y^,  z^].  —  Q.  e.  d. 

Beweis  der  Formeln  [1  [i.,  y.)  rechter  Ifand,  —  DieAusdrOck« 

(1)  ^(/v        ^f/v  ^e/v 

in  denen  d^^  positiv  gedacht  werden  mag,  reprSsentiren  diejenige 
räumliche  Verschiebung,  welche  das  Theilchen  y,,  z^ 

erfahrt,  sobald  man  von  den  eilf  Argumenten  (6.)  nur  allein  v, 
sich  Hndem,  und  zwar  um  ds^  anwachsen  iHsst.  Thut  man  alxT 
dies,  so  wird  der  Kiirper  in  Buhe  verharren  weil  9,.  7.,.  •  •  7, 
ungehindert  bleiben),  hingei^en  der  Kör|)er  eine  s^ewisse  Ue- 
wegung  ausfüiiren.  Und  zwar  wird  diese  Beweizunu  von  X 
der  Art  sein,  dass  die  von  ilun  der  Beridirung  dariiebolene  Steil** 
(^1?  ^i)  konstant  dieaelbe  bleibt,  dass  aber  diese  constante  Be- 
rUhrungsslelle  (v^.  längs  der  Uijerflilche  des  Krtrpers  3/,  vom 
Punkte  (V|,       zum  Punkte  'V,  4-  c/v^,  w/  lurtwaiulerl.  Das 
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(V| ,  Wj)  •  (v,  +  dvp  w,) 

"«I 

an  jener  Stelle  (v^,  w^]  befindliche  Masseniheilcben  (o*,,  y^,  jsJ 
wird  mlUiin  dieselbe  Wanderung  ausfuhren,  also  dasauf  der  Grund- 

curve  zwischen  den  beiden  Punkten  (v^,  wj  und  (v^  +  «'v,.  w^) 
gelegene  Linienelement  (ls^  durchlaufen.  Demgemüss  sind  die 
Ausdrücke  ^A.)  nichls  Anderes  als  die  Gomponenten 

{B.)     ds^  cos      x)  ,     ds^  cos  [v^j  y)  j     dt^  cob  st) 

des  LinieDelementes  ds^ «   Ans  dieser  Identität  der  Ausdrucke 

ds 

(.i.j  und  {B.)  folgt  aber,  weil  t-*  ==  A  >st  [vgl.  pag.  30]  , 

^^-^  =  fi  cos  K,  x) ,  -^1*        cos  (v„  i/)  ,  ^  =^  cos  (v„ a) . 
In  analoger  Weise  wird  man  offenbar  erhalten : 
^^'^  C08(w4,aj) ,  cos(w„y) ,  cos (w„ z) . 

• 

Diese  Formeln  (C.J,  (Z).J  aber  sind  es,  die  hier  bewiesen  werden 
sollten. 

Beweis  der  Formeln  (Id.,  e.)  rechter  Hand,  —  Die  Ausdrücke 

m         *^rfv.,  |§.v.,  ^/,;.v., 

in  denen  (h^  positiv  gedacht  werden  mag,  repriisentiren  die- 
jenige rltumliche  Verschiebung,  welche  das  Theilchcn  ifi^{:i\,  zj 
erleidet,  sol)ald  man  von  den  eilf  Argumenten  (6.)  nur  allein  Vj 
sich  ändern ;  und  zwar  um  f/v^  w  achsen  lässt.  Thut  man  aber 
dies,  so  wird  der  Körper  i/^  in  lUihc  hleifien  weil  •  •  • 

ungeMndert  bleiben/,  der  Korper  Ji,  hini^eceii  rine  ge^visse  Be- 
wegung erfahren.  Und  zwar  wird  solches  der  Art  vnn  statten 
g(?hen,  dass  die  vom  festliegenden  Körper  3/,  der  Bertlhrung  dar- 
gebotene Stelle  (Vp  wj  constant  dieselbe  bleibt,  und  dass  jener 
in  Bewegung  begriffene  Körper  diese  festliegende  Stelle  (v,,  w,] 
enccessivc  mit  verschiedenen  Punkten,  zuerst  mit  dorn  Punkte 
^t))  zuletzt  mit  dem  Punkte  (v«  H~  ^v«?     berührt.  Es  wird 
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also  das  zwisclien  diesen  beiden  Pankien  befindliche  Element  ds^ 
der  (auf  liegenden)  Grnndenrve  forlwandern  In  der  Kcb- 
tung  ff.  Folglich  sind  jene  AusdrOcke  (K.)  identfsefi  mit 

ds^  cos  {R,  orj  y     (i^^  cos  (R^y)  t     ^^t  ^}  f 

also ,  weil  die  Richtang  R  xur  Richtung  der  Gmndcnrve  ent- 
gegengeseist  ist,  identisch  mit: 

(®.)  —  äs^  cos  (v,,  ac)  ,   —  ds^  cos  (v,,^)  ,   —ds^isos  (v,,  sj  • 
Aus  dieser  IdentiUlt  der  Ausdrucke  (fSL]  und  (0.)  folgt  aber,  weil 
=     ist  [vgl.  pag.  30],  sofort: 

^  =  —  /»  cos  tv„  J)  , 
In  analoger  Weise  ergeben  sich  offenbar  die  Formeln : 

(5^0        =  -  9%  CO»         »  "  ^»  ' 

=  -  ^,  cos  (w„  %)  . 

Diese  Formeln  (<S0>  (^.J  sind  es  aber,  um  deren  Beweis  es  sich 
hier  handelte. 

Beweis  der  Formel  (7  (•)  rechter  Hand.  —  Die  Ausdrucke 

reprUsentiren  diejenige  räumliche  Verschiebung,  welche  das 
Theik'hen  ^^J^f^r,,  f/, ,  z,)  erfuhrt,  so}>ald  man  von  den  eilf  Ar- 
{^uuientj'ii  () .)  nur  ailem  ip  sich  andern,  und  zwar  um  wachsen 
l;isst.  TliuL  man  aber  dies,  so  wird  der  Körper  M,  in  Ruhe  ver- 
harren, und  der  Körper  J/,  eine  j^ewisse  Drehung  erleiden  um 
die  iüi  Bertlhruntispüukte  errichtete  Normale.  Bei  einer  solchen 
DrehunL'  erleidet  aber  das  am  Bertihnincspunkte  befmdliche 
Theiichen  (j*,  ,  ,  3^)  gar  keine  Verschiebung.  Folglich  sind 
jene  Ausdrucke  (a.)  gleich  Null,  —  Q.  e.  d. 
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W6t  fdlrn  j$tMi  w$U«r  c»  wumr  ei§enÜ9iAm  UnUrimshung. 
Aus  (5.)  ergiebt  sieli  wäi  RHekslelil  aof  (7o.): 

(8.)  L{qj)=-0,  für>=:4,2,3,4,5,6. 

Wflft  ferner  dag  dem  At^j^menl  eAtepreclMnde  L  beCiiflt,  so 
ist  nach  (5.): 

also  mit  Rttcksichi  auf  i?//.] : 

^(»J  =  -  A  (\  cos  (v»,  x)  H-  cos  {¥.,  +  /,  cos  (Vp  3)|  , 
also  mit  Rttoksioht  auf  (4 .) : 

=  -  /i  Si  cos  (s,,  . 

In  analoger  Weise  Iflsst  sieb  das  dem  entsprechende  L  be- 
rechnen, so  dass  man  also  die  Formeln  erhUH: 

^  i(w,)  =  -^,»;, 

wo  V^  und  U',  die  Coniixmenten  der  tangentialeu  Kraft  nach 
den  Grundcurven     und  w,  vorstrlle«. 

In  ähnlicher  Art  erhttit  man  aus  (5.)  und  [7J.,e.)  die 
Formeln : 

wo  un<l  U',  die  Coiiiponpntcn  der  Kraft  (nicht  S^]  nach  den 
Grundourven    und     vorstellen.  Diese  letzteren  Formeln  aber 

kann  man,  weil  V^,  ff,  und  V„  die  Gomponenten  ein-  und 
ätrtelbm  tangentialen  Kraft  repräsentlren ,  mithin  [vgl.  die 
Figur  pag.  37]  die  ReUitionen  etattdnden: 

=  +  K,  cos  ijj  H-  W^  sin  ip  , 
VK.  =  —     sin  ^  +  (K,  cos  ^  , 

auch  so  schreiben: 

.  =^/t  (-H  Vi  cos  ip+W,  sin  ^] , 

^  i,K)«;^(-F,sini;i  +  »^4««*)- 

llitli,-pkyt.  ClMi»  1888.  4 
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Endlich  «rhlfU  man  ftur  das  dem  t/f  entspreebende  L  ans 
(5.)  und  mit  Rtteksiehi  auf  (7  L)  den  Werth : 

(44.)  L{ip)^0. 

Ftihri  man  cur  Abkttnung,  an  Sielle  von  1^,  H^o 
bekannte    (i  ein,  indem  man  aeUl: 

(42.)  -/;r,  =  A,   und   -i/.  iT, 

so  kann  man  die  Formeln  (9.),  (40),  (44.),  wie  sich  leicht  ergiebt^ 
folgendermassen  schreiben: 

L(vJ=A,        I(vJ  =  - AF-^ff, 
(43.)         L(wJ  =    ,        i,(wj  =  -  AG  -  ^  J  , 
L(^)  =  0  . 

lit  tl(  r  Thal  ergeben  sich  liie  Formeln  rechler  Hantl  sofort,  falls 

oian  nur  in  (10.)  die  aus  (4i.)  für  V\y  H\  entspringenden  Werlhe 
substituiri,  und  dabei  Gebrauch  macht  von  den  Crtther  [in  {€.] 
pag.  38]  eingeführten  Bezeichnungen  F,  G,  Hy  J, 

Substiluin  man  jetzt  die  Werthe  (8.)  und  (43.)  in  den  «u 
Anfang  aufgestellten  eilf  Differentialgleichungen  (4.),  so  erfalit 
man: 

dt  bqj       bqj      '^y    hq^  bqj         bqjf  ' 

>  =  4,  2,  a,  4,  5,  6, 

und  ferner: 


(45.) 


wo  in  den  Formeln  (15.)  die  Summation  beschränkt  gedacht 
werden  darf  auf  deu  Ktirper      weil  die  Goordinaten  der  lu 
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gehörigen  MaMenfthttleiien  von  v«,  w«,  v^,  w«|  ^  QDabhmglg  sind, 
[vgl.  die  Bemerkmig  pag,  34]. 

PUr  den  hier  b^rw^iefen  allgemeinen  Faü^  dost  itter  die 
beiden  Oberfladien,  hinsuMidt  ihrer  Gimte  oder  nmMeit,  keinertei 
Vorauseetiung  genuuht  ist,  güten  also  die  eilf  Di/ferenttol' 
gleichungen  [1 4.),  (1 5.)^  die  tm  Oansen  mit  dreizehn  Unbekannten 

9t»  9i»  •  •  •  9«!  *4i  ^>  v„  w„  und 

bthaßet  sind.  Dabei  ludm  A,  /i  folgende  Bedeutungen  [vgl.  [12.}]: 

(47.)  A  =  -/^  S^cos(S„vJ,   /i=-^^  54Cos(S„wJ, 

«w  S|  diB  ibn  Körper  Jf,  an  ««mmt  Berfiftrtmffslflfle  erfassende 
unbekannte  Reibungskraft  repräsentirtj  eine  Kraft,  welche 
kerrOkrl  von  der  dortigen  &nwirkung  des  KSrpers  Jf,  • 

Wae  die  sonst  noch  in  den  Ghiekungen  (4  i.),  (4  5.)  entkaHenen 
Mräfte  Xj  Y\  Z  anbetrifft,  so  brauchen  dabei  nur  diejenigen  Kräfte 
in  Hemmung  gebracht  «u  werden,  welche  nach  Absonderung  der 
CohäsionS'  und  Widerstandskräfte  noch  übrUj  bleiben :  wie  solches 
deutlich  hervorgeht  aus  den  zu  Anfang  dieses  Paragraphs  nnye- 
stelUen  Ueberkyungen  [vgl.  pag.  44,  45],  und  aus  dem  Satse  [D.) 
pag.  32,  an  den  jene  Ueberlegungen  sich  anlehnten, 

Eüf  Gleichuiij^en  sind  selbstverständlich  unzureichend  zur 
Bestiinriiung  von  dreizehn  Unbekannten.  Demgemüss  ist  also 
das  allgemeine  Problem,  weiches  hier  vorliegt,  nicht  weiter  be- 
handelbar, —  es  sei  denn,  dass  man  sich  entschlJisse,  über  den 
Werth  der  Reibungskraft  vS,  und  ihrer  beiden  Compouenten 
ii^end  welche  l>e8timriiten  Annahmen  tn  machen. 

Hinceeen  können  wir  von  den  Gleichungen  (H.),  (15.  mit 
Leichtigkeit  übergehen  zu  den  früher  behandelten  Speciaifilllen, 
Tiiul  in  solcher  Weise  eine  CoiUrole  erhnlten  für  dir  flnmaligen 
HesiiUate.  Sind  die  beiden  Übertlächen  rollkonimvn  ^/aW,  mit- 
hin die  Heibungskraft  S'^  gleich  AW/,  so  sind  /,  //,  zufolge  -47.^, 
ebenfalls  gleich  A^u//;  so  dass  also  in  diesem  Falle  die  Differential- 
gleichungen (4  4.),  (45.)  unmittelbar  Ilbei^ebeD  in  die  frtther  ge- 
fundenen Formeln  [D,]  pag.  32. 

Sind  andererseits  die  beiden  Oberflächen  voltkommen  rauh^ 
so  trelan  nach  hiniu  die  bekannten  Differentialgieiobungen 


(48.) 


dw^       dv,  +  Jdm^  . 


$2  C,  NwaAifii, 

Und  diese  Gleichungen  (18.),  in  Verbindung  mit  den  eilf 
Gleichungen  (H.),  (45.),  reprKsentiren  in  der  Thal  diejenigen 
dreizehn  Gleichungen,  weldhe  wir  früher  [in  (13.) 
peg.  36]  fttr  den  Fall  voUkommen  rauher  OberQikbm  ^efindeB 
hatten. 

Der  analytische  Aagdrnck  für  die  lehendige  Kraft  xwdcr  wAt  einailcr 
im  Bertthrani;  UeibMuler  Körper,  imfer  4er  YoraBtsetKiiiig,  iait  ilier 
TOB  dieiea  MUm  KSrjieni  aMit  feetliegt 

Will  nan  die  in  den  vier  letiten  Paragraphen  aufgestellten 
Differentialglelebnngen  auf  irgend  einen  spedellen  Fall  in  An- 
wendung bringen,  ao  hat  man  vor  Alkm  das  in  jenen  Gleichungea 
enthaltene  T  (die  lebendige  Kreit  der  beiden  Kttrper),  aeinen 
analytischen  Ausdmeke  nach,  näher  lu  bestimmen.  Dabei  mag 
der  Einfachbeit  willen  vorausgesetst  sein,  daaa  Mier  der  iMiden 
Körper  (tbtohU  feiUtegU  Äueb  mögen  die  firtlberen  Beieidi- 
nungen  if,,  v„  w„  und  M„  v„  w,,  ^„  snr  Erleicbteniog 
der  Schreibweise,  dureb  die  etwas  bequemeren  Seseiebnuagea 
-^j  ^  ^»  />  9  V*?       f*j  9*  ersetEl  werden.   Und  twar 

sei  Ai  der  festliegende,  und  M*  der  in  Bewegung  begriffene 
Körper. 

Wir  helrachlen  zunUchsl  den  Körper  M  für  sich  allein.  Es 
sei  TT  ein  beliebiger  OberflUcheüpunkt  dieses  Körpers;  ferner 
seien  «,  fi,  y  drei  von  fc  ausgehende,  ees?en  einander  senkrechte 
Strahlen;  und  zwar  sei  a  die  Ri(  hüini;  der  dussern  Nonnaie  der 
KörperuberlUichc,  wilhrend  luul  /  die  Kichtuiigen  der  durch 
7t  gebenden  Curven  v  und  w  [vgl.  pag.  30j  repräsentiren  sollen. 
Auch  mag  \  orausgesetzt  sein ,  dass  das  Strahlensystein  a,  ß,  f 
poitiYit;  ist,  dass  also  «  zu  ^  zu  y  ebenso  liegen,  wie  bei  der  linken 
Hand  der  kleine  Finger  zum  Zei^zclinger  zum  Daumen,  eine 
Voransselzung.  der  man  durch  geeignete  i^^inricluung  der  Artzu- 
inenle  v,  w  stets  zu  ents])r<H'b(  n  im  Stande  sein  wird.  Ferner 
seien  die  vom  Massenmilleipunkle  a  dt  s  K(jrpers  M  ausgeht  nilen 
IlaupUräyheUscixen  dieses  Körpers  l>en.Hint  mit  I.  ?.  3;  woiH'i 
die  Bezeichnung  wiederum  der  Art  eingerichtet  sein  soll,  das» 
das  Strahlcnsy Stern  4,^,3  positiv  ist.  Mit  Bezug  auf  diese  Träg- 
heitsaxen  i,  2,  3  mögen  die  rechtwinkligen  Goordinaten  des 
OberflUchenpunktes  n  und  die  Richtungscosinus  der  von  n  aus- 
gebenden Strahlen  a,  y  beseichnet  sein  durch  nr«,  ir,,  if^ 
und  «„  a„  «„  ft,      ft,  y,,  y„  y, . 
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Da  wir  uns  den  K4lfper  seiner  Masse  und  Gestalt  nach, 
in  völlig  besttmniter  Weise  gegeben  denken,  so  sind  offenbar 
diese  dem  Oberflädienpunkte  ft  sugelrilrigen  Grttssen  fe„  tt,,  tt,, 

«i> ««»  «j»  ßii  ßtr  '/ly  Yv  y%  *eÄlwiim<e  AmalHmen  von  v,  w, 
falls  wir  nämlioh  unter  v,  w  die  OfterftächencoanUntUm  des 
Punktes  ft  verstehen.  Auch  ttbersefaen  wir  sofort,  dass  diese 
Functionen  den  beiden  Formeln  entsprechen  werden: 

Ä/r,    i>7r,  hn. 

Fahren  wir  also  die  sogenannten  Dig^rmM^parom^  [vgl. 
pag.  30] : 

so  ergeben  sich  diu  i  unnuln : 

f       '    ^^'^  f        '  f  ' 

und  diese  Formeln  fahren,  weil  die  Strahlen  a,  ß,  y  zu  einander 
senkrecht  sind,  buforl  zu  folgenden  sechs  Relationen : 


=  0, 

=/■, 

==0, 

dw 

die  Sommationen  ausgedsimi  gedacht  Uber)  »  4,  3. 
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Aus  diesen  sechs  Relalioiifii  crtzc'!»*;!!  s\rh  durch  Mullipli- 
caiioa  mii  <iv,  dw,  und  Addition  die  drei  Formeiu; 


und  diese  drei  Formeln,  in  denen  die  Znwttdise  dv,  dm  beUMge 
Werthe  haben,  sind  offenbar  der  einfacheren  Schreibweise  fHhfg: 

Bei  dieser  Gelegenheit  mögen  hier  noeh  folgende  Abbreviaturen 

eingeftthrt  werden: 

(2.)    2:ßjdrj=^dA,    2:rjdaj  =  dB,  JJajdßj^dr, 

von  denen  weiterhin  Gebrauch  zu  machen  ist. 

Soviel  Uber  den  Kttrper  If. — Anabge  Betelchnungen  raiigen 
nun  aber  andererseits  beim  KOrper  M*  eingeÜIhrt  werden,  nur 
mit  dem  einen  Unterschiede,  dass  ä*  hier  nicht  die  in  ir*  vor- 
handene äussere  Nonnale,  sondern  die  daselbst  errichtete  miiere 
Normale  vorstellen  soll.  Was  die  lu  (1.),  (2.)  analogen  Formela 

(3.)  ^'a;(/7r/=:0,  JJß;^d7rJ=f*ds*,  J^yJ  dnl  =  äw* 
und 

(4.)2>;dy;«rfA*,  j;rjdaj^dB*,  j;mfdßf^dr* 

betrifll,  so  sind  selbstverständlich  die  Coonlinaton  -i*  und  die 
Riühtungscosiüus  aj,  ßj^  yj  bezogen  zu  denken  auf  den  Massen- 
mittelpunlLt  a*  des  Körpers  und  auf  die  von  a*  ausgehen- 
den Haupttragheitsaxen  1*,  2"*,  3*  dieses  Körpers.  Auch  mag 
wiederum  jedes  der  beiden  Systeme  a*j  ß*^  und  4  2*,  3* 
als  positiv  vorausgesetzt  sein. 

Die  relative  Lage  der  beiden  Körper  M  und  M*  zu  einander 
wird  völlig  bestimmt  sein  durch  Angabe  der  fttnf  Argumente : 

(5.)  V,  w,  V*,  w*,  xf} , 

falls  man  nUmlich  unter  v,  w  und  v  .  w*  die  Obcrfliichencoordi- 
uaten  des  augenbUclLiichen  BerOhrungspunlLtes,  und  unier  ^ 
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denjenigen  Winkel  versteht,  den  die  von  diesem  Pünkte  ausgehen« 
den  Strahlen  ß  and  ß*  mit  einander  einseUietten.  Uebrigens 
wam%  der  Winkel  ^,  nach  Ari  eines  AsimaÜiefl^  von  ß  ans  in  der 
Biebinng  ßy  geieohnei  werden, 

Dk9  wrangesckiM,  wirjetxt  u^sr  %u  umerm  ei^ent- 
Uchen  Ihema.  Wir  denken  uns  (wie  seiion  sn  Anfang  dieses 
Paragraphs  bemerkt  wurde)  den  Ktfrper  M  abtolui  fMiegend^ 
hingegen  den  Ktfrper  if*  in  irgend  welcher  Bewegung  begriffen, 
die  indessen  von  soleber  Ari  sein  soll,  dass  beide  Kttrp^  fori- 
dauemd  mit  einander  in  BerQhmng  bleiben,  so  dass  also  die  fünf 
Ar^^nmente  (5.)  irgend  welche  Functionen  der  Zeit  sein  werden. 

Alsdann  ist  offenbar  die  lebendige  Kraft  T  des  Körpers  M 
stets  =  0,  während  die  lebendige  Kraft  T'  des  Kör})ers  )/* 
irstend  welchen  Werth  beiiitEen  wird.  Um  diesen  Werth  uälier 
augebcu  zu  können,  ftthren  wir  die  Ausdrttoke  ein : 

(60    b  =  ^  /-*  ^  +  (4-  /•     OOS  ^  -f  ^  ^      f//)  , 

sowie  auch  folgende  Ausdrücke: 

dt       dt  '^'di  ' 

(7.)    «--jT  -  r        d^   V ' 

«und  setzen  überdiess : 

AlüHiinn  hcsii/.i  die  in  Rede  stehende  lobcndigo  Kraft  T*  des 
iLörpers  W  den  Werth: 

(9.)    «  r«  -  j  +  J/'  (r,  +  5R,  ;rl  -  9?,  n*Y  +  «i  «5  [  ' 
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wo  unter  i/*  die  (iesammimasse  dtvs  Korpers  J/',  iiiui  inUer 
ÄJ,  M*  seine  den  Aveii  4*,  i\      enUprechonrif  r»  Ifaupt- 
fr^ffhi'ftsmomenle  zu  vorstehen  sind.  —  UebngeDS  küimea  wir 
die  Formel       auch  so  schreiben: 

I     Jlf ♦  (a  +  €6*  -  «c*)«  +  IT»  9?f 

(10.)    2  7'^=!+  A/*  (b  4-  «c»  —  6a*)«  +  ^t*  '^l  >  , 

wo  Alsdann  a*,  d*,  c!*  die  Bedeutungen  haben: 

(I  Oa.)    a*  =  JJaJ  nj  ,    6*  =  J^ftJ  nj  ,    c*  =  ^j^;  ^;  . 

DicM  Formeln  (9.),  (4  0.)  dürften  die  oinfacfasien  und  ele- 
gantesten iein,  durch  welche  die  in  Rede  eisende  lebendig 
Kraft  nbcrbaupt  darstellbar  ist  ich  begnüge  nuoh  damii,  die- 
selben hier  mttf^elheüt  su  haben,  ohne  auf  ihre  Ableitang  Mdher 
eingehen  lu  wollen.  Macht  man  übrigens  die  Voranaaetiniig, 
dasa  die  beiden  Kürperoberfl^en  vollkommen  rauh  sind,  so 
werden  wtthrend  der  betraehleten  Bewegung  fortdauernd  die 
linearen  Differentialgleichungen  stattfinden*) 

^  fd^  =  /**rfv*  cos  ip  —  <7*f/w*  sin  , 

^^'^  ^(/w  =T  /        sin  ^  4- ^*(/w*  cos  <// , 

d.  i.  die  Gleichungen : 

f  *ds*  =  -\-  fds  cos  \p      ^rfw  sin  i//  . 
y*d^*  =  —  fd^i  sin  ^  -f-        t^^s  (/; . 

Demgemttss  sind  für  den  Fall  voUhommi^  rmtker  Obetflaefaeo  die 
in  (6.)  angegebenen  Ausdrücke  a,  c  sämmtlich  =  0,  milhin 
die  in  (8.)  angegebenen  r«,  t„  r,  ebenfalls  sKnuntlich  s  0;  wo- 
durch die  Gestalt  der  Folrmeln  (9.)  und  (40.)  sich  alsdann  wesent- 
lich vereinfacht.  » 

hmMTkyng.  —  Siod  Mde  Körper  Jf  nod  JT*  in  Bewvgang  be- 
griffen .  sn  iroten  zu  den  io  (S.),  (9.)  angagebenen  Ausdrückeo 
a,  c.  58,  <i  gewisse  von  der  Br%\c'j;unp  des  Körpers  Jf  ji!»- 
hanLMMidc  r,lipdor  hiniu.  Diese  (ilicdor  hinzugefuijt  piMlarhl,  hl^'iboii 
alhduuu  die  >hviU)roa  Forioela  (tt.),  (i/.J,  (40.j,  \\Qa.,  aucli  vor  ID 
Kraft. 

I)  la  der  Tbak  sind  dlMe  DfffimntialgleiclinDgeo  (il^  mit  deo  frtther 
auf  p«K>     angegebenen  identisch;  wie  man  sofort  erkennt,  falls  mao  aar 

die  r.u  Anf  ing  Mif^ps  p^ru^'raphs  io  der  BecelcbnuDgsweisa  voigeoommene 
Aeodcmos  bcriici^chtigt. 
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eines  sturrai  KSrpen. 

Die  Ableitung  der  im  vorbergehenden  Parag^ttph  mitge- 
Iheillen  Formeln  ist  mit  sebr  besebwerlicben  Eecbnungen  ver- 
bunden. Diese  Rechnungen  aber  können  wesentlieb  reducirt 
werden  durcb  Anwendung  einer  schon  froher*)  von  mir  expo- 
nirten  allgemeinen  Methode,  auf  welche  ich  hier  von  Neuem  mir 
einxugehen  erUiuben  werde.  Dabei  sei  sogleich  bemeikt,  dass 
die  in  Bede  stehende  Methode  in  de«  welter  folgenden  Bara* 
graphen  von  Nutien  min  wird. 

Ein  sUtrrcr  Kör[>er  M  sei  in  Drehnng  begriffen  um  eine  absolut 
feste  Axocf,uiul  irgend  ein  fester  Punkt  dieser  Axe  a  soi  l)ezeichncl 
mit  A  .  1  rriierseien  or,,  a^,  und  A^,  .4^,  die  Richlunt:;sco8iiiiis 
N  on  ((  un<l  die  Coordinaten  von  A  in  Bezug  auf  ein  nijuolul  unheweg- 
lidiea  Axensystem  1 ,  2,  3 .  Ueberdies  mag  (p  der  Drehungswinkel 
sein.  Denkt  man  sich  also  durch  die  Axe  a  /.\\  v\  Kbenen  gelegt, 
von  denen  dii'  eine  mit  dem  Körper  M  verbunden  ist,  vvHhrend  dif^ 
andere  eine  ;il)solut  feste  l.mv  hesitzt,  so  soll  tp  derjenige  Winkel 
sein,  den  diese  ]ieid(  ii  Rhenen  mit  einander  einschliessen. 

Fasst  man  nun,  wahrend  der  Körper  M  um  die  feste  Axe  « 
rolirl)  irgend  ein  Theilchen  m  dieses  Körpers  ins  Auge,  und  he- 
seiohnet  man  das  venm  während  der  Zeit  dt  beschriebene  Weg- 
element mit  ds,  ao  steht  offenbar  d$  senkrecht  gegen  die 
Linie  mA^  und  ^enso  mich  senkrecht  gegen  die  Axe  «.  Sind 
also  flc,,  £r„  und  Oß^  4-  dx^^  -f-  da?,,  0-3  -f-  d  die  Coordi- 
iiateii  des  Tbeilebens  m  au  Anbng  und  au  Ende  der  Zelt  dl, 
mithin  dx^^  dx^^  da?,  die  senhreeirten  Componenten  des  Weg- 
elementes  dt,  so  ergaben  sich  die  Gieiohongen : 

(x,  —  A^)  d(r^  +  (xj  —  i4,)  dx^  +  (x,  —  AJ  dar,  =  0  , 
ff,  dx^  4-  a,  rfx,  4-  ^$       ==  Ö  • 

Hieraus  folgt: 

^dx^^k  K      -      -  a.  K  -  ^)]  , 
(t.)        I  A  (a,  K  -ii,)  -  a,  (asi-^)]  , 

l  da?,  =  i  [a,  [x^  -A^  -a^  [x^  -  A^)]  , 

I)  Vgl.  dieie  Beriebta  1869,  pag.  ist,  und  die  Matb.  Aon.  Bd.  a, 

pag  ^."O,  insbesondere  aber  die  Math.  Ann.  Bd.  H,  pag.  879.  Ich  gehe 
auf  diesen  Gegenstand  hier  ron  S'mf'rn  rtn,  weil  es  mir  tnr^vi'^f•hfn  ge- 
luogea  ist,  die  damals  ,gegebooe  DaraieUaog  bedeutend  zu  vereiakcboo. 
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wo  l  noch  unbekannt  ist.  £rbebt  man  Dun  die  Gleicbungeo  (i.) 
lum^Quadfat,  und  addn«,  bo  ethnAi  man : 

-  [CTj  (CT,  -       +  ff,  (x,  -       4-  a,  (x,  -  .1,)  ]»J  , 

d.  i. 

(2.)  d«*«X»  [(i4m)«  -  [ACj*]  • 

Dabei  beacicfanct  {Am)  die  Linge  der  von  A  naeb  m  gehendeii 
geraden  Linie,  und  [AC)  die  senkreiAte  Projeelion  dieser  Lfaie 
auf  die  Axe  a;  so  dasa  also  ^  Cm  ein  bei  C  reohlwinlEUgeB  Dreieck 
isi.  DemgemBss  ist  (Am)* {AC^*^  {Cm}*\  wodorch  die 
Formel  fSbevgtki  In : 
(3.)  rfÄ*=A*(Cm)V 

Nun  rcprüsentirt  aber  (Cw)  den  Radius  (k'rjenigeu  krei>- 
peripherie,  Itlngs  welcher  das  Theilchcn  tu  fortschreitet.  Be- 
zeichnet man  also  die  Zunahme  des  Drehungswinkels  q)  des  Kör- 
pers während  der  Zeit  dt  mit  dq>f  so  is{  ds  =  (Cm)  d(p*  Dies 
in  (3.)  eiogesetzty  ergiebt  sich: 

(4.)  l^dfp. 

SubatUnirt  man  diesen  Werlb  von  X  in  den  Gleiebimgeo  (I.), 
und  dividiri  man  überdies  dieselben  durch  das  betrachtete  Zeit* 
element  dt ,    gelangt  man  su  folg^ndem  Satse : 

Snita»  —  Drthi  Hch  ein  starrer  Ksrper  M  um  eme  dwnk 
dm  Punkt  A  qdmde  feste  Aase  und  beuekknet  man  die  Coordi- 
natm  von  A  und  die  Riehtungscosinut  von  et  mit  A^J  i,, 
und  a^J  t^,,  so  sind  die  Geschwindigkeitscomponenten  eines  jed' 
weden  Körpertheikhens  m  [x^ ,  ,  x^)  darstellbar  durcfi  die 
Formeln : 

^  =  [a,(a?,-i4,)-a,(a?,-i4J]^  , 


(5.) 


=  Lö,  i^,-A^)  -  a,  [X,  -  JJ]  ^  , 


Dabei  ist  unter  (p  der  Drehungswinkel  ^  miüün  unter  ^  dk 
WinkelgeeiUiwindi^ßtmt  mu  verUehen, 
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Dtose  einfachen  Dinge  vorangeschickl,  gehen  wir  über  zur 
Betrachtung  eines  Körpers,  der  utu  mehrere  Axen  sich  drehen 
kann,  wie  das  z.  B.  der  Fall  ist  bei  der  bekannten  GiAOANf sehen 
Aufhängung  einefl  Körpers  mittelsl.  mehrerer  Ringe ;  wobei  als- 
dann diese  Axen  selber  im  Allgemeinen  nicbl  mehr  festliegen, 
sondern  von  Angenbliok  su  Augenblick  ihre  Lage  andern. 

Um  unserer  Untersucshung  einen  mOgtfohst  allgemeinen 
Charakter  sn  verleihen,  wollen  wir  einen  sUurren  KOrper  M  uns 
denken,  desaen  riumliehe  Position  abhtliigfg  isl  von  zwei  Aigu- 
menten  ^  und  ^,  und  dabei  annehmen,  diese  Abhüngigkeit  sei  von 
soleher  Art,  dass  der  Körper  bei  ooostant  eriMiltenem  ^  und 
alleiniger  Aendemng  von  g>  um  ein$  Aase  a  sieh  drehte  lär  welche 
^  selber  den  zugehörigen  Drehungswinkel  reprtlsentirt,  und 
dass  der  Körper  andererseits  bei  constant  erltaltenem  q>  und 
alleiniger  Aendemng  von  ^  um  irgend  eins  Axe  ß  roüfi,  far 
welche  alsdann  ^  den  Drehungswlnkel  vorstellt  Solches  fest- 
gesetzt, wollen  wir  die  Geschwindigkeitscomponenten  irgend 
eines  KörfiiTLheilchons  ni  [x^j  x^^  .r^'  aiiah  Lisch  auszudrucken 
suchcTi  für  den  lall,  dass  (p  und  v>  gleichzeitig  sich  Undern,  dass 
also  </  und  ^  beliebig  gegebene  Functionen  der  Zeit  sind. 

Da  die  räumliche  Lage  des  Theilchens  m(x^^  rr,,  x^),  ebenso 
wie  die  des  ganzen  betrachteten  Körpers,  nur  von  fp  und  al)- 
hungt.  fp  und  ^  ihrerseits  aber  Functionen  der  Zeit  sind,  so  er- 
giebt  sich  %,  B.: 

.  dx^  hx^  d(p     hx^  dd' 

Der  erste  Term  rechter  Hand  reprSsentirt  offenbar  denjenigen 

die 

Werth,  welchen  die  Gescüwiudigkeitscomponente  an- 
nehmen würde,  falls  man  &  constant  erhalten  wollte.  Alsdann 
aber  wurde  die  Bewegung  des  Rtf  rpers  in  einer  blossen  Drehung 
um  die  Axe  a  bestehen,  so  dass  also  dieser  erste  Term  nach 
Maassgabe  der  froheren  Formeln  (5.)  folgendennassen  ausdrttck- 
bar  ist: 

^  i**-    ^  J  - -  j  S » 

wo  o,,  a,,  a,  die  RiditungscoBimis  der  Axe  a,  und  A^y  A^j  A^ 
die  Goordinaten  eines  auf  a  liegenden  Punktes  A  vorstellen. 


Digitized  by  Google 


M  C.  ^ilVlUlrll,  • 

in  analoger  Weise  erhHli  man  fttr  den  MWtUm  Term  rechter 
Uaml  in  (^)  die  analoge  Fomel : 

^     -  ißt  l»^,  -  »,)  -  A  K  -  «.)!  ^ , 

WO  ^^^y         die  BlcMung^osmns  der  Axc     und  B^^  B^, 
die  Goordinalen  eines  auf  ß  liegenden  Punktes  B  vorsteÜeD. 
Subsiitnlrt  man  diese  AnsdrQcke  fn  (6.),  so  erliSllt  man  die 


erste  Pormel  des  folgenden  Systems: 

(7.) 

In  diesem  System,  dessen  beide  letzten  Formeln  in  nnaloger 
Weise  sich  ergeben,  haben  alsdann  die  ii  s  und  V's  folgende  Be- 
deutungen : 


=  rfl 

(8.)  . 

da) 

+  ^*  di  • 

dcp 

=  K''»  ■ 

(8a.)  • 

=-  («,^,  - 

-  •'•^•)  5 + w ».  - 

=  K^t  ■ 

Die  Formeln  (7.)  beziehen  sich  auf  das  Zeitelcnieni  dt^  oder 
(was  dasselbe  ist  auf  die  beiden  Zeitaugenhlicke  t  und  t-\-dt.  Um 
die  eigentUefae  Bedeutung  dieser  Formeln  (7.)  besser  ttborsehen 
SU  ktfnneii,  bemerken  wir,  dass  die  rechten  Seiten  derselhen 
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fnrcOf  =  0,  =  0,  X,  a  0  «uf  V^,  F,,  «ich  redncÜreD,  und 
davs  also  F«,  K^,  die  G€«diwiiidlgkc!t0coDipMieateo  dasjeDii^ 
spedellen  HasBenäleilchens  vorstellen,  welches  im  Angenlilieke  t 
im  Anfangspunkte  des  Coordioatensystems  (1 ,  2, 3)  sich  befindet. 
Denken  wir  uns  also  z.  B.  dieses  absolut  feste  Axensystem  (4,2,  3) 
der  Art  gewühlt,  dass  sein  Anfangspunkt  im  AiigenWicke  /  mit 
dem  Massenmittelpunkte  u  des  betrachteten  Kürpers  coincidirt, 
so  werden  F,,  \\,  \\  die  Geschwindigkeitscomponenten  dieses 
Massenmittelpunktes  o  vorstellen. 

NachtrUglieh  tihi  rsehen  wir  nun  ItMcht.  wie  diese  hier  an- 
gestellten Betrachtungen  auf  den  Fall  belwhxj  vieler  ArgunieiUe 
fp,  T,  •••  ausdehnbar  sind,  und  gelangen  daher,  indem  wir 
der  grösseren  Einfachheit  willen  die  Hichtungscosinus  a,,  a^^ 
und  ß^.ß^,  respective  mit  y^,  y,,  ^,  und  ^i,  ^«»^t  beaeichaea, 
zu  folgendem  Resultate : 

8ati.  —  Die  augenblickliche  Position  eines  starren  Kuipers  M 
im  Baume  sei  abhangig  von  beliebig  vielen  Argunumtm  ^,  r,  •  •  • , 
der  Art^  dau  die  Bewegung  des  Körpers^  foüe  nur  4%%es  dieser 
Argumente  swh  ändert,  in  einer  Drehung  um  eine  bestmmte 
Aase  besteht  j  für  welche  dieses  aUem  sich  ändernde  Argument 
den  zugek^^rigen  Drehungswinkel  repräsentirt.  Diese  Axen  mögen 
respective  die  die  ^-Aase^  die  t-Aase^  ti.  s.  to.  genannt 

werden;  so  dass  ».  B,  die  qnAxe  dif^enige  ist^  um  wdche  der 
Körper  sich  drehen  wOrde^  falls  nuim  nur  aikin  das  q>  sich  ändern 
lassen^  die  übrigen  Argumente  ^^t,  aber  constant  erhalten 
wollte. 

Denkt  man  sieh  nun  sämmtliche  Argumente  ^»  •  •  • 
tft  Aenderung  begriffen^  nämUeh  jedeß  derselhßn  alt  eine  büiebig 
gegebene  Function  der  Zeit,  so  werden  fiir  die  in  solcher  Wei^ 
chisrakterisirte  Bewegung  des  Körpers  die  Ges<Awindi^eilsisom- 
ponenten  eines  jeden  Körpertheikhene  m  {x^,  x^,  x^)  darstellbar 
sein  durcJi  folgende  Formeln : 


dt 


(9.) 


K,  +  n,x, 


dt 


tt 


€•  Nnmiiiif , 


400  F,,  V^f  Vfdie  Geicktomdi^^feiUcomponenten  des  MasMeiaiitteU 
jMniAtet  0  d€9  Körpen  wrsMtm,  noOkrmd  Q^,  ii«,  <2,  äk  Be- 
deittungen  habm : 


— 

dq> 
dt 

+  ^* 

di  +  ^^ 

d% 

dt 

-f"  •  • '  • 

ß,  = 

d(p 

Ii 

dt 
dt 

+  •  •  *  > 

dt 

dv 
dt 

Bier  bezeichnen  (p^ ,  r/),,  ^,  dtie  HtcAlim^xcomta  der  q^-Aoct^  tbenM» 
^t>  ^3  du'jnügm  der  ^Axe]  v.  «./l 
Äütei  ist  vorausges^zt,  das  der  Betraditwiy  zu  Chrunde  ge- 
legte absolut  feste  Axensysiem  (1,  2,  3)  sei  so  gewählt^  dass  sein 
Anfangspunkt  im  Augenblicke  t  mit  dem  UassenmitidpunkU  0 
coincidirt. 

Bemerkmig,  ~~  Der  MasMiiiiilttelpiiiiU  Ul  hier,  wie  ans  der 
Abtoiliiiif  des  Seilet  deotf  ick  hervorgeht,  nar  beisplelewelie  geviUt 

Hat  X.  B.  der  Körper  die  Gestalt  eines  PmUelepipedums,  so  wird 

der  Salz  auch  dann  noch  gültig  bleiben,  wenn  man  stall  df«?  Masse»- 
miltelpunktes  irgend  ciue  bestimmte  Ecke  dieses  ParalielepipedoiD« 

nimmt. 

Erhebt  man  die  das  Theilcben  w  (t,  ,  x^,  x^]  botrefffDilen 
GIcicbuiigcn  (9.)  zum  Quadrat,  und  niultiplicirt  man  sodann 
noch  mii  der  Masse  m  dieses  Tbeilchens,  so  erhält  man    B. : 

Summirt  man  jetzt  diese  Formel  Uber  sämmlliche  Theilebeo  m 
des  ganxen  Kdrpers,  so  erglebt  sich: 

Dieser  Formel  (11.  lie«i,  i'henso  wie  den  Formeln  (9.),  die 
Voraussetzung  zu  Grunde,  dass  der  Anfangspunkt  des  absolut 
festen  Axensystems  (1,  2,  3)  im  Augenblirke  /  mit  dem  Massen- 
mittelpunkte o  des  Körpers  coincidirt.  Füu'  ti  wir  nun  zu  dieser 
Voraussetzung  noch  die  hinzu,  dass  im  Augenblicke  t  die  Aam 
des  Systems  (4, 2|  3)  mit  den  von  0  ausgebenden  Haopttrüglieit»- 
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axen  de«  KUrpen  msaromeDfallen  solleo,  so  weiden  MkL  nur 
die  RelAUofien  gelten  [Art.  I,  pag.  4  67] : 

soDdeni,  wie  aus  der  Theorie  der  Trt^^heitraMnBente  <)  sidi 
erglebl,  auoh  folgende  Relaltoneii  stattfindeB: 

^'m(xj  -1-  £c{j  =  if,  ,       J^maP| fic,  =  0  , 

wo  1/  die  Gesammtmasse  des  Körpers,  und  ,  3/^ ,  .W,  seine 
HauptträgheiUmomenteheieichrmn.  Durch  diese  Relaiioneu(ii.))(/^.) 
gewinnt  die  Formel  ^4  4.)  die  einfachere  Gestalt: 

Üesgleicben  ergeben  sich  die  analogen  Formeln : 

2:fn =    Fi  +      2;mxl  +  i2;  ^^ma^  , 

Addirt  man  aber  diese  drei  Formeln,  so  folgt  mit  Rtickaicht  auf  {(t,] : 

wo  T  die  lebendige  Kraft  des  ganzen  Kttrpers  beieichnet,  wahrend 
V  die  Geschwindigkeit  seines  Massenuiittelpunktes  areprtlseuUri. 
Wir  erhalten  somit  folgenden  Satz: 


1)  Auf  die  Theorie  der  TräghciUmoinentc  hier  ntther  eingehen  zu 
wolleo,  würde  durchaus  Überflüssig  sein.  Denn,  wenn  Ich  aiidi  in  den 
gegenwärtigen  Anfsatt  allerhand  elementare  Dinge  herührl  habe,  ao  lal  das 
doch  laiaaer  nur  insofern  geschehen,  als  es  nothwendig  war,  um  die  hier 

darzulegenden  GrundzUge  der  analytischen  Mechanik  in  zusammeohängon- 
der  und  geschlossener  Gestalt  zu  Tage  treten  zu  lassen.  Die  Theorie  der 
Trägheitsmomente  aber  repräsenlirt  inmitten  der  Entwickelung  (|cr  analy- 
tischen Mechanik  gewissermassen  eine  feste  Insel,  deren  Ausseben  stets 
«Ai  und  dofMlte  bleiben  wird,  welche  Grundlagen  und  welche  RIehtnng 
mao  Jener  Balwickelttog  ancb  tverlbellen  nag. 


M  G.  NmtmAm, 

von  der  Geiammimaiie  Jf.  Ferner  mm  1, 2|  3  »ema  vm  c  an»- 

gehenden  MmupUrügheÜtaamj  und  M^^  JH^^  die  dieeen  Aaxn 
entsprechenden  Träyheitemcmente, 

Die  augenbUMkhe  FMiHen  dieees  Kbrpere  im  Btmme  sei 
abhängig  von  bdietng  vielen  ArgmtmMn  9^,  ^,  •  •  • ;  und  ewer 
der  Arty  dass  die  Bewegung  die  Kisrpersj  falls  nur  eines  dieser 
Argumente  sich  ander in  einer  Drehung  um  eine  bestimmte  Axe 
besteht^  für  welche  dieses  allein  sich  ündermie  Argument  den  zu- 
gehörigen Drehunyswinhel  repräsenlirL  Diese  den  einzelnen  Ar- 
gumenten entsprechenden  Axen  mögen  respeclive  die  q>-Ax€^  dte 
d-'Axe^  die  j-Axe^  u.  s.  f.  genannt  werden. 

Denkt  man  sich  nim  alV  diese  Argnmenle  gleichzeit t j  m 
Aenderung  begriffen,  nümiich  jedes  derselben  <tls  eine  beln'f>uj  tf- 
gebene  Function  der  Zeit,  so  wird  die  lebendige  Kraft  T  des  Ktn  imt 
in  jedem  Augenblicke  dieser  Bewegung  darstellbar  sein  äwxk 
folgende  Formel: 

(43.)        «T«  JfK*  +  if.ß;  -f  i/,i^J  +  1^3^!  , 

wo  Vdie  Geschwindigkeit  des  Punktes  a  vorsleUtf  während  Ü^,Si^,Sif 
die  Werthe  haben  : 

(44.)         fl,^^^^^.^;^  +  r,^-f  , 

Hier  bezeichnen  g>^f  g>^^  ^,  die  Riditungetosinus  der  gt-Aax  i» 
Bezug  auf  die  Hauptträj^i^ttaxen  I » 2,  3.  Analoge  Bedeutuegen 
haben      ^„  ^3  für  die  d^Aace,  U,  s.  f. 

Ist  I.  der  Körper  Biir  drohbar  um  eine  einzige,  und  tmt 
aheolut  feste  Axe  A  By  uad  bringt  man  euC  dieM  Axe  AB  die 
Beiefehnungen  tp,  (p^,  (p^,  fp^  in  Anwendung,  m  redneiren  mA 
die  Ausdruck«'  'I  i.)  auf  ihre  ersten  Glieder;  so  dass  die  Formel 
(43.)  die  Geslall  erhUU; 

(45.)  2r=¥P+(ii/,yr+ir.yj  + A/,9>1)(S)*- 


Digitized  by  Google 


Grundiüci  DBft  AirAcmMflBN  Mbcbahik.  Amt«  II.  §i 


Beaeiefane4.iDaii  den  eonsCanleii  senkreclrten  Abslaad  des  Massen- 

mittelpunktes  a  von  jener  Axe  AB  mit  /,  so  ist  offenbar  ^'==  ^  ^  j 
so  das8  also  die  Formel       auoh  so  darstellbar  isi: 

/46.)    Sr -  [HP  +  M.vt  +  M^q,*  +  M,,p\]  g)'  . 

Der  hier  in  der  eckigen  Klammer  enthaltene  Ausdruck  reprMsen- 
tirt  aber  bekanntlich  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in  Besug 
auf  die  Axe  AB.  Demgemttss  ergiebt  sich  folgender 

ZnsBiti.  —  B^M$i  tioHi  em  starrer  iRfrper  m  Drehung  um 
eine  absolut  feste  Axe  AB^  so  gilt  für  seine  lebendige  Kraß  T  die 
Formel: 

(17,  *r  =  ir.,f^t)=^'fö)'.  • 

1170  tA  ^  Mab  das  TrOgheiUmoment  des  Körpers  in  Bezug  auf 

d  w 

jene  Axe  A  B,  und  -~  die  Winkelgeschwindigkeit  vorstellt. 

dt 

Uebrigens  kann  man  den  Sat«  (13,),  (44.)  leicht  veraUge- 
meinem,  und  gelaugt  alsdann  au  folgendem  BesoUate: 

AUgemeines  Theorem«  —  Es  sei  a  der  Massenmittelpunkt 
eines  starren  Knrpers  von  der  Gesammtmaise  M,  Ferner  seien 
1 , 8, 3  Mtne  tfon  a  ausgehenden  äaiigftträ^tsaxenf  undM^f  M^, .)/, 
die  diesen  Aoeen  entepre^mden  Iriigkeitsftummie, 

Die  augenblickliche  Position  dieses  Körpers  im  Baume  sei  ab~ 
hängig  voji  beliebig  vielen  Argumenten  <D,  0,  ohne^)  dass 
dabei  über  die  Art  und  Weise  dieser  Abhängigkeit  irgend  welche 
Voraussetzuny  gemacht  werden  soll.  Alsdann  wird  der  Körper ^ 
falls  man  von  aW  jenen  Argumenten  nur  O  allein  swh  ünderHy 
etwa  um  dO  wachsen  lässtf  um  eine  gewisse  Axe  sich  drehen, 
ti  ü/irend  diese  Axe  ihrerseits,  sich  selber  parallel  bleibend,  nach 
irgend  welcher  Richtung  sich  verschiebt.  Diese  Axe  mag  die  O-Axe 
heissen,  und  der  ihr  z>((jchi>riiie  Drehrwgswinkel  mit  (f  bezeichnet 
sein.  In  analogem  ^inn''  mag  beim  Argument  Q  uofiäer  Q-Asoe 
und  vom  Winkel     die  Hede  sein,  U.  s.  f. 

Denkt  man  swh  alsdann  all'  diese  Argumente  O,  (9,  ••• 
gleichzeitig  in  Aenderung  begrilfen^  nämlich  jedes  derselben 

i)  Hierdurch  unterscheidet  sich  das  hier  anzugebende  Theorem  von 
dem  specielleren  Satze  (4  3.),  (14.). 
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als  eine  beliebuj  (jegehene  Function  der  /ettj  so  wird  die  lebendiye 
Kraft  T  drs  Körpers  in  Jedem  Äugenblicke  dieser  Bewegung  dor- 
sMbttr  sein  durch  die  Formel: 

wo  V  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  a  vorstellt,  und  Q^, 
die  Werthe  haben : 


(«9.)  fl.=  a>.^  +  e.g  +  ...- 

Hier  bezeichnen  0^,  Ö),.  0^  die  Co<^i?}us  derjenigen  Winkel,  unter 
denen  die  0-Axe  gegen  die  Axen  4,  3  geneigt  ist.  AncUoge  Be^ 
deutungen  haben  0,.  (9^,  0,  für  die  B-Axe.   U.  s.  f. 

Auf  den  Beweis  dieses  Theorems  werde  ich  übrigens  schon 
deswegen  hier  nicht  naher  eingehen,  weil  ich  von  demselben  im 
Folgenden  keinen  Gebrauch  machen,  vielmehr  mit  dem  spe- 
ciellereD  Satze  (43.),  (44.)  mich  begntigen  werde« 

§82. 

Uebcr  die  Bewe/^n^  eines  starren  Körpers  nnter  de»  Eimflui 
der  Schwere,  iwriMeondere  Mker  dM  Peidel. 

Wir  wolien  in  diesem  Paragraph,  und  ebenso  aueh  in  den 
beiden  folgenden  Paragraphen,  die  Erde  im  Welträume  in  abso- 
luter Ruhe  uns  denken,  and  irgend  ein  mit  der  Erde  yerbiindenes, 
also  ebenfolls  absolal  nnlrawegUches  Axensystem  mit  (x,  m] 
beieichnen.  Gleichseitig  wollen  wir  in  Betreff  der  Schwere  die 
gewtfhnliohen  Vorstellungen  acceptiren,  also  annehmen,  dass 
die  von  der  Schwere  auf  irgend  ein  Massentheilchen  m  aasge* 
Ubte  Kraft  =  mg  sei,  wo  g  eine  Constante  vorstellt,  und  dass 
die  Richtung  dieser  Kraft  ebenfalls  conxlan^  sei,  indem  wir  dabei 
in  üblicher  Weise  der  Worte  vertical  und  horizontal  uns  be- 
dienen. Die  constanten  Winkel,  unter  denen  die  Richtung  der 
Kraft  mg  gegen  die  Axen  des  Systems  (x,  y,  z]  geneigt  ist, 
mOgen  a,  y  heissen;  so  dass  also  die  betreffenden  Gompo* 
nenten  jener  Kraft  die  Werthe  haben : 

(4.)  m^cosa,      mg  cos  ß  ^      mg  cos  y. 
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wir  nun  «Üe  LAHAci'sohen  Differentiälgletehangen 
(Art.  pa|^  466)  auf  einen  starren  Ksrp&r  M  in  Anwendung, 
der  unter  dem  EinflttM  der  Sciwere  und  unter  dem  gieiob* 
teitigen  Einflon  irgend  wekhcr  anderwieiti^er  Äusserer  Krttfte 
in  Bewegung  be^iSen  ist,  so  eihalton  wir  mit  Htlok- 
sieht  auf  [4 .}  folgende  sechs  Fonneln: 


(2.) 


^^mg  cos  a  4-  ^  , 
etc.  etc. 


etc.  etc. 


Diese  Formeln  siml.  falls  mau  die  Gesaiiiiatmasse  des  Kör- 
pers mit  M.  ferner  die  Coordinaten  seines  MassenmittelpunkLes  a 
mit  f],  ^  bezeichnet,  und  die  bekaimten  Beiationen  (Art.  I, 
pag.  467]  beachtet: 

J[7m  =  M  ,  ^mx  =s    i* ,  =5  Jf ,  ^     ä  i/^  , 

auch  folgendermassen  darstellbar : 


(3.) 


dt* 

etc.  etc. 


etc.  etc. 


Diese  Fomidn  (3.)  sind,  was  ihre  rechten  Seiten  betrÜt^  offen- 
bar Ton  genau  derselben  Beschalfenheit,  als  hestftnde  die  Ton 
der  Schwere  auf  den  Ktfiper  ausgeübte  Wirkung  in  einer 
emsigen,  den  Xlirper  im  Punkte     rj,  C)  erlassenden  Kraft  mit 

den  Componenten  Mg  cos  o,  Mg  cos  /?,  Mg  cos  y,  Potglfch 
wird  die  durch  diese  Formeln  3.1  sich  bestimmende  Beweguuj^ 
des  Korpers  el)en falls  von  derselben  Beschaffenheit  sein,  als  be- 
stünde die  Wirkimg  der  Schwere  in  jener  einen  Kraft;  so  dass 
man  also  zu  folgendem  Satze  gelangt: 

5* 
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Satz.    Der  Einßuss  der  Schwere  auf  einen  slarren  kurpei 
ist  stets  von  genau  derselben  Art,  als  tvüre  die  ganze  Masse  (fes 
Körpers  concenthrt  in  seinem  Massenmittelpunkte,  Mit  Ht/cLstrht 
hierauf  pflegt  dieser  Massenmüttlpunkt  kuTMoeg  aU  8chwer~ 
punkt  des  Körpers  bezeichnet  zu  irrrden. 

Dies  vorausgeschickt,  gehen  wir  über  zur  Theorie  des 
Pendels,  d.  i.  zur  Betrachtung  eines  slarren  Körpers  J/,  der 
unter  dem  Einfluss  der  Schwere  in  Drehung  begriffen  ist 
um  eine  festgehaltene  horizontale  Axe.  Irgend  zwei  Punkte 
dieser  Axe  mögen  mit  1  und  2  bezeichnet  sein ;  und  die  zum 
Festhalten  dieser  Axe  dienenden  Krttfte  mögen  die  Punkte  4 
und  2  zu  Angpffspuniten  haben^  und,  was  ihre  noch  unbe- 
kannten Componenten  betrifii,  mit  X^f  Y^y  und  X,,  Y^^  7^  be- 
zeichnet sein. 

Wir  können  auf  das  Pendel  M  ohne  Weiteres  die  Lapi  ace- 
scben  Differentialgleichangen  anwenden.  Selbstverstimdlich 
haben  ^ir  alsdann  sämmtliche  den  Körper  M  soUieitirenden 
Mnaseren  Krttfte,  also  nicht  nur  die  Schwere,  sondern  auch  die 
soeben  genannten  Krttfte  X,t  Y^^  und  X,,  F,,/,  in  diese 
Gleichungen  aufzunehmen.  In  solcher  Weise  aber  gelangen 
wir  zu  sechs  Gleichungen,  dir  von  den  Formeln  (3.)  nur  da- 
durch sich  unterscheiden,  dass  X^,  K^.,  Z^  und  X^,  7^,^  an 
Stelle  der  dortigen  X\  Y^^  Z^  eingetreten  sind ,  so  dass  also 
z.  B.  die  letzt»  dieser  sechs  Gleichungen  folgendermassen 
lauten  wird: 

(4.)    2^m[x  ^)  =  ir^  (f  cos  /?  —  I?  cos  o)  + 

wo  oc^yy^,  z^  und  x^,  2,  die  Goordinaten  der  beiden  Punkte 
I  und  2  vorstellen. 

Denkt  man  sich  jettt  das  mit  der  Erde  verbundene  abaolnt 
feste  Axensyslem  {x,yj  s)  der  Art  gewählt^  dass  die  as- Ajm 
vertical  nach  unten  gerichtet  ist,  und  dass  Oberdies  die  s-Axn 
mit  der  horizontalen  Pendehixe  4  2  sosammenfkUt,  so  sind  die 
Goordinaten  x^,y^^x^,  y^  sämmtlich  =  0;  femer  ist  alsdana 
er  s=  0,  und  ß  ^  y  =:  90**;  so  dass  also  die  Formel  [4.]  sich 
reducirt  auf: 


.  .d  by  Googl 


GkUNBZCGK  DBH  ANALTTISGHBll  HlCHAIItK.  ArT.  II.  00 


Bezug  auf  den  Massenmittelpunkt  oder  Schwerpunkt 
o{gf  f^j  C)  und  mit  Bezug  auf  irgend  ein  KörpeiibeUclie&  m  {Xj  y,  s) 
oittgen  di«  Beitiichmiiigen  eingeilüirt  werden: 

X  =  l  cos  {(p  +  (5)  7  ' 
y  =  i  sin     4-  d)  . 


f  ?  =  ^  cos  , 
[  1^  =  A  sin  9  y 


Alsdann  reprUsentiit  ip  den  tMirfod/en  Winkel,  unter  welchem  die 
durch  die  Ptodelaxe  x  und  den  Sehwerjmnkt  a  gehende  Ebene 
gegen  dieYerticaldliene  geneigt  ist.  Andererseits  aber  werden 
X  und  ly  d  Constanten  sein;  und  zwar  beseidinen  X  und  l  die 

senkrechten  Abstünde  der  Punkte  a  und  m  von  der  Pendelaxe. 
Substituirt  man  die  Werthe  (G.)  in  (5.),  so  folgt  sofort: 

d.  L 

(7.)   ^j;-  sm  ep  , 

WO  alsdann  M  =  ^  m  l*  das  Trägheitsmoment  des  Körpers  in 

Bezug  auf  die  Pendelaxe  vorstellt. 

Bemerkung.  —  Wir  haben  hier  von  den  sechs  Gleichungen  ;S0 
DDf  die  Jelito  beautft.  Bringt  man  gleicluieitig  aaeh  die  Mkn§eH  itt 
AaweDdoag,  so  eiiKelMii  tidi  die  Wertbe  jeaer  unbekannten  Kiitle 
X^,  r,,  z,  und  A'j,  r,,  z„  welche  zun  FesUUlten  der  beiden  Punkte 
4  und  2  erforderlich  sind. 

Wir  haben  hier  vorausgesetzt^  dass  zwei  bestiaimte  Punkte 
i  und  ^  des  pendelnden  Körpers  M  festgehalten  werden.  Fast 
in  genau  derselben  Weise  aber  lässt  sich  aus  den  LAPLACs^schen 
Differentialgleichungen  die  Formel  (7.)  auch  dann  ableiten,  wenn 
der  Körper  M  mit  einer  in  zwei  festen  Lagern  sich  drehenden 
cylindrischen  Axe  versehen  ist,  felis  man  nur  voraussetzt,  dass 
die  einander  berUhrenden  FlScbentheile  des  GyUnders  und  jener 
beiden  Lager  vollkommen  glaU  sind. 

In  der  Thal  wird  in  diesem  Fall  die  auf  irgend  einen  Punkt 
flTp  z^  von  Seilen  des  festen  Lagers  ausgeübte  Widerslands- 
kraft X„  Fj/Zj  gegen  die  GylinderoberflMohe  normal  sein.  Es 
wird  daher  die  in  diesem  Fall  in  der  Gleichung  (4.)  an  Stelle  der 

^^^^  {X,  l\  -  yM      ixj,  -  y,.YJ 

auftretende  Summe 
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wiederum  verschwinden .  falls  man  nur  die  3-A:ie  des  Coordi- 
Otiten  System  8  mit  der  geometrischen  Axe  des  in  Hede  stehenden 
Cyliiuiers  zusamnienlallen  ittsst.  Denn  alsdann  wird  für  jed- 
weden Punkt  0?,,  y^,  der  Cylinderoberflache  und  für  die  auf 
denselben  ausgeübte  normale  Druckkraft  A',,  )',,  die  Formel 
stattfinden;  •  «  •  «  —  Y  •  K  •  7 

Andere  Methode.  —  Mau  kann  andererseits  zur  Ermittelung 
der  Bewegung  des  Pendels  auch  den  Satz  der  lebendigen  Kraft 
benutzen : 

(8.)  dT=   y^Xdx  -\.Ydy-{-  Zdz^  , 

wo  alsdann  T  die  lebendige  Kraft  des  betrachteten  Körpers  be- 
zeichnet. Dabei  braucht  man,  zufolge  jenes  Satz«  s  vgl.  Art.  I. 
pa^.  185],  von  den  auf  die  einzelnen  Körpertheilehen  m  ^x^  zi 
einwirkenden  Kräften  X.  /  nur  diejenigen  zu  berücksichtigen, 
welche  nach  Al>sonderung  der  Cohüsions-  und  Widerstandskräfte 
noch  übrig  bleil>eu.  also  nur  diejenigen  Kräfte  zu  berücksichtigen, 
welche  von  der  Schwere  herrlihren.  Der  Einilu.-s  dieser  letzteren 
Kräfte  ist  aber  (Satz.  pag.  68;  von  genau  derselben  Art,  als  wäre 
die  iianze  Masse  des  kör])ers  ia  seinem  Schwerpunkte  o  ^.  r.  T 
vereinigt.  Demsemäss  reducirt  sich  die  Formel  (8.),  unter  An- 
wendung der  Bezeichnungen       auf  : 

(9.)  dT^(Mg  (^s  o)  d|  +  (Mg  eo8  ß)  dt}  +  {Mg  cos  y)  dC  . 

Liisst  man  jetzt,  ebensu  wie  vorhin,  die  x-Axe  verlical  nach  unlea 
laufen,  und  die  ^-Axe  mit  der  Pendelaxe  zusammenfallen, 
mithin  a  ^  0,  und  ^  ^  /  :=  90°  werden,  so  folgt; 

(10.)  dT^MgdS, 

oder,  falls  man  für  |  den  Werth  (6.)  und  für  T  den  Werth  417.) 
pag.  65  substituirt: 

d.  i. 

vas  mit  (7.)  übereinstimmt. 


by  Google 


GurmSgi  »n  AHAuntcnn  Mwaumi.  Aar.  IL 


n 


Dritte  Methode.  —  Man  kann  schliesslich  zur  Losiini:  drr 
gestellten  Aufgabe  auch  den  HAMiLioN  Schen  Sat7.  oder  vielmehr 
die  aus  diesem  sich  ergebende  L.A<uu]iGB'8ctie  Difiereniialgleichung 
[Art.  I.pag.  4  $7]: 

benutzen.  Dabei  ist  hinsichtlich  der  Kräfte  A*,  y\  Z  genau  das- 
selbe zu  sagen,  was  vorhin  [beim  Uebergange  von  (8.)  zu  (9.)] 
bemerkt  wurde;  so  das8  man  also  mil  AttekAiobi  anl  (4.)  su 
folgender  FotumI  gelangt: 

LMt  man  jetzt  die  x-Axe  vertical  nach  nnten  laufen,  und  die 
j-Axe  mit  der  Pendelaxe  zusammenfaUeOi  mithui  a  0^  und 
ß&ys=t9iiP  werden,  se  loigt: 

oder,  falls  man  für  |  den  Werth  (6*}  und  für  I  den  Werth  (47.) 
pag.  65  substituirt: 

M^"  =     ifyil  ain  ^  , 

d.i. 

(«5-)  J  =  — i^*"»»; 

was  mit  (7.)  und  (H.)  Übereinstimmt. 

§23.  . 

lieber  die  Bewegung  einen  aub  zwei  gegea  eiaftaUer  drehkiren 
KUrpeni  fusaMVengesetiten  Peidels. 

Der  pendelnde  Körper  \f  sei  iusamuiengeseUt  aus  zwei 
Körpern  SOi  und  m,  von  denen  der  erstere  mit  eineui  in  zwei 
festen'^  Lagern  drehbaren  C\ linder  ylÄ  versehen  ist.  wahrend 
beide  Körper  unter  einander  durch  einen  zweiten  C\  linder  aß 
verbunden  sind.  Dieser  C) linder  aß  soll  in  3)^  fest  eingefügt 
gedacht  werden,  andererseits  soll  m  um  denselben  (nach  Art 

_  _  _    .  < 

1}  Man  vgl.  den  Anfang  des  vorhergebendeo  Paragrapli£.  ... 
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eines  Rades)  drehbar'),  und  zu  Anfang  um  denselben  in  ifj^. m  i 
welche  Hutationsgesi-luviiuliiikeit  versetzt  wordt  n  ^ein.  Dabn 
üei  öügieich  benierkL,däöH  wir  die  geometrischen  As.en  der  Ix  iden 
Cyünder  AB  und  aß  ebenfalls  mit  Ah  und  rtß  bezeichnen 
wtT(if'n,  und  dass  wir  völlig  daiuiigestellt  sein  lassen,  ob  diese 
I)eideu  Linien  AB  und  aß  in  derselben  Ebene  liegen,  oder  nicht 
ihr  constantet'  Neigungswinkel  mag  mit  x  bezeichnet,  und  ^i^(die 
eigentliche  Pendelaxe)  horizontal  gedacht  werdeiL 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  fiewegODg  des  SyslSBS 

tn  uAter  dem  fiinfliiss  der  SeÄtvere  naher  sii  uUersiioheB, 
unt^  der  Voraossetimigy  dass  keine  Atflning  Stattfindel,  dass 
mithin  die  in  jenen  Axen  AB  nnd  aß  einander  berflhrendea 
Flaehen  vMcommen  $laU  sind.  Auch  mag,  der  Einfachheit  wiHen, 
vorausgesetst  sein,  dass  der  Körper  m  ein  Umdrehun^kifrper  ist. 
und  dass  die  Axe  aß  identisch  sei  mit  der  geometrisehen  Axe 
dieses  Vmdrehnngskdrpers.  1^  Mattenmütelpunkt  a  des  Systesss 

m  wird  alsdann,  wahrend  m  um  aß  roCirt,  mil  Bezug  auf  SR 
stets  ein  und  dieselbe  relative  Lage  behalten,  mithin  als  ein 
Punkt  anzusehen  sein,  der  mit  der  Masse  des  Körpers  starr 
verbunden  ist. 

Die  augenblickliche  Position  des  Systems  S)?,  m  hängt  offen- 
bar nur  von  zwei  Argumenten  ab,  nämlich  von  den  den  Axen 
Ab  und  aß  entsprechenden  Drehungswinkeln  ip  und  r.  D^liei 
mag  (p  eingeschlossen  gedacht  werden  vondermH^DI  verlnmci*  nen 
Ebene  ABo  und  von  der  durch  AB  gehenden  Verticaiebene. 
Andererseilsmagr  eeleiif  11  sein  zwischen  zwei  durch  a;:/geh<»nden 
Ebenen,  von  denen  die  eine  mit  ^i,  die  andere  mit  jit  ver- 
bunden ist. 

Für  die  Bewegung  des  S  \  stems  SSSl,  m  gelten  nun,  falls  man 
seine  lebendige  Kraft  mit  T  bezeichnet,  die  L4GtAifoi'scliea 
Diflterstttlalgleiohnngen  [An.  I,  pag.  487] : 

I)  Et  soll  alio  m  mit  SR  in  denelbea  Weise  verimoden  sein,  wie  frfihir, 
psg.  t1,  JT,  mit  JT,  Tcrbuita  war«  Vgl.  die  Figvr  pef.  74. 


dt  d^' 
dt 
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Dabei  braucht  man.  was  die  auf  die  einzelnen  Kierjit  ntt  mix.'if.  z] 
(Ii  s  Systems  einwirkenden  Kräfte  A.  1 .  Z  hetrififl.  nur  diejenigen 
zu  berücksichtigen,  welche  nach  Absonderung  der  Cohäsions-  und 
Widerstandskräfte  noch  übrig  bleiben,  also  nur  diejenigen  zu 
berticksiobtigen ,  welche  von  der  Schwere  herrühren.  Denkt 
man  sich  also  die  x-Axe  vertical  nach  unten  gedobiet,  so  reducirt 
sieh  z.  B.  die  rechte  Seile  der  Formel  (4 .)  auf 

wo  H  =  3)2  +  m  die  Gesammtmasse  des  Systems,  und  ^  die 
x-oGoordinate  des  schon  vorhin  genannten  McasenmiUelpunktes  a 
vorstellt.  Biese  Goordinate  S  wie  aus  der  Deünition 

des  Winkels  9  folgt,  =  iL  cos  97,  wo  X  den  senkrechten  Abstand 
des  Ponktes  u  von  der  Axe  AB  beieichnet.  Demgemttss  ergtebt 
sich  für  die  rechte  Seite  der  Formel  (I.)  der  Werth: 

g  ^  {Ml  cos  9>)  =  —  gMk  sin  q> . 

Desgleichen  ergiebt  sich  itlr  die  rechte  Seite  der  Formel  (2.) 
folgender  Werth: 

g  ^  {Ml  cos  ^)  =  0  ; 

so  dass  also  jene  Gleichungen  (4.),  {i.)  die  Gestalt  gewinnen: 
* A  1  d  hT     hT  . , ,  . 

d  }iT      hT  ^ 
^  '  dt  dr 

Bezeichnet  man  die  ld>endigen  Kräfte  der  beiden  Ktfrper 
^  und  m,  einzeln  genommen,  mit  %  und    setzt  man  also : 

(5.)  r  =  3;-i-t, 

so  ist  [nach  (4  7.)  pag.  65]: 

(6.)  «2  — ^ii><jp'S 

wo  93?.4//  das  TrJtszheilsmoment  des  Körpers  'Ji  in  Bezug  auf  die 
Pendelaxe  AB  vorstelU.  Andererseits  ist  [nach  (13.j,  (14.) 
pag.  64.] : 

(7.)       Ät  =  ittr«  +  tttjn;  +  inißJ  + 


Digitized  by  Google 


74 


Hier  bezeichnet  m  die  GesaiuiQiuiasse  des  Korpers  m.  und  Tdie 
augenblickliche  Geschwindigkeit  seines  Massenmiilelpunktes  f ; 
so  dass  also  dieses  V  den  Werth  besitzt: 
(«.)  V  =  /9P', 

wo  l  den  senkrechten  Abstand  des  Punktes  s  von  der  Axe  AB 
vorstellt  [vgl.  die  folgende  Figur].  Ferner  beieichnen  2, 3 
die  vom  Punkte  s  ausg^endenHaupttittglieitsaxen  des  Körpers  in ; 
so  dass  also  die  Axe  I  als  identiseh  angesehen  werden  kann 
mit  aß.   Femer  bezeichnen  nii,  sh„      die  den  Ax«ii  I,  2,  3 


entsprechenden  Hauptlragheitsinomente  des  Körpers  m ;  so  dass 
also  =  in,  ist.  Endlich  sind  unter  i^^,  12,,  folgende  Aus- 
drttoke  zu  verstehen : 

iß,)  =  r/),f/)'4- r,T'  , 


T3T 


dabei  reprUsentiren  (f^.  (f^,  rp^  und  r, .  r,.  die  Richtungscosiaus 
der  Axen  AB  und  aß  in  fiezug  aui  die  Axen  1,  2,  3;  so  da6S 
also  z.  ß.  ^  4  „na      =  T,  «  0 

ist.  Mit  Rtteksieht  hierauf  ergtebt  steh  ans  (T.)  durch  Sobstitutim 
der  Werthe  (er.),  (ß.)  die  Formel: 

(8.)  2t  =  m (Ifp'Y  +  m, [fp.fp'  +  %'Y  +  m,(ijp,^7  +  m,(y,yr  i 
oder,  was  dasselbe  ist; 

(9.)  2t=[mi»H-nt,9;-f-ni,9{H-m,9>;]^p'»H-tntiy,^pV+i»/'- 


Digitized  by  Google 


GrcicdzC'gb  dir  AXAuriMGiiiif  Mbchanik.  Art.  II.  95 


X)er  Winkel  (^er  ff-A\p  AB  gcgtii  die  Axp  \  oder  aji  ist  der- 
selbe, den  wir  zu  Anfang  dieses  l'ar.iijraphs  mit  x  bezeichnet 
liaben.  Demgemäss  ist  ^p^  =  cos  x.  Ueberdies  reprUsentirt  der 
in  (9.)  in  der  eckigen  KlaHimer  enihaltene  Ausdruck,  wie  nun 
leicht  erkennt,  das  Trägbeitamemmil  VHam  des  KOrpcrs  m  in  Beiog 
ml  die  Axe  Aß\  bq  dw  nun  also  dIeM  P«nnei  atidi  so 
schreiben  kann: 

(10.)       $it^mAB<p'*  +  2in,  cos  x  •       -f  WiT''  . 

Nunmehr  folgt  aus  (5.)  durch  Substitution  der  Wertbe  (6.) 
und  (10.): 

(H.)  27=  {mAii  4-  mAß)q>'*  +  Sttl^  C08  ic  •        +  m.r*  , 

oder  einfacher  geschrieben: 

(1«.)        2  r=:  M^'»  4-  2^  cos  X  .       4-  /'i^'* . 

Von  den  hier  auftretenden  Constanten 

(12a.)  M^9RiA-f         und  fi^mt 

repräsentirt  alsdann  die  erstere  das  Traglieilisiiiouieul  des  ganzen 
Systems  M  =  Tl  -\-  m  in  Bezus^  auf  die  Pendelaxe  AB,  wUhrend 
die  letztere  das  Trügheilsiiionieal  des.  Ümdrehungskür|)er8  m  in 
Bezug  auf  seine  geometrische  Axe  a  ß  bezeichnet. 

Durch  Substitution  des  Werthes  [\%,)  erhalten  die  Differenz 
tiaigieichungen       (4.)  die  Gestalt: 

(14.)  i"  -f  cos  X  •  (p'  ==  0  ; 

woraus,  durch  £linunaüon  voo  v^,  sich  corgiebl: 

{M  —    OOS*  x)  9)*     —  gUk  sin  q>  , 

d.  i. 

<^*'>  JF  M-%cos'.""»- 

J>iir{A  titieis  (rkiclmn§  bmHtmd  nok  ^  a<f  AmdiMi  dsr  ZeiL  Und 
solches  fämhirt  fffiäacki^  bssümM  äsk  akäamf  miUeUt  4sr  aus 
(U.)  entspringenden  Formel: 

(46.)  57  *  ^  ' 

aucft  T  od  Function  der  Zeiif« 
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Um  das  Huuptresultat  unserer  l'ritersuciiunj<  heiser  über- 
sehen zu  können,  woiien  wirjelzt  das  gegebene  Pendel  .V=3Ä4-ra 
zum  zweiten  Mal  in  Schwingung  versetzen,  nnchdem  wir  aber 
luvor  die  beiden  Kiirper  3)i  und  m  susanimem/eltilfict.  d.  h.  starr 
mit  eiiuiiidtT  verbunden  haben.  Alsdann  erhalten  wir  für  dieses 
Pendel  nicht  mehr  die  Ditrerentiulgleichung  (lö.),  sondern  viei« 
mehr  [nach  (7.)  pag.  69]  die  einfachere  Gleichung: 

WO  sUmmtliche  Buchstaben  genau  dieselbe  Bedeutung  haben.  \^ie 
in  (15.).  DemgemUss  gelangen  wir  durch  Vergleichung  dieser 
Formeln  (F.)  und  (15.)  zu  folgendem  Resultate: 

Denkt  man  sich  das  gegebene  Pendel  M  ^  +  wieder^ 
holten  Malen  in  Schwingung  versetzt,  einmal  unter  der  Voraus- 
set zung^  dais  die  beiden  Körper  tind  m  zusammenyelothet  find, 
tias  andere  Mal  unter  der  Voraussetzung,  dnss  m  um  die  Axe  aß 
drehbar,  und  su  Anfang  um  diese  Axe  in  irgend  udchr  Iinta!i"iii' 
geschwindigkeit  versetzt  ist,  so  irird  das  Gesetz  der  h  ndclbeweyuny 
in  beiden  Fällen  denselben  C  h  arnhte  r  h  n  h<'n ,  und  nur  einen 
Unterschied  darbu'ten  /iim^icbtli'  h  de)-  ni  ihm  enthidienen  Constant^n 

Genauer  ausgedriicfit :  Geht  man  vorn  ersten  zum  z  weiten  Fall 
aber,  so  wird  in  der  Pendelbewegung  ein  Unterschied  eintreten  genau 
von  derselben  Art,  als  wäre  das  ursprüngliche  Trä^itsmoment  M 
des  Pendels  plötzlich  um  eine  gewisse  ConstatUe  vermindert  worden. 
Diese  Constanie  ttttas  cos*  wo  /i  d<sß  Trägheitsmoment  des 
Umdrehungskörpers  stt  in  Bezug  atif  seine  geometrische  Axe  aß, 
tmd  %  den  Neigungswinkel  dieser  Axe  gegen  die  Pendelaxe  Ai 
vorsteUt.  [Vgl.  die  Figur  pag.  74.] 

§24.  • 

Velber  die  Bewegaag  eine»  KrelüelH,  dessen  Spitze  fe«tgebalten  wird. 
Wir  nehmen  die  festgehaltene')  Spitze  0  des  Kreisels  ziin 
Anfangspunkt  eines  absolut  festen  Axenaystema  (o?»    r  ,  dessen 
ü0-*Axe  vertioal  nach  obet^  Uftkai  iMg,  und  setzen^  was  die  C/M* 
dinaten  |;  17,  {  des  Sokmrpimfcilea  &  des  Kreisels  betrifü: 

I  s  /  cos  ^ , 

(1 .)  1/  =  /  sin  ^  cos  y  , 
  *     (  =  /  sin  ^  sin  ^  , 

IJ  Man  vgl.  den  Aafaag  des  §  f  S,  pag.*  OS. 
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WO  i  die  eonstante  Tjingc  der  Linie  Oa  vorstellt.  Alsdann  wird 
die  angenbUckliche  Position  de»  Kreisele  tko  Räume  völlig  be^ 
sein  dareh  Angabe 


der  drei  Argumente  ^ 
und  T,  wo  T  den  Drehungs~ 
Winkel  Yor^teMt:  Es  eolt 
nttmlleli  t  denjenigen  Win- 
kel beieiehnenyUnleT  wel- 
chem eine  bestiminte  mit 
dem  Kreisel  verbnadene 
und  durch  seine  geome- 
triscbe  Aze  Oa  gelmdo  , 
Ebene  gegen  die  angen- 
blickliehe  Meridianebene 
aOx  (d.  i.  gegen  die  Ebene 
des  Winkels  x>)  geneigt  ist. 

Um  die  Vorstellung  zu  fixiren,  wollen  wir  die  SpiCke  des 
Kreisels  als  eine  kleine  Kugel  iins  vorstellen,  welche'eing^enkt 
Ist  in  eine  auf  der  festen  Horltontalebene  bei  0  sich  vor- 
findende kugelförmige  (resp.  halbkugelförmigc)  Vertiefung,  und 
annehmen,  dass  die  daselbst  einander  berührenden  Plächentheite 
vollkommen  glatt  sind.  Auch  soll  der  Radius  der  genannten  kleinen 
Kugel  genau  ebenso  gross  sein,  >vio  derRadiiis  jener  kugelftSrmigen 
Vertiefung:  so  dass  also  der  mit  0  bezeichnete  Punkt  den  gemein- 
schaftlichen Mittelpunkt  tlicser  beiden  Kui^elfliiehen  reprüscutirt. 

Ebenso  \vie  in  den  früher  betrachteten  Beispielen  werden 
alsdaiiu  bei  den  LAGRANGB^schen  Gleichungen,  und  auch  l)eiiii 
Salz  der  lebendigen  Kraft  nur  die  von  der  Schwere  herrührenden 
Kräfte  zu  berücksichtigen  sein;  so  dass  man  also,  mit  liinbiick 
auf  den  Satz  pog.  68,  und  mit  Bttcksichluahme  auf  (i.j,  zu 
folgenden  Furmeln  gelangt; 

rf7ö^""b^  ^^d^-"' 

57  55'.-55=-~^'^S5  =  ^*'^^^"^' 


(2.) 


(lTr=  ^  gMd^  ,  d.  i.  r-f-  fjAJl  cos  ^  =  Const.  , 
wo  rdie  lebendige  Krall  des  Kreisels,  undi/  seine  Masse  vorstellt. 


78 


C  NlOMAKÜf 


Bezeichnet  man  die  vom  Schwerpunkte  a  MWgehenden  drei 
fiauptträgheitsaxeii  des  Kreisels  mit  4 .  3,  und  die  entsprechen- 
den Tritgheitsmomente  mit  ,  3/, ,  3/, ,  so  ist  die  lebendige 
Kraft  r  des  Kreisels  [Sata(l3.),  (U.)  pag^  64]  anedrOekbar  durcb 
die  Formel: 

(3.)       « r = jf  p  -f-  if,    +  j/,  -q;  4-  3/3  ü\ , 

wo  die  i2's  die  Bedeutungen  haben : 

=  ^1 93'  +  1^,  ^'  +  , 
(4.)  =«        4-        +  , 

wahrend  T  die  augenblickliebe  Gescbwindigkeil  des  Schwer- 
punktes (7  repräsentirt.  Es  hat  mithin  P,  wie  aus  (4.)  sich  er- 
giebty  den  Wert: 

(5.)  P  =        +      sin*  ^)  . 

Was  die  Formeln  (4.)  betrifft,  so  reprllsentlren  ^| 
die  Cosinus  der  Winkel,  unter  welchen  die  fp-Axe  gegen  (Ve 
HaupUrttgheitsaxen  4 , 2, 3  geneigt  Ist.  Und  zwar  ist  dabei  unter 
dieser  ^-Axe  diejenige  Axe  zu  Terstehen,  um  welche  der  be- 
trachtete Körper  M  sidi  dr^en  wttrde,  falla  man  die  beiden 
andern  Argumente  ^  und  %  conslant  erhalten  wollte.  Hieraus 
folgt,  dass  diese  9-Axe  identisch  ist  mit  der  Linie  Ox  [vgl.  die 
Figur],  d.  i.  mit  der  x-Axe.  Demgeiuäss  ergeben  sich  for 
'/d  y  »>  V  3  '^^^  Werthe: 

9^  =  cos  ^  ,  =  —  sin  ^  ,      flPj  =  ö  , 

falls  man  nimlich  zur  Axe  h  die  geomeirliche  Axe  Oa  erwahh, 
andereFsella  tur  Axe  %  diejenige  nimmt,  weiche  in  der  MeridiaQ« 
ebene  (d.  i.  in  der  Ebene  des  Winkels  ^)  liegt.  Vgl.  die  Ffgnr. 

Ferner  ist  die  -^Axe  diejenige,  wn  welche  der  KOrper  sidi 
drehen  wttrde,  falls  man  die  Argumente  ^  und  t  oonatcnt  er^ 
halten  wollte.  Es  ist  also  diese  ^-Axe  nichts  Anderes,  als  die 
in  0  auf  der  Meridianebene  (d.  i.  auf  der  Ebene  des  Winkels  9) 
errichtete  Normale.  Hieraus  folgt : 

Endlich  ist  die  r-Axe  die  geometrische  Axe  des  Kreisels,  nanilicb 
diejenige,  um  welche  die  Drehung  des  Körpers  erfolgen  wtirde. 
falls  man  ip  und    constant  erhalten  wollte.  Demgemass  ergiebt 

r,-1,      ».«(V,  T.=«. 
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Die  FomelD  (4.]  gewinneo  somit  die  Geelail: 
fl,  =  4-  9'  cos  ^  H-  t'  , 
(6.;  «  —  9)'  sia  ^  , 

^3  -  y . 

Substituirt  man  aber  jetzt  die  Werthe  (5.),  (6.)  in  (3.)  und  be- 
«ebtei  man  dabei,  dass     ^  if,  ist,  so  ergiebi  sieh: 

6.1 

(7,)  2  r    (if ^  -f  i't)  (^'*  +  y »ia*  ^)  +     (y'  cos  ^  -f.  j';  * . 

Da  es  sieh  nur  am  die  Bestimmiuig  der  drei  Unbekamiteii 
(fj  ^,  T  als  FmictioDen  der  Zeit  handelt,  so  kann  man  eine  der 
vier  Gleichungen  (2.)  t.  B.  die  »weite  als  ttberflttsaig  fortlassen. 
Die  Obrigen  drei  Gleichungen  gewinnen,  weil  7  (7.)  von  r', 
nicht  aber  von  g>,  %  selber  abhllngt,  die  Gestalt: 

-77  ^  ;  —  0  ,     d,  1.        =  Const. , 

dt  b(p  ötp  ' 

und :     T  +  9  Jf{  cos  ^  =  Const.  , 

oder,  faiis  inan  jetzt  für  T  den  Ausdruck  ^7.]  wirklich  substituirt, 
foigeade  Gestalt : 

(a.)  JfJ  g>'sin*i^+if,cos^(y'co8^+i:')=Con8t,, 

^'cos^+T^sGonst., 

(y.)(i//*+i/,)(^'*+T'*8»»*^)-4-^i(^'oos^4-0'H-2^i'/cos;^=Coiisi. 

Wir  wollen  nun.  was  den  Anfangszustand,  d.  i.  die  Werthe 
ffü'  ^0  To«  '^o-  ^0  ^)etrifln,  festsetzen,  dass  tpl  und  r/leich 
S'uU  sind,  dass  hingegen  tJ,  äusserst  yross  ist.  Mit  anderen 
Worten:  Wir  uollen  festsetzen,  dass  zu  Anfang  die  geometrische 
Axe  des Kretsels  in  Ruhe,  seine  Hotationsgeschwindigkeit  um  diese 
Axe  aber  ungemein  gross  gewesen  sein  soll.  Aisdann  geht 
s.  B.  die  rechte  Seite  der  aus  iß,)  sich  ergebenden  Gleichung 

cos    +  T  =     cos  + 
Uber  in  t^' ;  so  dass  man  erhält: 
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Mit  Rücksicht  liierauf  gewümen  sodano  die  GleiGäun^en  (a.)  und 
[y,)  folgeade  Gestalt: 

( Jf/*  -h  If J  (p'  sm*  ^  «=    r;  (cos     —  cos  ^)  , 
Ml*  H-  J/,]  [^'^  +      sin*  ^>  =^igMl  (cos     -  cos  . 

Schreibt  man  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  von  Nenem 
hin^  und  schreibt  man  sodann  auch  diejenige  Gleichung  hin, 
welehe  aus  diesen  beiden  Gleiöhuiigen  durch  Eliminatton  von 
entsteht,  indem  man  dabei  jedesmal  [mittelst  der  in  (i .)  ange- 
gebenen Relation;  |  j  cos  ^]  die  Variable  §  an  Stelle  von  ^ 
einfuhrt,  so  erholt  man  nach  elementarer  Rechnung  folgende 
beiden  Formeln: 

i<n    dg»^  ■y.«-;<  g.-i 

^  '       dt     W+lü  i»  -  r  ' 

©'=  Jf^Tl?;  <^  -  ^«^     -    -        -  ^'^1 ' 

wo  den  Anfangswerth  von  |  repräsentirt,  während  2^1  folgende 
Gonstante  beseichnet: 

J)t(rrli  die  drei  Gieichungen  (8.),  (9.'^.  {\0.)  beslimmen sich  i,  <f 

und  das  an  Stelle  von  0^  eingeführte  f  als  Functionen  der  Zeit. 

Und  zwar  bestimmt  sich  ^  aus  (iO.J,  sodann  ip  am  (9«),  wnd  hwruM( 

endlich  %  aus  (8.). 

Bemerkung.  —  Zu  den  Gleichungen  (10.),  (9.),  (8.)  tritt  bfi  Be- 
rechnung der  v*»n  der  Zelt  abhängenden  Functionen  ^,  (p,  r  selbüt- 
versländlich  noch  die  Anforderung  hinzu,  doss  diese  Funclionen  die 
vorgeschriebenen  Anfangswerthe  1^,  (p^,  besitzen  sollen.  Den 
Qleiehungen  selber,  sowie  eoeb  dieser  Anforderang.  wird  «ber  ^ 
Bttge  geleistet,  falls  man  Jenen  Fonetionen  |,  ^»  y  für  J§äi  beiUbige 
Zettl  die  Werthe  beilegt: 

wie  solches  tos  dem  blossen  Anblick  der  Oleicbongen  (io.),  (9.],  ;6.; 
sofort  bervorgebt;  Nun  waren  ^ot  9o  oder  was  dasselbo  ist  ^  ^ 

beliebig  gegeben.    Mit  andern  Worten :  Die  Anfangslage  der  ^o- 

metrischen  Axp  des  Kreisels  xvnr  eine  beliebig  {jegebene,  also  i.  B. 
von  beliebiger  Neigung  gegen  die  Hori^ontalebene.  Und  die  beiden 
ersten  der  Gleichungen  (A.)  sagen  nlso  aus,  dass  die  geometrische 
Axe  des  Kreisels  in  dieser  beliebig  gegebenen  Anfangslage  fort- 
dauernd verharren  wird;  —  was  offenbar  absnrd  ist. 
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Dieses  Absordnm  ksDO  nstttrlieli  nur  dadurch  eotsltuden  selo, 
dass  in  unsere  Betrachtungen  irgend  ein  Fehler  sich  eingeschiicbea 

hat.  Und  dieser  Fehler  besteht  darin,  dass  wir  von  den  vier 
rilcifhiingcn  (i.)  die  zweite  „als  überflüssig"  forlliessen.  Zieht  man 
nlimlich  diese  dauiuls  fortgelassene  Gleichung  mit  in  Betracht,  so 
zeigt  sich  sofort,  dass  die  Werthe  {A.)  derselben  uickl  Genüge  leisten, 
dess  diese  Wertiw  also  l^einen  Anspruch  darauf  hahen,  als  die  Ltfsnng 
des  hier  vorliegenden  mechanischen  Prohlema  angesehen  su  werden. 

Um  die  Dinge  \veiter  aufzuklSren,  diene  fo^endes  einfache  Bei- 
spiel. HesveL't  '^irh  IttfiL's  {h»r  vertiral  nach  oben  gerichteten  ,r  A\o 
ein  lualerieller  Punl^t  m  unter  dem  Eintluss  der  Schwere,  so  gilt  (Ur 
die  Coordinate  x  dieses  Puniites  die  DiiTerentialgieichung: 

Bezeichnet  man  den  Anfisngswertb  von  x  mil  dp«,  und  nimmt  man  an» 
dass  der  Ponkt  tu  Anfsng  in  Buhe  gewesen  ist»  so  folgt  aus  dieser 
Gieichnng  in  heliannler  Weise: 

{V.)  (^^)  =2ir(^o-^). 

Wollte  man  nun  von  diesen  beiden  Gleichangeo  {U.},  IV.)  die 
erste  „als  überQüssig"  fortlassen ,  so  würde  man  ni  dem  absurden 
Resultate  gelangen,  dass  r  fortdauernd  den  constanten  Werth  .r^  bei- 
behält, dass  niithiu  der  betrachtutu  Pualwt,  trotz  der  einwirkenden 
Schwere,  fortdauernd  in  Ruhe  bleibt. 

Man  kann  die  Gleichung  (1 0.J  auch  so  schreiben : 

WO  /■  I)  als  Abbrev  iaUir  dienen  soll  zur  Bezeichnung  der  rechten 
Seite,  während  a  und  y  die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen 
Gleichung  {S  -  f»)  =  0 

reprflseDtiren.  Diese  Wuneln  sind,  weil  die  Gonstante  A 
ebenso  wie    ,  ungemein  gross  ist,  entwickelbar  nach  fallenden 

Potenzen  von  i4,  und  bei  Vernachlässigung  von  folgender- 

massen  darstellbar: 

t 

LttSBt  man  den  trivialen  Fall,  dass  die  Anfangslage  der  geo- 
metrischen Axe  des  Kreisels  genan  vertical  ist,  bei  Seite,  so 

]l»tb.-flijs.  dam  ISSS.  6 
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wird  l  (setoer  Definition  snfolge)  stels  |, ,  milhin  P  —  IJ 
stets  >^  0  sein.  Aus  den  mit  der  ungemein  grossen  Constenlen  A 
behafteten  Formeln  (43.)  folgt  somit,  dass  a  sehr  wenig  kleiner 
als  ,  nnd  dass  andererseits  y  sehr  gross  ist.  Trägt  man  also 
diese  Gonstanten  er,  ^,  sowie  auch  die  Gonstanten  /,  f ,  auf  ii^end 
einer  Axe^  welche  die  f-Axe  heissen  mag,  als  Ahscissen  auf,  so 
entsteht  folgendes  Bild: 


Die  Constanlen  a,  y  sind  aber  zugleich  die  Wurzeln  des  in  (1 
angegeben cn  Ausdrucks /'(^j.  Demgemüss  wird  diese  Function 
welche  für  |  =  —  oo  negativ  ist ,  in  jedem  der  drei  Punkte 
er,  y  ihr  Vorzeichen  wechseln,  der  Art,  dass  sie  links  von  a 
negativ,  zwischen  o  und  So  p^vi/rt;,  xwischen  und  /  negativ, 
und  sodann  rechts  von  y  wieder  positiv  ist.  Von  den  beiden 
positiven  Intervallen  und  yoo  [die  in  der  Figur  durch  be- 
sonders starke  Striche  hervorgehoben  sind]  kommt  das  letztere 
nicht  weiter  in  Betracht,  weil  die  Variable  |,  ihrer  geomelriscfaen 
Bedeutung  infolge,  stets  ^  /  bleibt,  in  jenes  Intervall  yoo  also 
niemals  hineingerathen  kann. 

Wahrend  der  Bewegung  des  Kreisels  wird  nun  oflenbar 

also  nach  (12.)  auch /  (|]  beständig  positiv  sein.  Mit  andern 

Worten :  Die  Variable  S  wird,  während  der  Bewegung  des  Kreisels, 
nur  solche  Werthe  annehmen  können,  für  welche  f{^)  positiv  ist. 
Und  es  wird  also  dieselbe,  weil  das  Intervall  yoo  nicht  in  Betracht 
kommt,  wahrend  der  in  Rede  stehenden  Bewegung  fortdauernd 
im  Intervall  a^^  bleibe^}.  Ueberdies  wird  ein  Uebergehen  der 
Variablen  i;  vom  Wachsen  zum  Abnehmen,  oder  umgekehrt  vom 
Abnehmen  zum  Wachsen  mn  in  solchen  Augenblicken  möglich 

sein,  in  denen         d.  L       verschwindet,  also  nur  möglich 

sein  in  solchen  Augenblicken,  in  denen  die  auf  das  Intervall  fr; 
beschrankte  Variable  ^  einen  der  beiden  Kndpnnkte  die-^es 
Intervalles  erreicht.  Wir  gelaugen  somit  zu  folgendem  Uesull^ile: 
Während  der  Beweijumj  des  Kreisels  wird  seiji  Schwerpunkt o 
beständig  auf  einer  um  den  festen  Punkt  O  [vgl.  die  Figur  pag.  77) 
mit  drm  Radius  l  beschriebenen  Kugelfläche  bleiben^  und  auf  dieser 
Kugelfläciie  hin  und  her  laul'en  sswisclien  z  wei  einander  äutserU 
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nahen  Horizontalebenen  i;*  =  a  und  ^=  f^.  Auch  wird  dieser 
PuiiLt  a  vom  Steigen  zum  Sinken  und  uinye kehrt  vom  Sinken  zum 
Sfeifjen  immer  Jiur  in  sofrhen  Augenblicken  iibenjehen  kinincn,  in 
(It'nen  er  eine  dieser  beulen  IJunzuntdit'benen  errficht.  Du  Ixu'ih'n 
Kreise j  in  denen  die  Kugelfläche  von  den  in  Hede  stehenden  beulen 
Jlorizontaiebenen  geschnitten  wird^  mügen  kur»wey  die  beiden 
Hauptkreise  heissen. 

Seist  mao^  um  die  VorstelluDg  zu  fi^iiren  voraus,  dass  die 
gogebene  äusserst  grosse  GoDstaote  t!,  positiv  ist,  so  wird  das 
Asimutb  ff  dns  Punktes  a,  während  seines  Steigens  sowohl  wie 
auch  wAhrend  seines  Sinkens,  beständig  im  Wachsen  begiiffeu 
sein.  Denn  es  sind  §^  —  ^  und  l*  ^  P  stets  positiv,  und  es  ist 
daher,  mit  Rucksieht  auf  die  soeben  gemachte  Voraussetsung, 
die  rechte  Seite  der  Fonnel  (9.)  ebenfalls  stets  positiv. 

Um  die  noch  unbekannte  Bahn,  auf  welcher  der  Punkt  a 
«wischen  den  beiden  Hauptkreisen  f  =  er  und  S=^§t  hin  und 
her  geht,  näher  lu  untersuchen,  l)edienen  wir  uns  der  beiden 
aus  (12.)  und  (9.)  entspringenden  Formeln: 


(14.)  äi^.y^'^'-^''^ 


  vif  "JITt  .  r/t 

(15.)  dw=^$l\%A'  JSo  ^   

wo  A  die  in  (14.)  efaigefahrte  Gonstante  vorstellt,  wahrend 
e  =s  +  1  oder  =  —  I  ist,  je  nachdem  der  Punkt  a  im  betrach- 
teten Augenblicke  im  Steigen  oder  im  Sinken  sich  befindet.  Sind 

(J,  (p)\  und  -h  <y  +  rff/>)  die  Positionen  des  Punktes  a 
auf  seiner  noch  unbekannten  Bahn  in  zwei  auf  einander  folgen- 
den Zeitaugenblicken  t  und  f  +  ^^  «Bd  denkt  man  sich  auf  der 

Kugelflache  durch  (|,  (p)  einen  ParaUelkreis  gezogen  (d.  i.  einen 
Kreis,  der  mit  all  seinen  Punkten  in  ein  und  derselben  Horizontal- 
ebeno  lies^l).  so  wird  das  zwischen  jenen  l)ei(len  Positionen  \i^if) 
und  -|-  d^",  (p  -h  d(p)  gelegene  Bahnelenimt  gegen  diesen 
Parallelkreis  unter  einem  Winkel  w  geneigt  sein,  für  welchen 
die  Formel  gilt: 

('«•)  '«"'  =  is4gi^|: 

6» 
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wie  solches,  durch  einfache  geometrische  Betrachtung^  und  mit 
Rücksicht  auf  die  Rektion  |=s  /  cos  sich  leicht  ergiebk  Bienos 
folgt  durch  Benutsung  der  Formel  (4  5.)  sofort: 


Denigeinäss  erhält  man  also  für  alle  Bahnpunktf ,  die  dussfll"' 
J  haben,  auch  ein  und  denselben  Werth  von  lg  (o,  abgesehen  vom 
Factor  «  =  zt  4,  und  gelangt  daher  zu  folgendem  Salze: 

Die  auf  der  Kugelflüche  zwischen  den  beiden  einander  äusserst 
nahen  hauptkreisen  $  =  a  und  ^  ~  ^„  hin  und  hergehende 
Bahn  des  Punktes  a  besteht  aus  einzelnen  zu  einander  con- 
gruenten^  respective  symmetrischen  Stückeny  deren  jedes 
vom  einen  Hauptkreise  zum  andern  reicht.  Und  zwar  ivird  jedet 
solches  Bahnstück  tangential  sein  sum  untern  Hauptkreise 
|a=a,  hingegen  orthogonal  sein  zum  obern  Ilaupikreise 
I  s  1^.  Denn  aus  f17.)  ergiebt  sich  w  =  0  für  ^  =  hin- 
gegen w  =  90°  für  f  =  Auch  erkennt  man  aus  (17.),  dass 
von  I  s  a  bis  f  SS  in  fortdauerndem  Wachsen  be- 
griffen ist. 

Wir  betra(ht(  Ti  irgend  ein  solches  Bahnstttck  AB^  und 
Stellen  uns  die  Aufgabe,  die  Zeit  T  zu  berechnen,  welche  der 
Punkt  a  sur  Durchlaufüng  desselben  braucht,  und  ebenso  audi 
den  Unterschied  0  der  Asimuthe  der  beiden  Punkte  A  und  ß 
nSher  su  bestimmen.  Liegt,  wie  wir  annehmen  wollen,  A  auf 
dem  untern f  und  B  auf  dem  obern  Hauptkreise,  so  wird  der 
Punkt  a  bei  Durchlaulung  dieses  Bahnstttckes  il  in  bestandigem 
Steigen  begriffen  sein.  In  den  Formeln  (44.),  (15.)  wird  daher, 
wahrend  dieser  Bewegung,  der  Factor  e  fortdauernd  =  +  1 
sein.   DemgemBss  erhalt  man  aus  jenen  Formeln: 


Zar  Berechnung  dieser  Integrale  mag  non  an  SteUe  des 
von  a  nach  gehenden  Integrationsargumenles  |  eine  nciw 
Variable  w  eingefdhrt  werden  mittetet  der  Formeln: 


Digitized  by  Google 


GftL'NDZbGE  D£R  Ai\ALYTlSCHE?(  MfiCUAMK.    ArT.  IL  85 

(flf.)  f  _  flf  —  (1^  —  a)  sin«  w  , 

-  S  =  if  •  -  a)  cos»  w  , 
iy.)  rff  =  2     —  er  sin  w  cos  w  ef w  . 

Seist  man  zur  augeoblieklichen  Abkürzung: 

so  ist  nach  {\  S.\ : 

wodurch  die  Formeln  (a.),       f^^.)  folgende  Gestalt  erhallen: 

c  bin^  w 

 ~' 

  c  cos*  w 

Sc  sin  w  cos  w  dw 

Aus  (jj.)  folgt  sofort: 

Und  diese  beiMpn  letzten  Formeln  sind,  mit  Rücksicht  auf  den 
in  (c.)  angegebeueu  Werth  von    auch  so  darstellbar: 

(X.)  gt^  +     ^^^'^  "  -  > 

Substitnirt  man  aber  die  Wertfie  (^.),  (j^.),  (^.)}  (<0f  i^-) 

in  fi8.),  (19.\  indem  man  dabei  die  höheren  Potensen  des  sehr 

\ 

iLieinen  Bruches  ^  vernachlässigt,  und  beachtet  man  [vgl.  (a.j, 
(ß,)],  dass  die  Integration  nach  der  neuen  Variablen  w  von  w  =  0 

bis  w  =  ^  auszufuhren  ist,  so  erhält  man : 


t 
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^      •  /**  2  c  cos'  w  •  </w 

a>  =  /V2/i  /  — 


oder,  falls  man  die  Integrationen  wirklich  ausführt,  und  für  c 
seine  eigentliche  Bedeutung  (d.)  subsUtuirt: 


oder  mit  RUcksiciit  auf  (14.): 
(24.) 


7t  Ml*  4-  3A,  ,  ^ 


Diese  mit  den  sehr  grossen  Nennern  rj  und  Ä  behafteten  For- 
mein (24.)  zeigen,  dass  T  und  (2>  sehi-  klein  sind. 

Legt  man  also  durch  den  Punkt  B  einen  Meridian,  und  be- 
zeichnet man  das  zwischen  den  beiden  Uauptkreisen  f 
und  f  s=  a  gelegene  Stttck  dieses  Meridians  mit  BC,  ao  wird 
nicht  allein  BC,  sondern  ebenso  auch  i4C  äusserst  klein  sein. 
Uebrigens  ist  das  Verhttltniss  dieser  beiden  Liniensegmente  A  C 


und  CB  zu  einander  leicht  angebbar.  Bringt  man  nttmlich  aul 
das  kleine  Dreieck  ABC  die  allgemeine  Formel  (4  6.J  in  Ascveih 
dung,  so  erhält  man : 


tgß  = 


? ,  —  « 


a' 


wo  12  den  Winkel  BAC  bezeichnet.  Hieraus  folgt,  falls  man 
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fttr  0  den  Werth  (SK),  und  fttr  (S^  —  cf)  den  aus  der  eriuh 
Formel  (13.)  entspringenden  Wertb  substituirt: 

/«  — ff«      «.4      n^/       TT      -  «•» 

oiier,  falls  man  für  u  den  Wcrih  (43.)  einseUt,  und  nach  fallen- 
den Potenzen  von  A  entwickelt ; 

o(U  r,  falls  man,  wie  ülxTall  hoi  dieser  Untersuchung  geschehen 
l8t,  die  Glieder  höherer  Ordnung  vernachlässigt: 

(22.)  <8^  =  |* 

Derogemass  verbaiten  sich  [vgL  die  Figur]  die  beiden  Linien- 
Segmente  AC  und  CB  zu  einander  wie  ft  su 

Zerlegt  man  also  die  Zone  zwisdien  den  beiden  einander 
äusserst  nahen  Hauptkreisen  durch  auf  einandet*  folgende  Meridiane 
in  einzelne  Rechtecke,  der  Art^  dass  jedes  derselben  je  eines  der 
vorhin  besprochenen  Bahnstücke  in  steh  fasstj  so  wird  in  jedem 
solchen  Rechteck  die  horizontale  Seile  zu  der  auf  ihr  senkrechten 
Seite  sich  verhalten  wie  .r  zu  2. 

Ks  sutd  uuiiiui  die  einzelnen  Bahnstücke  nicht  nur  ihrer  Höhe 
nach,  sondern  ebenso  (iiich  in  horizuntaler  Er  Streckung 
äusserst  klein,  Ueherdies  ist  die  Zeit  r(24.),  binnen  welcher 
ein  solches  ßahnstiick  vom  Punkte  o  dui  chiaufen  wird,  äusserst 
kurz.  Demgemäss  wird  die Bewequmf  des  Punktes  a  zu  bezeichnen 
sein  als  eine  zwischen  den  beiden  tkmptkreisen  hin  und  her  yehendt 
zittern  d e  Bewegung , 

Dabei  durfte  be/nerkensu-erth  sein,  dass  diese  Beivegung  von 
Au(/enblicl,en  derHuhe  unterbrochenisL  dtc  tn  sehr  kurzen, einandei- 
fjh'iehcn  Zeitintert^nllen  auf  einander  folgen.  Ein  solcher  Augen- 
blick der  Ruhe  wird  nämlich  jedesmal  eintreten,  sobald  der  Punkt  a 
deii  oherh  hauptkreis  ei'reicht ,  um  daselbst  die  liefrcfinngs- 
rieht ung  C  B  ^vgj.  die  Figur]  mit  der  entyeyengeulzten  Richtung  BC 
zu  vertan  sehen. 

Es  ma*i  mir  jzestaHt'l  sein  zu  l>t'morken,  dass  ich  die  in 
diesem  Faraiiraph  über  den  Kreisel  miljjelheillen  Untersuchungen 
der  Haujilsachu  nach  schon  in  meiner  Voriesnnii  vom  Winter 
i8S3|84  vorgetragen  habe.   >ieu  hinzugetreten  sind  seit  jener 
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Zeil  nur  die  letzten  einfachen  Betrachtungen  auf  pag.  8i,  85,  etc.. 
deren  Ergebniss  mich  sehr  überraschte.  Zu  denselben  ResultaU^n 
ist  übrigens  auch  Hess  gelangt  in  seiner  sehr  umfangreichen 
und  schutzbaren  Arl)eit  über  das  Gyroskop  vom  Jahre  4887 
(Matbem.  Annal.  Bd.  29,  pag.  563). 

^acbtrügliche  BeinerkungeB. 

Die  Methode,  deren  ich  mieh,  Art.  I,  pag.  176,  177,  zur  Ab- 
leitung  des  HAMiLTon^schen  Satzes  bedient  habe,  ist  im  Vergleicli 
mit  den  früher  Üblichen  indireeten  Methoden,  als  eine  attsser- 
urdentltch  schone  zu  bezeichnen.  Dieselbe  durfte  von  Kirchkoff 
herrohren.  Vgl.  Kiegbhofp's  Vöries.  Uber  Math.  Physik,  4876, 
pag.  S5^88. 

Die  sechs  Diflerentialgleichungen  Art.  I,  pag.  468  bilden 
bekanntlich  die  Grundlage  der  von  Laplaee  Uber  den  Schwer- 
punkt des  Weltsystems  und  über  die  invariable  Ebene  auf- 
gestellten Satze.  Demgemass  habe  ich  mir  erlaubt,  diese 
Gleichungen  kurzweg  die  Laplace^schen  Glei^ungen  zu  nennen. 
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Körpers  •  .  57 

§  2i.  üeber  die  Beweguii'-!  eines  starren  Körpers  unter  dem  Einfluss 

der  Schwere,  insbe.sumJere  über  das  Pendel  6S 

§  23.  lieber  die  Bewegung  eiueü  aus  zwei  gegen  einander  drcbbareu 
Tbeilen  zusammengesetctea  Pendels  71 

S  S4.  lieber  die  Bewegung  eines  Kreisels,  dessen  Spitze  festgehalten 
wird  7€ 
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SlTZÜxNG  VOM  23.  APHIL  1888. 

W.  G.  Hankel,  Uas  elektrodynamische  Gesetz  ein  PunktgeseU, 
Mit  5  Figuren. 

Es  ist  bis  jetzt  das  elektrodynamische  Gesetz  als  in  seinem 
Wesen  gänzlich  verschieden  von  den  Gesetzen  der  Schwere  und 
der  ruhenden  Elektricilät  .mfuefasst  worden.  Man  hat  bei  der 
Bestimmung  der  Einwirkung  eines  Stromeleinenles  auf  ein 
anderes  von  Anfang  an  ])eide  Elemente  in  die  Rechnung  auf- 
genommen Im  Folgenden  werde  ich  nun  zeigen,  dass  das 
olcktrod^nann'sche  Gesetz  in  ijleicher  Weise  Wiedas  Gesetz  der 
Schwere  und  der  ruhend*  ii  IJcktricitäl  als  eia  sogenaDUtes 
Punktsesetz  dari^estellt  werden  kann. 

Ein  niaterieller  Körper  iindert  den  Zustand  des  ihn  um- 
gebenden physikalischen  Raumes  oder  riSumlichen  Mittels  in  der 
Weise,  dass  ein  zweiter  an  einen  bestimmten  Ort  gebrachter 
Körper  eine  Anziehung  zum  ersteren,  in  deren  Betrag  dann  der 
zweite  KOrper  mit  seiner  Masse  als  Factor  eingeht,  erfahrt.  Be- 
zeichnet m  die  Masse  des  ersten  Körpers  und  r  den  Abstand  des 
betrachteten  Punktes,  so  wird  die  Aenderung  des  Zostandes  in 

diesem  Punkte  durch     ausgedrückt.    In  gleicher  Weise  kann 

man  bei  der  Wirkang  des  Elementes  ds*  eines  geschlossenen 
Stromes  auf  ein  anderes  Stromelement  d$  zunächst  die  Aenderung 
in  dem  Zustande  des  um  ds'  liegenden  Raumes  berechnen,  und 
dann  erst  das  Element  ds  an  den  betreffenden  Ort  legen.  Ist 
ds*  die  lünge  des  Elementes,  i'  die  Intensilttt  des  in  ihm 
fliessenden  Stromes,  r  der  Abstand  des  betrachteten  Punktes 
von  ds'  und  &  der  Winkel,  welchen  r  mit  dem  Element  ds* 

, ..  1          ...        „    .      .         i'ds'  sin  & 
bildet,  so  tritt  m  jenem  Punkte  eme  mit  proportio- 
nale Aenderung  ein.   Wird  nun  das  Element  ds,  dessen  Inten- 
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sitttt  t  ist,  und  weldies  mit  der  durch  r  und  d$'  gelegten  Ebeoe 
einen  Winkel  \p  bilden  mtfge,  in  den  betreffenden  Punkt  ge- 
bracht, 80  tritt  es  mit  dem  Betrage  von  id$  eos^  als  Factor  tu 
dem  vorstehenden  Ausdrucke  hinsu.  Es  bleibt  dann  nur  noch 
die  Richtung  zu  bestimmen,  nach  welcher  der  Antrieb  zur  Be- 
wegung des  Elementes  ds  erfolgt  Ich  werde  im  Speelellen  die 
physikalischen  Vorgänge  bei  dieser  Einwirkung  nai^weisen  und 
aus  denselben  die  Richtung  der  auftretenden  Kraft  herleiten. 

Um  eine  klare  Einsicht  in  die  elektrodynamischen  VorgaDgo 
zu  erieiohtem,  halte  ich  es  fttr  zweckmässig,  von  der  gewöhn- 
lichen Form  des  AMPtaB*schen  Gesetzes  auszugehen. 

§  <• 

Geleitet  von  derii  1^  strel)en5  dem  für  die  Wirkimi:  in  die 
Ferne  aufgeslelllen  Grundsätze,  dass  WirkiinL;  und  Gegen- 
wirkung stets  i'inander  gleich  und  mir  entgegengesetzt  j^erir!il*'( 
sein  sollen,  zu  jj*  n  iiizen,  gelaniit  AmiI  in  Betreff  der  Wirkung 
zweier  Stromelcmonte  ds  und  r/6-'  mit  den  StrominteDsitäten  i 
und  i'  zu  dem  bekannten  Gesetze 

i  i' ds  ds\  3 
 i  (cos  £  —  -x  cos  6^  cos  0  ]  , 

worin  r  den  Abstand  der  beiden  Klt'niente,  e  den  ^\  inkei 
zwischen  den  Richtungen  von  (Ir  uiuI  /  f-J  den  Winkel 
zwischen  r  und  ds  und  schii*  sslit  h  den  \N  inkel  zwisehen  r 
und  ds'  bedeutet.  Die  W^irkung  erfolgt  in  der  Richtung  der 
Verbindunjz'-Iinie  r,  d.  h.  von  äs'  nach  ds. 

Als  Ami^ke  nach  diesem  Gesetze  die  Cotti])  n» uti n  der 
Wirkung  eines  geschlossenen  Stromes  auf  ein  Klemcnt  ben-eh- 
nele*].  erschir^ion  in  den  Integralen  zwei  Glieder,  von  denen  l»ei 
Ausdehnung  der  Integration  über  den  geschlossenen  Stromlauf 
das  eine  wegfiel  und  also  nur  das  andere  übrig  blieb. 

§ 

Im  weiteren  Verlaufe  seiner  Abhandlung  kommt  AiiPftRc 
nochmals  auf  dieses  Integral  zurttck')  und  berechnet  aus  dem 


4)  TMorie  des  ph^aomtoes  ölectrodynamfqaes.  Paris,  18S6. 
t)  A.  a.  0.  S.  41  f. 

5)  Ebd.  S.  ISS. 
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nicht  wegfallenden  Theile  die  \S  irkuug  zweier  Elemente.  Er 
lindet  für  dieselbe  den  Werth 

/    <Is  ds'  sin  Q'  cos  ip 

wo  xp  den  Winkel  l)edeutet,  weitiien  das  Element  d&  mit  der 
durch  /'  und  das  Element  ds'  gelegten  Ebene  bildet. 

Aul  kürzerem  Wege  erhält  man  dieses  Geseix,  wenn  mao 
von  dem  durch  Amf^rb*)  aofgesiellten  Ausdruck 

2  i  r     y  7  ,  , , 

_  •  ■   ,  ,  d$  ds 
yi*  dsds 

ausgeht. 

Es  wird  die  Herleitnug  wesenüieh  erleiehtera,  wenn  ich 
invor  die  im  Folgenden  gebrauchten  Beseichnungen,  soweit  sie 
nicht  schon  zuvor  erläutert  sind,  und  eine  Reihe  von  auftretenden 
Ausdrucken  zusammenstelle. 

Es  seien  x,  y,  z  die  Coordinaten  des  Elementes  ds  , 

x\  y',  Ji'  die  Coordinaten  des  Elementes  ds' , 

also 

o  ,  6  .  c  die  Winkel,  welche  /  mit  den  drei  Coordinatenaxen , 
a  ^  ß  ,  '/  dicWinkel,  welche  das  Eiementd^  mit  denselben  Axen  und 
a',  ß^y  y'  die  Winkel,  welche  das  Element  ds*  mit  ihnen  bildet. 

Ferner  wird 

-3-  ==  cos  0  ,     ,  7  =  —  COS  0'  , 

ds  '  ds  ' 

dr  dr         ,  dr 

d*r     .df   dr          liLr  dj'     dydij  dzdz\  

^dm'^Ts  *  di'-'Ws  d^'^Tsdi'^di  ä?/  —  '^'''' ' 

(/*r    .  dr   dr  dx' 


äa>äi  +  dxäi'  rfT  «»«.«.».w., 


I]  S.  180. 
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—3 — =        -r  =  — ^  cos  ©  , 

-j—  —   T-  =  — 7^  COS  0  ,   tt.  8.  W.  , 

ax     j^yr  dx 
d^Vr         4     /    d*r       \  dr  dr 


Yr  \  dsds      2  ds) 


und 


4  3 
Ä  -=  {—  cos  e       cos  0  cos  Ö*} 


dx  dsf 


4  3 

=  { —  cos  a'  -4-  ^  cos  a  cos  &']  . 

Da  die  durcii  das  GeseLz  — •  .    .  ,  ds  äs'  ausgedrückte 

Yr  asas' 

Kraft  in  der  fiidituDg  von  r  liegt ,  so  erhalt  man  die  Gompo* 
nenten  nach  den  Goordinatenaxen  durch  Multiplieation  mit 
cos  Oy  OOS  6  und  cos  c .   Es  wird  also 

2  i  i'    d'  Vr    .    .  , 

A  =       •  ,— T '     ds'  cos  a 
Yr    ds ds 

oder 

X=  itdSt    ds    -  .   —   •  — -y^ ;  . 

dx     ds  ds 

Man  hat  aher  identisch 

dVr     d'^Vr       d  idVr     dYr\      dVr  d*Vr 


i'     ds'\  dx  '   ds  I  ds 


dx    dsds'     ds' \  dx      ds  /       ds     dx  ds' 
Addirt  man  aaf  beiden  Seiten  nochmals  den  Ausdruck 

dV7   (in'V  ^ 

dx    ds  ds'  ' 

^dVr   d*Vr      d  IdVr  dW]  ,  dVr   d'Vr     dVr  d^Vr 

dx    dsds'     ds'\  dx     ds  J      dx    dsds'      ds  dxüt 
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Hiernach  erhalt  man 

Wird  tlber  den  geschlossenen  Kreis,  zu  welchem  das  Ele- 
ment ds'  gehört,  integrirt,  so  fallt  der  erste  Ausdruck  weg  und 
es  bleibt  dann  nur 

^  \  dx   ds  ds'      äs  '  dxds'j  ' 

oder  nach  Einsetzung  der  oben  angegebenen  Werthe : 

ii'dsds'  f        ,  ,  /-k/x 

A  =  —  ^  ^ —  (cos  a  ( —  cos  £  -f-  -  cos  ö  cos  0  J  — 

3 

—  cos  Ö  ( —  cos  tt'  4~  "ö  cos  a  cos  0')) , 

ii'dsds'  f  ,       n        '\  i\ 

X  5=  — —  ( —  cos  €  cos  a  +  cos  @  cos  a  }  *) 

und  dementsprechend 

Y  s—  — —  {—  cos  «  cos  0  +  cos  ö  cos    )  , 

^      ii'dsds'  ,  .        Ä  »1 

Z  =s  — —      cos  e  008  c  +  cos  V  cos  7^ }  . 


1)  Die  CompODente  X  g«bl»  wie  obeo  gezeigt»  direct  ttber  in 

dVr  d*l/r 
Ä«:4id*i'd*'^«4-^  oder 


X^kidsVd*' 


d5'  \  da?  '   d*  /       d9  '  dx  d»'J 


Bei  der  Integration  über  den  geschlossenen  Urnlauf,  zu  welchem  das  Kle- 
menl  d&'  gehurt,  fallt  dat»  erste  Glied  de:»  letzten  Ausdruckes  weg  und  es 
bleibt  ttbrig 

ii^dsdi^  S 

X'  =a ' — p —  (—  -  cos  ^  cos     cos  a  H-  cos  9  cos  «')  nebst 
y  =  (-.1  cos  Ö  cos  ^  cos  6  -h  008  B  cos  und 

Z'  sa   -  cos  9  cos  ^  cos  C  +  COS  ö  COS  /)  , 

wenn  zur  Inter.sclteidung  die  Couiponenlca  mit  Accenten  versehen  werden. 
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Vereinigen  wir  die  ersten  und  die  zweiten  Glieder  ge- 
sondert zu  einer  Resultirenden,  so  erhalten  wir  zwei  Krttfte,  von 
denen  die  eine  proportional  Oos  €  in  der  entgegengesetiten 


Aus  den  oUioon  r,jcichungen  für  A',  Z  um]  X'.  )  Z'  ergeben 
sich  soforl  die  Potentiale  zweier  gei^cbioijseuer  älröme.    Da  oHmUch 

di  di 

r         i  r  i 

SS  .  ^  C08  a  und  ^  0  ^  ^  cos  0|  so  lassen  sich  die  GleichaDges 

für  die  Compouenlen  auch  schreiben 

X-jM'd.d/^^co,.-  — cos  a'j. 

lä-  rfi  \ 


und  ebenso    A'  —  ii'dsds'\-'.    cos  Q  cos  6* 


-  77     «7 . 

}  '=  ii'did«'!--^ COS  6*  cos   r-cosJ'l  , 

Z'  «  iiidadj'  1  -  ^  cos  h  cos  6^'  —  ^cos/l  . 
Bei  der  Integratloa  ttber  den  geschlossenen  Kreis,  zu  welchem  das  Ele- 

dl      dl  dl 

f  f  f 

racnl  di  gehört,  fallen  die  Glieder       cos  «',        cos  jf',  ^  cos  weg, 

und  es  ergiebt  sich  dann,  wenn  die  Vorzeichen  entgegengesetzt 
werden,  für  den  ersten  Fall  das  Potential 

'  i"  Jj  • 


und  für  den  zweiten  Fall 
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Richtung  von  r,  und  die  swetle  proportional  cos  G  in  der  Rich- 
tung des  Elementes  ds'  wirkt*). 
Es  ist  nun 

cos  f  =  cos  a  cos  a'  -{-  cos  ß  cos  ff  +  cos    cos  ■/  und 

cos  Ö  =  cos  a  cos  a  -f-  <?os  b  cos  ß  4"  cos    cos  y  . 

Die  diesen  beiden  Ausdrucken  proportionalen  Kräfte  sind  zu 
einer  Gesammtresultirenden  su  vereinigen.  Beide  liegen  in  der 
Ebene  (r,  äs*)  und  bilden  mit  einander  den  Winkel  (480<^  —  &]. 
Ihre  Resultirende  liegt  daher  ebenfalls  in  der  Ebene  (r,  äs'), 

§3. 

Wenn  wir  die  HosuUirende  aus  den  drei  Compononten 
A'.  y.  Z  bereehiu'u  Nvollen,  so  geschieht  dies  am  einfachsten  auf 
folgendem  Wege.  Ohne  die  Allgemeinheit  zu  beeinträchtigen, 
kann  man  den  Anfang  der  Coordiii  iirn  in  dns  Element  ds'  und 
die  Ebene  A' y  so  legen .  dass  das  IJemeni  iW  in  dieselbe  fällt 
und  die  Axe  X  durch  die  Mitte  des  Elementes  ds  geht. 


1  Mein  verehrter  College,  Herr  Prof.  Neümank,  sagt  in  der  Vorrede 
S.  VIII  zu  seinem  Werke  über  die  elektrischen  Krttfle  I.  Thi.,  4873 ;  „Diese 
Voraussetzungen  fttbren»  weil  in  ihnen  die  VOD  AvpiRB  selber  gemaobteo 
Voranssetsongeii  mit  eolhallen  sind,  nothweodig  tarn  AiiriM'schenGesets; 
andererseits  aber  führen  sie  auch  zu  einer  hesUmmten  Form  des  noch 
fehlenden  Gesettes,  nämlich  zu  folgendom  Ergebniss: 

Die  resultirende  Form  des  elektromotorischen  Eiern enfnrrjesetses,—- 
Die  eiektromoturische  Kraft  Edt,  welche  ein  Slrumelemenl  i'ds'  In 
irgend  einem  Punkte  m  eines  gegebenen  Conduclors  während  der 
Zell  dt  hervorbringt,  ist  zerlegbar  in  zwei  Krtlfle 

0  d{ri' cos  G'i      .  ,  ,i'dr 
—  A*dt*  — i — ^  und  H-il«d*'  , 

ersteie  gerechaet  in  der  Richtung  r(dj'"- — ►  m],  lelzlerc  gerechnet 
in  der  Rlchtnng  i'." 

Die  Differentiation  in  diesen  Ausdrttelten  bexiebt  sich  auf  die  Zeit,  von 
weleber  die  Lage  der  Elemente  abhängt.   Nimmt  man  i'  constant  und  die 

Lage  von  d s'  fest,  so  das«?  allein  das  in  m  belindliche  Elemont  ds  mit  (  ver- 
änderlich ist,  so  erhalt  man  für  die  vorstehenden  Ausdrücke  die  Werthe 

A*ds i'ds' cos  B      ^  A*d*i'd$'  cw  e 


Seist  man  die  Constante  A*B  —  i,  so  sind  dies  dieseil>en  Atisdrttelce,  wie 

sie  oben  fitr  die  f(mderomolorUeh$  Wiricnng  angegeben  wurden,  und  die 
durch  sie  dargeslelllen  Kräfte  bal>en  auch  dieselbe  Richtung  wie  oben. 


* 


Digitized  b||€oogIe 


95  W.  6.  Hanul, 

Dann  wird  a  =  0,  6  =  c  90^;  =  90«'—  a',  /  =90^ 
Man  erbau  also 

ii'dsds'  .     ,  , 
A  =  s— i —  s»ö  a  cos  ß 

oder,  da  r  oiit  der  A'-Axe  zusiiunueuiaUl  uud  aiso  «'  =  6/' , 

_         ii'dsds'  .  . 

A  =  s-= —  sin  W  cos  J  , 

.      ii'dsds'  . 
=  — cos  a  , 

Hieraus  folgt  für  den  Werth  der  Resultirenden,  abgesehen 
vom  Vorzeichen: 

Ä  =  iil^ii^^sin  e'VooB«o4-cosV 

ii'dsds'  . 


Sil 


.1 


sin  Ö'  y  1  —  cos*  y 


II  dsds    .  . 
=        —  sin  @  sin  y  . 

£s  ist  aber  y  der  Winkel  zwischen  d  s  und  der  Z-Axe ;  bezeich- 
net ifß  den  Winkel,  welchen  ds  mit  der  £bene  XY  oder  (r,  di) 
macht,  sodass  t(/  s  90^  —  ^,  so  wird 

„     ii'dsds'  . 

Ä = — K-t—  Sin  ö  cos  i£y . 

X  Y 

Da  -=  cos  er  +  -  cos  =  0.  so  steht  die  Resnltirende  seok- 

recht  auf  dem  Element  ds,  und  da  sie  in  der  Ebene  (r,  rfs*) 
liegt,  auch  senkrecht  auf  der  Projection  des  JEUementes  ds  auf 
diese  Ebene. 

§*• 

Auch  für  eine  Ik  liebige  Lage  der  Klrmente  ds'  und  ds 
lässt  sich  das  vorsieliende  Gesetz  in  ähnUcher  Weise  herleilcD. 
£s  ist  in  diesem  Falle 
cos  €  =  cos  a  cos  a'  -j-  cos    cos  /!^'  +  cos  9^  cos  /  , 
cos  O  =s  cos  a  cos  a  +  cos  6  cos    +  cos  c  cos  , 
cos  Q'sss  cos  a  cos  a'  +  cos  6  cos     +  cos  c  cos  /  . 
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SeUl  man  nmi  in  die  Gleichungen 

X  =  — —  {—  cos  a  cos  €  H~  cos  0  cos  a  ]  , 

„      tt'dsda'  f  .  i  r% 

y  =  (—  cos  D  cos  e  -|-      ^  cos  p)  , 

«  =  -  ^  ^     {—  cos  c  cos  €  -f-  cos  0  cos  '/  ] 

die  vorsiehenden  Werthe  ein^  so  erbäU  man 

A  =  — —  (cos  p  ( —  cos  a  cos  p  +  cos  6  cos  a  )  -f- 

-f-  eo8  y  ( —  cos  a  cos  /  -j-  cos  c  cos  a')}  , 

V  =  —     j     {cos  y  [—  cos  6  cos  y'  H-  cos  c  cos  + 

-j-  cos  a  ( —  cos  />  cos  «'  -j-  cos  a  cos  /:^'})  . 
_      ii'dsds'  ff  ,  .  . 

~  — 2r* —       «e  (—  cos  c  cos  a  +  cos  a  cos  y )  -h 

+  cos  /:?  (—  cos  c  cos     H-  cos  6  cos  /))  . 
flehreibt  man  hier«) 

cos  e  cos  /f  —  cos  5  cos  /  =  F  cos  A  , 
cos  a  cos  /  —  cos  c  cos  a'  =  F  cos  ^  , 
cos  6  cos  o'  —  cos  a  cos  /?*  =  F  cos  y  , 
so  sind  ).,      V  die  Winkel,  welche  eine  auf  der  Kbene  (r,  ds') 
errichtete  Nornude  iiiil  dvn  drei  Aveii  inaeht.    Werden  niiinlii  fi 
die  drei  (ilrichungen  der  Reihe  nach  mit  uo.s  u,  cos  6,  C(»s  r  und 
chens<»  niiL  cos  a' ,  cos  f^?',  cos  /  muUipHcirt  und  adjüil,  so 
werden  beide  SumiiK^n  —  0  .     Oiiadrirt  man  die  drt  i  (Jleieh- 
unj^en  und  addirt  sie.  S(i  liiidct  man  den  Werth  /''-  =  sin*  t/'. 

Durch  Kinsetzunjj;  der  Werthe  von  cos  A,  cos  cos  v  und 
lies  Werthes  sin      =  F  erhHit  man  die  drei  Coun)oneiUen : 

ii'dsds'  sin  (•/  .      ,  , 
A  =  ^  ,         (cos    cos —  cos  y  cos  ju]  , 

_,     ii'ds  ds'  sin      ,  , 

^  =  ö  .4   (cos  y  OOS  A  —  COS  a  OOS  f )  , 

ii'dsds'  sin  0'  ,  ,  ,v 

/  =  (cos  «  cos  /i  —  cos  p  cos  Aj  . 

Werden  diese  drei  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  cos  a,  cos  ß, 
cosy  und  ebenso  mit  cos  cos  fi  und  cos  p  nmltipHcirt  und  addirt, 
so  sind  beide  Summen  =  0.  Die  Resoltirende  steht  also  senk- 
recht auf  dem  Element  ds  und  auf  der  auf  der  Ebene  (r,  ds'] 

i;  Vergl.  Ampkrk  S.  <ä7. 
Matb.-ph;9.  Claas«  IS»».  7 
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errichteten  Normale,  folglich  auch  sebkrecfai  Mif-  der  Projedioii 
von  ds  auf  die  genannte  Ebene. 

Ist  ^  der  Winkel  zwischen  ds  and  der  Ebene  [r,  dt'),  so 
erbalt  man  ebenso  wie  in  §  3  die  Resultirende 

ii'dsds'  sin  G'  cos  V 

$5. 

AiisiaLL  du.'  drvl  Componentcn  A,  Z  zu  der  Resultirendfii 
zu  vercinigrn,  kann  man  dieselbe  auch  durch  Zusammensetzung 
der  beitit'ii  Kriifte  cos  e  und  cos  (•),  welche  mit  einander  den  Winkel 
(<80"  —  S')  bilden,  erhallen.  Es  wird  dann  die  Resultirende 

I  i'  (i  s  (J  *' 

Ä  =s     Q  .1     {cos*  8  -I-  cos*  S  —  %  COR  B  eos  Q  cos  . 

Es  mOgen  in  Fig.  4  die  durch  O,  J?,  C  gelegte  Ebene  die 

Ebene  [r,ds')]  0/>,  und 
OF  die  Richtungen  von  resp. 
ds\  r  und  dt  beseichnen.  Er- 
richtet man  nun  auf  der  Ebene 
(r,  dt')  in  0  die  Normale  OA. 
und  leg^  durch  OA  und  äs 
eine  Ebene,  so  ist  dieselbe 
senkrecht  auf  (r,  dt')  und  PG 
misst  die  Neigung  ^  von  dt 
gegen  jene  Ebene.  Bte  Bogen 
/>F,  J?l>  und  EF  messen  resp. 
„.^  die  Winkel  t,  d'  und  8. 

Der  Quadrant  j4J?  steht  ebenso  wie  A  G  aenkrechl  auf  der 
Ebene  (r,  ds') ;  der  Bogen  (iE  misst  also  den  Winkel,  welcken 
die  Projcction  des  Elementes  ds  auf  die  Ebene  (r,  dt')  mit  der 
Richtung  von  /'  macht. 

Aus  dem  hfi  (i  rechtwink  Ii  iicn  Dreiecke  PGE  erhalt  man 

sin  FEG  :  1  =  sin  (/'  :  sin  (•)  , 


also 


cos  FEG  = 


sin*  ö  —  sin*  ip 


sin*  8 


Aus  dem  Dreiecke  DFE  folgt 
cos  e  s  cos  8  cos  8'  —  sin  d  sin  B'  cos  PEG  , 


cos  €  —  cos  (9  cos  8'  =  —  sin     Vsin*  Ö  —  sin*  , 

cüs- 1  —  2  cos  £  cos  ©cos  Ö'+  cos*  ©cos*  0'=sin*  ©'(sin*  ©-«Vf|* 
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Es  wird  also 
ifdsds' 


2r» 


V{co8*  6>  —  cos*    coü*  6/'  +  sin*  6>'  (sin*  0— sin* 


sin  0'  cos  <// . 


In  Figur  2  sei  EK'  die  Uichtung  von  r,  OD  die  Bichliing 

von  ils\  so  stellt  in  dorn  Parallelogramm  OElID,  0  E'  die  Krafl 

cos  €  und    !>  die  Kraft  cus  0,  sowie  OH 

die  Resultircndc  dar.     l)a  der  Winkel 

DOEr=  e\  so  ist  /)Ois'  =-  180"  —  0'. 

Aus   dem    Dreieck   F'O  //   erhilll  man 

OH  :  E'H  =  sin  0'  :  sin  E'OH  oder 

ii'dsäs'  .  ^  .  ii'dsds'  _ 
-  -  . —  sin©  OOS U^: --^  cosö 


folglich 


SS  MDL  0' :  W  i^O/f  , 

cos  0 

sin  EOH  ^"^"^ 


cos 

Der  Bogen  £G  in  Fig.  \  mtssi  den 
Winkel  swtscbeA  OG  [der  Projection  des 
Elementes  4$  anf  die  Ebene  (r,  d^)]  nnd 
0£  [r].   Fttr  denselben  ergiebt  sich  ans 

dem  Dreiecke  G  t  E  in  Fig.  1  cos  EOG  = 


cos  0 


F19.1. 

sdso  derselbe 


cos  %lß ' 

Werth  wie  fttr  sin  B*OH.  Es  ist  daher  E'OB^  90^  4-  ^'0  G', 
oder  JF'Gir  —  £'06'  «  90^.  Die  ResnHhrende  A  liegt  also,  da 
beide  Krtlfte  cos  b  und  cos  0  in  der  Ebene  (r^  ds')  wirken^ 
ebenfalls  in  dieser  Ebene  nnd  steht  anf  der  Projection  Yon  ds 

auf  diese  Ebene,  mithin  also  auch  auf  d  s  selbst  senkrecht. 

Die  Seite  des  Elementes  ds,  nneh  welcher  die  Resnitirende 
gerichtet  ist,  lassl  sich,  ohne  die  Componenten  zu  berechnen, 
durch  folgende  Regel  linden  : 

Mail  denke  sich  in  die  beiden  Klcmente  zwei  menschliche 
Figuren  so  gelegt,  dass  hoi  jeder  derselben  der  elektrische  Strom 
am  Fusse  ein-  und  ;ifii  Knjjlf  austritt,  und  w  (  iide  beide  Figuren 
so,  dass  jede  (InscIlM  u  mii  ihrer  reclucn  li.ind  nach  der  anderen 
hingewandt  ist,  so  wirkt  die  Hesultireude  nach  der  linken  Seite 
der  Figur,  wenn  beide  das  Gesicht  nach  derselben  Seite  ge- 
wandt haben,  dagegen  nach  der  recliten.  wenn  die  (icsichter 
beider  Figuren  nach  eutgegengesetsU^n  Seilen  gerichtet  sind. 

7* 
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Betrachten  wir  sunachst  die  Wirkimg  eines  geschlossenen 
Stromlanfes  in  dem  fig.  3  geteidmeten  Kreise.  Die  Ebene 
dieses  Kreisstromes  liege  in  der  XF- Ebene  und  der  An£sng  des 
Goordinatensystems  sei  in  0 .  Es  liege  femer  das  Element  dt 
mit  seiner  Mitte  in  der  Axe  X .  Dann  wird  c  =  90**  und  /  =  90**. 


In  der  Fig.  3  gezeichneten  Anordnung  sind  die  Winli^el  a  und  a 
negativ.    Man  erhüU  dann 

^  2r«~^"'**  — aJcos/i?  =  H  sin©  cos  , 

,  ii'dsds'  ,  ,  ,      .               ii'dsds'  .  . 
'  =  H  s-i —  sin ia  —  u]  cos a  =  s-~5  -sinfc'  cos a  , 

^=  0  . 

Da  hei  (ier  Integration  nach  f/.s'  di«'  Gri»ss<'n  cos  «  und 
CQ^  ß  consUuli  sind,  so  handelt  es  sich  nur  um  das  lotegnl 

p  =  ».«©'. 

Isl  der  Halbmesser  desKreises  ^  und  der  Winkel,  welchen 
der  nach  ds'  gezogene  Hulbniesser  mit  der  Axe  \  machl,  so 
wird,  wenn,  der  Abstand  OA  des  Elementes  dz  vom  Mittelpunkte 
des  Kreises  =  c  gesetzt  wird, 

r*  rsss c*  -f-  ^*  —  2 cos  (jp  ,    und  sin  ^  =s   J  ^ 


folglich 


h  ^,  r  (c  cos  (p  —  ^)  ifdip 


^       (c*  -h  ^«  —  2c^  OOS  ffY^ 
FUr  die  beiden  Elemente  ds%  welche  in  den  von  A  an  den 

Kreis  gezogenen  Tangenten  liegen,  wird  der  Zähler  des  vor- 
stehenden Hruclies  =  0 ;  in  dem  /wischen  diesen  beiden  Kle- 
nienleudciu.l  zunächst  liegenden  Theilc  des  Kreises  ist  derselbe 
positiv,  in  dem  anderen  Theile  dagegen  negativ. 
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Setit  man  eosg>  ^  fi,  so  wird 


In  dieser  Form  treten  in  dem  Integ^l  noch  swei  Un- 
Stetigkeiten  für  ju  ^  +  ^'  und  ^  —  •!  anf,  da  für  diese  Stellen 
der  Werth  des  Bruches  nnendÜclt  ^rd.  ist  die  Integration 
also  von  /f=ss-|-1  bis^^  —  l,  und  dann  wieder  von  —  I 
bis  f(  ss=  -I-  4  ausraftthren ;  dabei  ist  aber  fttr^diejntegratton  anf 
der  iwelten  Hlllfte  des  Kreises  die  Wunel  V  4  —  /<%  da  dieselbe 
einen  Sinns  darstellt,  weteber  beim  Uebergangc  ans  dem  xweiten 
in  den  dritten  Quadranten  sein  Zeichen  wechselt,  negativ  su 
nehmen. 

Hiernach  wird  dann 


und  die  HesulUrende 

R  =  idi  Voos*  a  4-  cos*  fi  -  Q  :ss  ids  eosifß  *  Q  , 

Da  in  dem  vorliegenden  Falle  die  \Virkun^  ;iII»t  Klrnicntc 
ds'  in  derselben  Ebene,  senkrecbl  auf  ds^  theiis  nach  der  einen, 
thcils  nach  der  anderen  Seite  hin  erfolgt,  so  hätte  man  auch  so- 
fort die  Rcsultirende  aus  der  Wirkung  aller  Elemente  äs'  be- 
rechnen können.  I>ieselbe  wird 

o       i        .  fi'ds'  sin  ©'      .  ,        .  ^ 
H  =  tas  cos yj  J  =  I of  cos  ^  •  (?  , 

also  (irr  zuvor  berechnete  Worth.  Ihre  Hicliluiiu  bcslimiiiL  sich 
nach  der  früher  aufgestelllon  Hciiel,  wenn  man  hoachlel,  dass 
die  zunächst  an  d  s  Vwavndvn  Elemente  wegen  ihrer  grösseren 
Nahe  die  stärkere  Wirkung  austlhen. 


Es  ist  ein  eigen thtimliohor  Vorgang,  dass  während  anfange 
die  Beziehungen  der  Elemente  d/  tu  dem  Element  ds  nament- 
lich durch  das  Eintreten  des  cos  «  eng  verflochten  scheinen,  sich 
im  Fortgangs  der  Rechnung  diese  enge  Bestehung  wieder  löst, 
und  die  Elemente  ds'  und  das  Element  ds  mit  ihren  Eigen-* 
schallen  einfach  als  Pactoren  neben  einander  treten. 


A 

y 

z 


§7. 
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Man  braucht  bei  der  BeieohDUDg  der  Wirkuiig  des  Kreifr- 
slromes  auf  das  Element  ds  zunttchst  gar  niebt  auf  das 
letstere  Rttcksicht  su  nehmen,  sondern  nur  den  Ort  desselben 
in  Betracht  su  siehen.  Man  berechnet  den  Werth  des  Integrals  Q ; 
dieser  giebt  fttr  alle  Punkte  in  der  Ebene,  welche  sieh  in  Ab- 
stände c  (Fig.  3}  vom  fliitici punkte  des  Kreises  befinden,  die  da- 
selbst durch  den  Strom  hervorgebrachte  Veraindenuig  an. 
Legen  wir  dann  das  Kleinenl  df  an  den  betreffenden  Ort,  so 
eiUwickelt  sich  aus  dem  Einflüsse  jener  Veränderunj^  auf  den 
iii  ihm  vorhandenen  Strom  ein  Anlriel»  zur  BeMe.ming,  welcher 
in  der  Ebene  des  Kreises  und  senkrechi  gen  das  Klemenl  ds 
auflrill.  Die  Grösse  desselben  trliall  man.  wenn  man  das  Inl^?- 
gral  (J  nuL  als  cos  ip  muitipücirl-  Nach  der  früiirr  .«ngegebenen 
Uigel  bestimmt  sich  die  Seite,  nach  welcher  die  Resultircndc 
hingewandt  ist. 

§8. 

Es  fragt  sit'l»  tnin.  wciclics  die  |>h\sikalis(  Im  n  Yeriinder- 
ungen  sind,  welclie  der  kreisslrom  in  seiner  Umt^elnuij^  h<*r\  or- 
brintii,  und  w  ie  ans  dieser  Veränderung  und  den  in  dem  Ele- 
mente vorhandeocu  Slroiuc  die  zuletzt  erwähnt«  Kraft  ent- 
springt. 

In  den  Bericlilen  der  malli.-phys.  Classe  der  Siirlis.  Ges.  vom 
Jjdire  1865,8. 7—30  nnd  1 866,  S.219— 230 habe  ich  eine  Theo- 
rie der  elektrischen  Erscheinungen  aufgestellt,  in  welcher  die- 
selben auf  Schwingungen  zurückgeführt  werden,  und  gezeigt, 
wie  die  verschiedenen  Vorgänge  der  Elektrostatik,  der  Elektro- 
dynamik und  der  Induetion  sieh  auf  diesem  Wege  erklaren  lassen. 
Nach  dieser  Thearie  bestehen  die  elektrischen  Ströme  in  kreis- 
förmigen Schwingungen  des  Aethers  unter  Betheiligung  der 
materiellen  Moiekttie  des  Drahles.  Die  kreisförmigen  Seliw  ing- 
ungen  stehen  senkrecht  auf  der  A\e  des  Drahtes,  und  der  Um- 
schwung erfolgt  je  nach  der  fiichtung  des  Stromes  in  dem 
einen  oder  dem  anderen  Sinne. 

Von  den  Elementen  ds'  pfianten  sieb  dann  die  Schwing* 
ungen  kugelldnnig  in  den  umgebenden  Aotiier  forL  Die  Tan- 
gentialgpsehwindigkeit  auf  den  verschiedenen  Punkten  der 
Kugeioberflttche  hängt  ausser  von  der  StUrke  des  Stromes  und 


i)  Vei^l.  aneh  Poggead.  Aaotl.  Bd.  4tS,  a  440  end  Bd.  ISI,  S.  fS?. 
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der  Lange  des  Radius  aucli  noch  von  seiner  Lage  gegen  die  A&e 
des  Umschwunges  ab,  sodass  dieselbe  vom  Aequator  bis  zu  den 
Polen  (Enden  der  Axe)  hin  mit  dem  Goainiis  der  Breite  oder  dem 
Sinus  der  Poldistanz  abnimmt. 

Beseichnet  i'  die  als  Maass  für  die  SlromstSrlLe  dienende 
Tangcntialgeschwindigl^eii  im  Aequator  im 
Absiwde  i  jfloisidieTangentialgesohwindig- 
keU  im  Punkte  D  (Fig.  4) 

i'  sin  ABB  _     sin  & 

Wird  nun  in  cien  Funkl  />  d;is  Kloineiit 
ds  mit  der  Stromstärke  i  gelegt  und  zwar 
zunächst  so,  dass  es  in  die  durch  d  s'  und  ^ 
und  BD  =ir  gelegte  £bene  fällt,  so  haben  auf  der  einen  Seite 
von      die  von  ihm  und  von  ds'  ausgehenden  Schwingungen 
dieselbe,  auf  der  anderen  aber  entgegengesetsto  Richtung.  Die 
Geschwindigkeit  der  das  Element  ds  umgebenden  Acther- 
tbeilchen  wird  daher  auf  der  ersten  Seite  vcrgrössert,  auf  der 
anderen  vermindert.    Dadurch  entsteht,  wie  ich  in  der  oben 
angeftlhrten  Abhandlung  gezeigt  habe,  eine  Kraft,  welche  in  d«  r 
Ebene  (r,  ds')  liegt,  senkrecht  auf  dem  Element  ds  steht,  und 
nach  der  Seite  hingerichtet  ist,  auf  welcher  durch  das  Zu- 
sammentreffen entgegengesetster  Bewegungen  die  Geschwindig- 
keit der  Aeihertheilehen  vermindert  ist.    Die  Grttose  dieser 

Kw<^>«^  idsi'ds'  .  ^, 

-BS  „      —  sm  0  , 

r* 

Fällt  das  EleiiR'iU  dx  nicht  in  die  KIxmic  fr.  ds'),  sondern 
hildcl  mit  ihr  den  Winkel  f/»,  so  halx^n  wir  die  um  ds  ah  \\e 
erfolgenden  Sehwint:,uni.'en  in  zwei  zu  zerlegen;  die  Axe  des 
einen  bildet  <li<^  rr(>jeetion  von  ds  auf  die  Khenr  fr.  ds'),  die 
Axe  des  anderen  die  auf  dieser  Ebene  errielid  i<  iNorniale.  Die 
Stärke  der  um  die  Projection  erfolgenden  Schwiiif^un^en  ist  dann 
ids  cos  ifff  und  durch  die  Einwirkung  des  Stromes  i'  eot&teht 

eine  Krall  ^^-^^^  ,  welche  m  der  Ebene  (r,  ds  ) 

liegt,  senkrocht  auf  der  Richtung  der  Projection  oder  auf  dem 
Element  ds  steht,  und  nach  der  Seite  hin  gerichtet  ist,  auf 
welcher  die  von  Um'  und  von  der  Projection  ds  ausgebenden 
Schwingungen  entgegengesetite  Bichtungen  haben. 
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GegoQ  die  um  die  Nonnale  auf  der  Ebene  {r,  ds')  er- 
folgenden  Schwingungen  veriialten  sieh  die  vondi'  auBgehendeo 
Sohwingongen  ringsum  gleich,  bringen  also  keine  Ungleuln 
heilen  in  den  das  Element  ds  umgebenden  Aeiherschwing;iuigen 
hervor,  und  geben  daher  auch  zum  Auftreten  einer  dieses  Ele- 
ment treibenden  Kraft  keine  Veranlassung. 

Die  voll  einem  Element  äs'  uül  tler  Stromstärke  /'  auf  ein 
anderes  Llemcnt  ds  mii  clor  Stromstärke  i  ausgeübte  Krall  ist  also 

ids  cos  ip  *  i'ds'  sin  G' 


Da  di<*  Kraft  stets  auf  dem  Elemente  senkrecht  steht,  so  hat 
die  von  ds  auf  ds  ausgeübte  Wirkung;  im  AUgemeineu  eine 
andere  Richtung,  als  die  von  ds  auf  ds'  ausgeübte.  Für  diese 
beiden  Wirkungen  gtll  also  nicht  der  Satz  von  der  Gleicbbeii 
der  Wirkung  und  Gegenwirkung.  Dieses  Princip  selbst  aber 
wird  durch  die  Vorgänge  twischen  den  elektrischen  Elementen 
nicht  verletit.  Die  Wirkungen  der  Elemente  auf  einander  sind 
keine  direclen»  sondern  erst  durch  die  Schwingungen  vermittelt; 
in  Betreff  der  Wirkungen  der  Aethertheilcben  auf  einander  be- 
hält jenes  Princip  seine  Geltung. 

§9. 

Wenden  wir  uns  jetst  wieder  zu  der  oben  in  §  6  berech* 
netcn  Einwirkung  eines  ebenen  Rreisstromes  auf  ein  mit  seiner 
Mitte  in  der  Stromebene  liegendes  Element  ds  zurück,  so  aeigt 
die  Betrachtung  der  Entwickelung,  dass  das  Integral  0  die  Re- 
sultirende  aus  den  Geschwindigkeiten  darstellt,  welche  von 
allen  Elementen  tf«'  an  den  Ort  von  ds  übertragen  werden. 
Diese  Geschwindigkeiten  sind  senkrecht  gegen  die  Ebene  des 
Stromes  gerichtet;  die  auf  BDE  Fig.  3  gelegenen  Theilc  des 
Kreises  bringen  nach  dem  Orte  des  Elementes  ds  die  Ge- 
schwindigkeiten in  der  einen,  die  von  dem  anderen  Theile  BFE 
ausgehenden  in  entgegengesetzter  Richtung.  Das  Integral  Q 
stellt  also  die  Rosultirende  aus  allen  diesen  Geschwindigkeiten 
dar,  welche  nach  der  von  BDK  ausgehenden  Drehuugsrichluag 
senkrecht  auf  der  Stromebene  steht. 

§10. 

Betrachten  wir  jetzt  den  allgemeinen  in  §  4  behandelten 
Fall  der  Wirkung  eines  beliebig  gelegenen  Elementes  ds'  auf 
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ein  Element  dsy  so  wird  sidi  awh  hier  seigen,  dass  sich  die  Be- 
xiehiingen  der  beiden  Elemenle  so  weit  Utoen^  dass  sie  nii  ihraD 
Eigensebaftea  nur  als  Factoren  sosammenlreteD. 

Die  Gleichungen  fttr  die  drei  Gomponenten  waren 

Ä  =  —  ^  j  —  {cos    (—  cos  a  cos  /x  +  cos  o  cos  a )  4* 

+  COS  y  ( —  COS  a  cos  y  +  co»  c  cos  «'))  , 

ii'dsds'  f        .         ,        '  ,  ,  ' 

!  ==  — —  (cos  /  (—  COS  u  cüs  y  +  cos  c  cos  /3 )  + 

+  cos  a      cos  6  OOS    4-  OOS  a  COS  f))  , 

_     ii'äsds'  .        ,  ,  ,  „  , 

Z  Ä=  — 5-= —  (OOS  üf  ( —  OOS  c  cos  er  4-  cos  a  006  /)  + 

4-  cos  /If  (—  cos  c  cos  1^?'  +  cos  6  cos  /)]  , 

Wir  seUen  nun 

i'ds' 

0  cos  A  =  +  -^-5-  (cos  c  cos  /s?'  —  cos  6  cos  y'j  , 
Q  cos  /e  =  +  ^     ,co8  a  cos  y  —  cos  c  cos  « )  , 

p  cos  V  =  -i-  ^     (cos  6  cos  a'  —  cos  a  OOS    )  • 

Die  Werthe  sind  nur  abhängig  von  ds'  und  der  Lage  des 
Ortes,  an  welchen  spltler  das  Element  ds  hingesetzt  \v«»rden 
soll.  Q  bedeutet  also  eine  Resullirende,  deren  UichUiiiL;  durch 
die  Winkel    fi,  v  bestimmt  wird,  und  deren  Grosse  sich  ergiebt 

Q  =  --^  —J^  —  •  Dieser  Ausdruck  ist  die  vou   a'  m  den  be- 

trefienden  Ort  Übertragene  Geschwindigkeit ,  da  Q  auf  der 
Ebene  (r,  ds')  senkrecht  steht.  Die  obigen  Ausdrucke  Q  cos  il, 
0  cos  /t,  Q  cos  p  bedeuten  also  die  Gomponenten  der  Ge- 
schwindigkeit Q  nach  den  drei  Axen. 

Legen  wir  nun  (his  Element  ds,  welches  mit  den  drei  Axen 
die  Winkel  a.  /y,  bildet,  an  den  betrollonden  Ort,  so  erhalU?n 
wir  die  Couiponenten 

X  =  ids  (J  (cos    OOS  p  —  cos  y  cos  /<) , 

y  =  idsQ  (cos  y  cos  A  —  cos  a  cos  y)  , 

Z^idsQ  (cos a  cos /I  —  00s  ft  m  k)  , 
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Hirrniis  fotj^i,  wenn  tfi  den  NN Hikct  zwischen  äs  uod  der 
Jj«beae  (r,  ds')  bedeutet,  die  Restütirende 

,           td$coBtD  ' i'ds:  sin  & 
H  =  läs  cos  W  '  0  =si   ^vr-w  • 

Diese  ResulUrende  liegl  in  der  Ebene  (/*,  d  s')  und  stdil 
senkrecht  auf  ds  oder  seiner  Projection  auf  die  Ebene  [r,  ds']. 
Dies  ist  aber  genau  die  Resultirende,  welche  entsteht,  wenn  das 
Element  ids  an  den  Ort  gelegt  wird,  wo  die  resultirende  Ge- 
schwindigkeit Q  war.  Es  entsteht  durch  das  Znsammentreffen 

der  Schwingungen  eine  Kraft  ids  cos  tff '  ^  ^  welche  das 

Elcmenl  <ls  in  diT  auf  Q  senkrechten  Kbenc,  in  der  auf  ds  sonk- 
n»chtcn  Richtung,  n;ich  der  Seite  hin  iroihl,  wo  die  von  da' 
und  ds  ausgehenden  bchvvingungeu  einander  entgegengesetzt 
sind. 

Genau  ebenso  iJisst  sich  die  Aufgabe  behandeln,  die 
Wirkung  eines  beliebigen  geschlossenen  Stromes  auf  ein  Ele- 
ment ds  zu  bestimmen.  Auch  hier  lassen  sich  wieder  in  den 
Componenten  .V,  ) ,  /  die  auf  ds  und  auf  ds'  bezüglichen 
Grossen  trennen. 

Setzen  wir 

I  /•  / '  d  s' 

—  -  I  ^  (cos  c  cos  ^  cos  6  cos  y')  =  0  cos  A  , 
=  -  J  — (cos  a  cos  y  —  cos  c  cos  a  J  =     <^  /*  i 

p,  Ä  -i  r (cos  b  res  ff'  —  cos  a  cos     =  Q  cos  y  , 

SO  ist  die  Resultirende^  welche  mit  den  drei  Axon  die  Winkel 
it,  ]Uy  r  macht.  Dieselbe  stellt  die  Resultirende  der  von  allen 
Kiementen  ds'  an  den  Ort  von  ds  übertragenen  Geschwindig- 
keiten dar,  und  Q,*  Q,,  sind  die  drei  Componenten  dieser 
Resnltirendon. 

Bilden  wir  nun  die  Componenten  X,  Y,  Zy  so  erhalten  wir 

X  =  iH$  Q  (cos  ß  eoBv  —  cos  y  cos  /i)  , 

=s=  I  rf5(>  (cos  y  cos  Ä  —  cos  «  cos  r)  , 
idsQ  (cos  a  cos  ^  —  cos    cos  Äj . 
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Bezeichnet  ifj  den  Wiukel,  welchen  das  Element  ds  mit 
eiDer  auf  Q  senkrechten  £bene  P  macht,  so  wird  die  Resol- 
iirende 

R  sBi  ids  wa  ^  '  Q  ^ 

und  zwar  liegt  dieselbe  in  der  Ebene  P  und  sU'hl  sen krocht  auf 
der  Projection  von  d s  avif  I'  und  ottenso  auf  «I s  s«!lbsl. 

T>irs  ist  al)er  wieder  i;enau  der  Vorgang,  wie  ihn  die 
Schw  inguiit^stheorie  fordert.  ist  die  Resullirende  aus  den  von 
sUmmtlichen  Elementen  ds'  an  den  Ort  des  Elementes  ds  ttber- 
Iragenen  Schwingungen.  Legen  wir  nun  das  Element  ids  an 
den  belrefTenden  Ort,  so  haben  wir  dasselbe  auf  eine  gegen  Q 
senkrechte  Ebene  P  su  projiciren').  In  dieser  Ebene  entsteht 
dann  durch  das  ZusanmentrefiTen  der  von  dem  geschlossenen 
Strome  und  dem  Elemente  ds  ausgehenden  Schwingungen  eine 
Kraft  i'ds  OOS  ^p  ♦  Q,  welche  auff/s  und  seiner  Projection  auf 
die  EJiene  P  senkrecht  steht  und  nach  der  Seite  gerichtet  ist, 
wo  die  von  dem  geschlossenen  Strome  und  von  d  s  ausgehenden 
Schwingungen  entgegengesetzte  Richtungen  besitsen. 

§«. 

Zum  Sc^hluss  will  ich  noch  den  Fall  i)ehandeln  .  wo  ein 
ebener  kreisförniifier  Strom  aut  eui  Klemonl,  welches  in  seiner 
Axe  in  einem  gegebenen  Abstände  liegt,  einwirkt. 


1  Dil'  nhon  nii(  P  ho/f  irlmnle  Ehcnc  hat  schon  ^IR\<ä^»lA^^  in  sHner 
Abhaudluug  „Zur  hlcklrudyniimik  -  luurnnl  für  reine  und  angewandte 
Malkeniatik  Bd.  83)  bemerkt.    Ev  >a^t  daselbhl  8.  63 ; 

Wenn  «In  beliebiger  geschlossener  Strom  im  Renme  gegeben  ist,  so 
giebt  es  su  jedem  Punkte  A  eine  bestimmte  Ebene ,  die  man  durch  A 
gehend  annehmen  und  die  Wirkungsebene  des  Stromes  in  Ho/ii^  auf  den 
Ptinkt  4  nennen  knnn  und  wricho  die  Eigensrhnft  tial,  dass  jedes  von  ^ 
ausgein  n  ie  Stronu'!'  im  nt  erstens,  wenn  es  auf  dieser  Ebene  senkrcciil 
steht,  kcMiiü  Kinwirkung  durcli  den  Strom  crruhrt,  zweitens,  wenn  es  schräg 
darauf  steht,  dieselbe  Wirkung  erleidet,  vile  seine  (senkrechte)  Phh 
jecUon  (6,)  auf  diese  Ebene  erleiden  wUrde^  drittens»  dass  die  Kraft,  die 
es  erfilhrt,  in  dieser  Ebene  liegt  und  auf  der  Projection  (&|)  des  Slromole- 
mcntes  und  also  auch  auf  diesem  seihst  sonkrei'hf  "-(''ht,  und  vifrlens,  ilass 
wenn  g  die  Kraft  ist,  welche  jenes  von  A  nusKcliende  Slroiucleiiient  b  in 
irgend  einer  Lage  erfahrt,  und  sich  die  Projection  (6|)  des  Stromelementes 
auf  die  Wirkungsebene  um  irgend  einen  Winkel  in  dieser  Ebene  dreht, 
dann  auch  die  Kraft  g  ohne  ihren  Werth  xu  verflndem  sich  um  denselben 
Winkel  dreht« 
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Wollte  mau  diese  Wirkung  berechnen,  indem  man  von  der 


Formel  — 


ii'ds äs' sin  &'cosip 

ausgeht,  so  wttrdo.  ohwobl 
sin  C')'  ^  t  ,  selbst  bei  der  An- 
naliine,  <l;iss  äs  niit  der  Axc  V 
purallcl  lit'Sit,  doch  die  Rech- 
nung sehr  umstündlich  werden, 
da  die  von  jedem  einzelnen  Ele- 
mente ds  auf  äs  ausgeabte  Kraft 
von  Element  zu  Eleuienl  ihre 
Grösse  und  Richtung  ttnderi, 
wobei  sie  doch  immer  senkrechl 
Y  gegen  bleibt. 

Einfacher  gestaltet  sich  die  Rechnung,  wenn  man  ftuersi  die 
Gomponenten  X,  Y,  Z  berechnet.  Ziehen  wir  suerst  von  allen 
Punkten  des  Kreises  (Fig.  5)  vom  Halbmesser  (g  Linien  nach 
dem  Orte  C  des  Elementes  dsy  so  bilden  dieselben  einen  Kegel. 
Es  sei  e  der  Abstand  00,  und  c  der  Winkel,  welchen  eine  Seite 
des  Kegels  mit  der  Axe  macht,  so  ist  der  Winket,  welchen  r  bei 
allen  Elementen  ds'  mit  der  Z'Axe  bildet,  =s  c.  Ist  der  Winkel 
zwischen  OB  und  X  gleich  ff,  so  ist  der  Winkel  a'  «=  90^ 
r=  fp^  y  =  90°,  es  wird  also 

cos    =  —  sin  9,  cos       cos  ^,  cos     =  0  . 

Weiler  ergiebt  sich 

cos  tt  SS  sin  c  cos  9,  cos  6  =  sin  c  sin  ijp  • 

Das  Integral  <?,  wird  dann  +  —^^^^ ^cos  yd^) , 
„  ,  1'^  cos  c  /•  .  , 

^  ,       sin  c  /• , 

Die  beiden  ersten  Integrale  geben  zwischen  0  uml  2  n  ge- 
nommen den  Werth  =  0,  Qj  wird  =  H-  ^  -^g      c  ^  ^.^ 
sultirendo  Q  =     liegt  in  der  Axo  Z. 
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Wird  nun  das  Eleinpnt  an  (l(?n  Ort  C  ^elc^t,  uiul  sind  die 

von  ih'w  drei  Axeu  gebiideluu  Winkel  «,  so  werden  die 

drei  CumponeDten 

„          iäs  i'iiQ  sin  c  cos 

y          idi        sin  c  cos  a 

^  ^  » 

j?  =  0  , 

,  td«  i'ito  sin  c  cos  \b 

also  Ä  =  ■-■■a- •  • 

r* 

Gehen  wir  \  oa  der  Theorie  der  Schw  ingungen  ans,  so  lüsst 
si(  1)  (l;is  vorstehende  llcsullal  last  aus  der  blossen  Anschauung 
ciiLuchinen. 

Alle  von  den  Elementen  da'  an  den  Ort  von  ds  Ubertra^^enen 

i'ds' 

Geschwindigl^eileii  von  der  Grtfsse        stehen  senkrecht  auf 

der  dureli  r  nnd  ds'  gelegten  Khene  und  sind  einander  gleich. 
Sie  bilden  uiil  der  Axe  Z  einen  Winkel  =  90**  —  c.  Zerlegen  wir 

jede  Geschwindigkeit        in  eine  nach  Z  gerichtete  und  in  eine 

mit  der  Ehen«  XV  parallele  Komponente,  so  Ik  Ix     sich  die 
letzteren  (]üni]>onenten  <mf  und  es  bleil)en  nur  (li(!  nach  Z  hin 
gerichti'ten  {\hti%f  deren  Summe  mit  Hinxufügung  des  Factors  \ 
sin  c 

=s  — 54        ist    Wird  nun  das  Element  ds  im  dtm  Ort  C 

gelegt,  so  entsteht  eine  in  der  auf  Z  senkrechten  Kbene  liegende 

UJid  auf  ds  senkrecht  stehende  Kraft  l       8in c  ^^^^^ 

zwar  gerichtet  nach  der  Seite  von  ds,  auf  welcher  die  von  dem 
kreiafiirailgen  Strome  und  die  von  d  t  ausgehenden  Schwingungen 
entgegengesettt  gerichtet  sind. 

Die  Torstehenden  Erörterungen  dürften  es  wohl  recht- 
fertigeOf  wenn  ich  der  Ansicht  Ausdruck  gebe,  dass  die  von 
mir  aufgestellte  Theorie  den  wirklichen  Vorgjliigeo  entspricht. 
Die  Reobnung  stellt  in  allen  Beitiehungen  vollständig  und  genau 
die  aus  den  Schwingungen  sieh  ergebenden  Vorgänge  dar. 
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B.  SmcIumI,  l/e6er  EUkirüyMa  de*  Pheaoii  mit  WedueUiriimen, 

Vor  etwa  vier  Jahren  habe  ich  in  einer  Abhandlung  über 
»EMlrolyaeii  und  Elektrosynthesent*)  mitgetheilt,  dass  bei  der 
Elektrolyse  einor  wflssrigen  Ltfsun|$  von  Phenol,  achvirefelsaarer 
und  doppeltkohlensaurer  Magnesia  mit  Wechselströmen  ausser 
der  erwarteten  Pbenoltttherschwefelsllure  auch  eine  Ansahl  an- 
derer Producte  entstdit,  von  denen  ich  diejenigen,  welche  nach 
dem  Abdestiliiren  des  unangegriffenen  Phenols  in  der  wttssrigen 
Losung  zurückgeblteben  waren,  ebenfalls  untersucht  hatte.  Schon 
damals  war  es  mir  aber  aufgelÜlen,  dass  das  abdestilUrte  Phenol 
einen  eigenihflmlichent  nicht  unangenehmen  Geruch  besass, 
welcher  auf  die  Anwesenheit  eines  anderen  KOrpeis  hinsudenlen 
schien;  ich  habe  deshalb  spKter  dieses  Phenol  nOher  untersucht 
und  will  die  gewonnenen  Resultate  im  Folgenden  kun  miitheilen. 

Das  erwähnte  Destillatiousp  roduet  war  eine  wässrige  Flflssig- 
keit,  in  welcher  ölige,  etwas  rOthlich  gefärbte  Tropfen  herum- 
schwammen; durch  Ziisats  von  Natronlauge  wurden  diesdben 
grossentheib,  aber  nicht  vOllig  in  Lösung  gebracht,  worauf  der 
eigenlhttmliche  aromatische  Geruch  stärker  hervortrat.  Nun  wurde 
das  Ganze  mit  kleincnMengenAetherausgcschttltclUdie ätherische 
Losung  mit  (nilorcalciuiu  cDtwÜssert.  fillrirt  und  fraclionirl.  Bis 
4  00°  ging  hauptsächlich  Aelher  über,  von  1  i)0—\  Ti^  nur  wenig, 
von  l7i--tH(V'  (lio  j^rösslo  Mcn^e  (II),  von  1 80— (90°  der  Rest 
(III), im  KLill)chc  Ji  hlicl)en  imv  ein  paiu*  hntuiie  Tropfen.  II  uiuilU 
besass(  11  (  in<'n  rlwas  unangenehmen  Geruch,  der  aber  auf  Zu  sali 
von  etwas  ^alrunlauge  verschwanil  und  einem  angenehmen, 

1}  Joom.  f.  prakl.  Chem.  (S)  sr,  iS9. 
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pteneniiinziihülichen  Platz  machte  :beideFraclionon  schienen  noch 
etwas  Phenol  zu  enthalten,  wenij,^stens  färbte  sieh  ihre  wässrige 
Lösung  mit  £isenchlorid  schwach  violett.  Beide  w  urden  daher 
vereinigt,  in  einein  Scheidetrichter  in  wenig  conc.  Natronlauge 
gelöst  und  durch  Zusatz  von  Wasser  theilweise  wieder  als  Oel 
abgeschieden;  die  voii  diesem  getrennte  wMssrige  Flüssigkeit 
wurde  (unter  Zusatz  l  iiu  s  Stdrkrhens  Zink  um  das  Stessen  zu 
vernieidenl  alidestiiiirt  bis  k<  ine  Oeltropfeu  mehr  tibergingen, 
dann  wurdr  das  Desiillal  zu  dem  durch  Wasser  abgeschiedenen 
Oel  gegeben  und  im  Scheidet  ricliter  unter  Zu&atz  von  etwas  Aether, 
welcher  die  Klärung  wesentlich  forderte,  absitzen  gelassen.  Die 
ätherische  Lösung  wurde  sodann  durch  Chlorcalciura  entwässert 
und  destillirt;  nachdem  der  Aether  entwichen,  ging  die  übrige 
Flüssigkeit  zwischen  4«)3"  und  178"  über.  Die  wttssrige  Lösung 
derselben  gab  mil  Millon's  Reagens  schöne  Roth-Purpurfärbung» 
mit  Bromwasser  einen  Niederschlag,  aber  mit  Eisenchlorid  keine 
Fttrbung.  Durch  fractionirte  Destillation  konnte  die  geringe  Menge 
Flüssigkeit^  welche  nach  den  angefahrten  ReaolioneD  noch  etwas 
Phenol  tu  enthalten  schien,  nicbi  teriegt  werden;  eine  Analyse 
derselben,  welche  Herr  Dr.  L.  Bxani  auscttfilbren  die  Gttte  hatte^ 
ergab  folgende  Werihe: 

O-aStOg  Substanz  lieferten  0,8i2l  g  C(\  =  71 ,54^1^  C,  und 

Fttr  einen  Kttrper  C^H^^O  berechnet  sieh  der  Gehalt  an 
Kohlenstoff  su  73,5^,  an  Wasserstoff  in  iO^ßi  —  Werihe, 
denen  sieb  die  dnrch  die  Analyse  gefundenen  so  weit  nilhem, 
dass  die  Annahme,  ein  Korper  C^jf^^O  sei  der  Hauptbestandtheil 
der  vorliegenden  Flüssigkeit,  vid  Wahrscheinlichkeit  bat  Bei- 
läufig möge  nodi  erwllhnt  werden,  dass  ein  Wassergehalt  von 
8^  den  Kohle&8tofl|gebalt  auf  herabdrOeken,  den  Wasser- 
stof%ebalt  aber  nSobt  verändern  würde,  wonaeb  die  Anwesenheit 
einer  kleinen  Mango  einer  wasserstoffk^ichereu  Verbindung,  viel- 
leicht C^HitO,  voransiusetsen  ist. 

Um  eine  etwas  grossere  Menge  Substans  zur  Verfügung  zn 
bekommen,  habe  ich  im  vergangenen  Herbst  eine  neue  Menge 
Phenol  bei  Gegenwart  von  schwefelsaurer  und  doppeltkohlen- 
saurer Magnesia  in  vvässriger  l.ösiini?  der  Elektro!) se  mit  Wechsel- 
slionirn  unterworfen  und  habe  aus  der  resultirenden  Lösung 
ebenfaiis  eine  kleine  Menge  der  aromatisch  riechenden  Flüssig« 
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keil  in  Jlhnlicker  Weise  wie  eben  ange^sben  abscheiden  können, 
allein  auch  jetst  ftthrte  die  fraetMmiiie  DestülaUon  m  keinem  Re- 
sultate, insofern  als  die  Flflssigkeit  keinen  oonslanten  Siedepmikt 
seigte  und  stets  die  oben  angefahrten ,  die  Anwesenheit  von 
Phenol  andeutenden  Reactionen  gab.  Da  auch  einige  aoüdere 
Trennongsversuehe  vergeblieh  waren,  und  ich  vennnthete,  dass 
hier  ein  ketonähnlicher  Körper  C^,  lf^^J>  Torllegen  mitose,  so  ver- 
suchte ieh  die  Einwiiknng  von  Phen\  lh\  ilrazin,  mn  vielleiciit  auf 
diese  Weise  tu  einer  krystallisirenden  Verbindung  zu  gelangen. 
Ich  versetite  daher  das  Oel  mH  einem  Uebersehusse  von  Plienyl- 
hydraxin,  wobei  TrObung  und  ErwXmning  eintrat,  und  erhitzte 
einige  Zeit  im  siedenden  Wasserhade ;  dann  ftlgte  ich  Kisessi^ 
hinzu  und  fällte  die  Lösung  durch  Eiswasser,  wodurch  ein  in 
weissen  Nadeln  krystallisirondor  Ktirper  ausgeschieden  wurd^». 
Nach  doiT»  Auswaschen  mit  Wasser  und  Al)pres«<en  z\>isoh»  u 
Papier  brachte  ich  densellK  ii  über  Schwefelsaure  uni»*r  vermin- 
dertem Druck;  leider  zcitite  sich  aber  der  Körper  sehr  leicht 
zersetzlich,  so  dass  er  bald  oino  branno  Färbung  an  der  Oher- 
flüche  annahm.  Deshalb  unterwarf  ich  ihn  nun,  in  derllntVnuna 
das  ursfirüniiliche  Oel  wieder  zu  erhalten,  mit  überschüssiger 
verdünnter  Schwefelsäure  der  Destillation,  allein  mit  den  Wasser- 
dUnipfen  gingen  anfani»s  nur  ein  paar  Tropfen  eine^  nnrh  l*f«'fVrr- 
niinze  riecheiuien  üeles  über,  spater  geringe  Mengen  bläUrftj'T 
Kristalle  nebst  einer  treib  L.'(>r;ii"btpn,  schön  grün  fluorescirf  lul.  n 
wiissrigen  Losung.  Die  llniptmeuge  der  Svil)stan'Z  schuaiun i  in 
grossen  schwarzen  'IVopfen  in  der  verdünnten  S  inrp  irn  Destiüir- 
kolhen  umher,  und  erstarrte  heim  Krkaltenkryslalliiusch.  Zuri.'ichM 
versuchte  ich  dieselbe  durch  Umkryslallisiren  aus  Alkohol  lu 
reinigen;  .sie  schoss  beim  Erkalten  der  heissen  Lösung  in  kleinen 
rhombischen  Tafelchen  an,  welche  indessen  sich  im  Lichte  an 
der  Oberfläche  noch  schwach  brüunten.  Bei  der  Analyse  der 
Uber  Schwefelsäure  getrockneten  Substans  erhielt  Herr  Dr.  Reh» 
folgende  Warthe  (1): 

(4.)  0,2471  g  Substanz  gaben:  0,7680g  CO«  =  84,77^  C und 

0,ir,95g  0=7,62^^//. 

(2.)  0,2a23g  Substanz  gaben:  15,3  CC.N  bei  730,4  mm  Druck 

und  5,5*'  =  8,00^  A', 

Da  die  Brttonnng  der  Substanz  im  IJbhte  und  an  der  Lnft 
darauf  hinsndeuten  schien,  dass  dieselbe  noch  nicht  gani  refn 
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sei,  so  dampfte  ich  die  alkoholischeo  Mutterlaugen  ein  und  reinigte 
die  Substanz  durch  mebrnialige  Sublimation  im  lultverdtlnnten 
Räume  bei  140 — 450**,  nachdem  ich  mich  durch  besondere  Ver- 
suche ttberxeugt  hatte,  dass  das  Sublimat  aus  Alkohol  in  genau 
denselben  Formen  unter  dem  Mikroskope  auskrystalUsirte,  wie 
die  nicht  sublimirte  Substanx.  Die  ursprttnglich  beabsichtigte 
Destillation  mit  WasserdBmpfen  erwies  sieh  als  unüiimlieh,  da 
die  Substanz  mit  diesen  eu  wenig  flttehtig  war;  dasttbergegungene 
Wasser  hatte  gelbe  Faiim  und  schön  grüne  Fluorescens.  Zur 
Sublimation  im  luffverdQnnten  Räume  diente  mir  mit  bestem 
Krfoli^e  ein  kleines  Fractionirkölbchen,  an  dessen  Ableilungs- 
röhre  ein  Glashahn  angeschmolzen  war;  in  das  weite  Rohr  war 
mittelst  eint'S  Korkes  ein  nicht  /ii  dünnwandiges  SubsUinzrühr- 
chen  einsesclzl,  \v(»lches  bis  in  ilin  Mitte  der  Kugel  reichte  und 
iH'ständii:^  von  einem  kalten  Wusse rstrorn  ciurtdillossen  wurde. 
N;u'li(k"ui  die  Substanz  in  die  Kugel  gebracht  war,  wurde  dieses 
Kühlrohr  eingesetzt,  die  Luft  mit  einer  Strahlpumpe  ausgepumpt, 
der  ll  iliu  ücschlüsstn  und  nun  die  Ku^el  in  ein  Pnraffinbad 
versenkt,  welches  auf  1  iO — löO**erhit/A  wurde;  im  Laufe  einiger 
Stunden  setzte  sieh  d;uui  das  Sublimat  als  eine  dicke,  schün 
kr\st;dlinische  Seliicht  an  dns  Kilhlrohr  an,  und  konnte  nach  dem 
Krknlten  niii  diesem  herausgenommen  werden.  Das  Sublimat 
iK'standaus  \\i  i>st'n  Blattern, denen  kleine  gen»liche  Oeltrüpfehen 
anfsasst  n:  die  Meniie  der  letzteren  schien  zu  wacltsen,  als  die 
lAifl  nicht  niö'-'lielist  n ollstiindig  ausgepumpt  wotili n  w  nr.  auch 
niachte  sich  dann  beim  Oeihien  des  Apparates  ein  deutliciier  indol- 
artiger  Geruch  bemerklich.  Zur  völligen  Heinigung  wurde  das 
Sublimat  aus  heissemca.  50^  Alkohol  umkr\$tallisirt,  abgesaugt 
und  mit  ca.  30^  Alkohol  gewaschen,  bis  es  rein  weiss  erschien. 
Jetzt  bildete  es  prächtige  Blättchen,  die  in  heissem  Wasser  nur 
äusserst  wenig,  in  Alkohol  leicht  löslich  waren  und  bei  108" 
schmolzen;  b(  i  der  Analyse  derselben  erhielt  Herr  Dr.  Siegfried 
folgende  Zahlen  (11): 

(1.)  0,1582g  Substanz  lieferten  0,4895g  CO«  =  8i,3K^ (7,  und 

0,1086-  ///J  =  7,(')3>;//. 

(i.)  0,i!370g  Substanz  lieferten  18,3  CC'.A  bei  TiümmÜruckund 

16"  =  8,82^  A. 

Die  Werthe  führen  ebenso  wie  die  oben  mitgetheilten  zu 
der  Formel:  Cj,//,,jV,  für  welche  sich  berechnen: 
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Bcr.  I.  II. 

C,^  :  lU  ...  84,21  ...  8i,77  ...  8i,;i8 
//„  :   13  ...    7,60  ...    7,(>2  ...  7,r,:? 
A'   :_U  ...    8,49  ...    8,00  ...  _8,8i 
m      400,00      400,39  400,83 
In  Analyse  11  stimmen,  wie  man  sieht,  Kohlenstoff-  und 
Wasserstoffgehalt  sehr  gut  mit  den  berechneten  Werthen  Ober- 
ein;  die  offenbar  mit  einem  Fehler  bebnfllete  Sticitstofizahl  habe 
ich  nur  angeführt  um  su  «eigen,  dass  die  Substanz  sauerstoffTrei 
ist.  Erwtthnen  will  ich  noch,  dass  die  zur  Ana!yse  1  dienende, 
nicht  sublimirtcSnbstans  in  conc.  Schwefelsäure  gelöst  mit  etwas 
Salpetersaure  versetzt  eine  schön  dunkdgrtine  Färbung  annahm, 
welche  beim  Stehen  allmählich  in  Gelb  über^iii}:;  die  iiH»izIi'chst 
reine  Substanx  gnl^  Jedoch  diese  Reaction  nur  äusserst  sehwach, 
so  dass  sie  vermnthlich  nur  einer  Spur  eines  verunreinigenden 
Körpers  zuzuschreiben  i.s(. 

Die  Verbindunjj:  ^n//,3.V  hat  demnach  diesen)^  Ziisainnirn-  , 
setzunc  wie  das  Hvdrocarhazol  von  GrXrf.  und  Glaser,  doch 
seheint  sie  mit  diesem  nur  isomer  zu  sein,  da  dessen  Scliuielz- 
piinkl  hei  120"  liei;l.  Gegen  die  hh^ntitäl  iniL  Ilydrocarhazol 
sjirichl  auch  dif  hildimgsweise  drr  Suhst.iuz,  wenicslcus  wem» 
das  H ydro<Mrl»iiZ()l  ;ils  vU\  llcrix.it  des  I)i])li(Mi\ l>  zuzusehen  ist. 

Wenn  «'s  luni  auch  nicht  i^chingenisl.dic  Vcritimhmij 
deren  Vctrlianth'usein  in  dem  nnt<'r>U('htri»  IMwnol  \ri-Miuihti 
vvnrdo,  scllist  in  rcinorn  Zustan<l(  ah/.u-^i  Ik  Idm,  so  wird  (hn  ü 
deren  Anw <  s<  nheit  durch  die  iiilduni;  (hs  Korpers  (^^.ffy  ,^  I»«  - 
wiesen.  Denn  in  I'^oliic  ihres  unzweifelhaft  ketonarliiKM»  (iharalvli  r> 
reatiir!»'  (hC  Vcrhiinlunp;  ^„ff^u^^  IMienyihjdraziii  unter 
VVa.sserahspaltung  nach  der  Gh  iclnuig: 

C.ff^J)  -f-  C,//,.A,/i,  =  t\^H,^i\  +  H,0  , 

und  das  Hydrazid  C,g/f^f.A',  gab  bei  der  Behandlung  mit  Säure 
einfach  Ammonialt  ab: 

Auf  diese  Weise  erklHrt  sieh  die  Knlsi«  hunt;  des  Korpers 
C,  \  sehr  einfach  und  uiilm  zw  ungen,(h  nn  dii  -  \  orausgeset  /  len 
Bcaelion(*n  sind  aueli  in  anderen  älndichen  Füllen  naelii:ew  ie^< n 
worden.  Die  Verbindinig  r,  //,„0  ist  Tuil  McsIInIoxmI  isomer: 
ich  sehUige  (Ur  diesellie  den  Namen  H}/(Jr(>f>lif)ii>l,rt<>n  \  or.  und 
für  die  Verbindung  C-j^/Z^jA  den  iNamen  lli^iiio^^heuundui. 
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Dmi  Bildung  des  Ilydrophenokot^ns  hei  der  Elclvlrolvse  des 
Plu'iiöls  mit  Wechselströmen  tirmoulichl  nun  iiuch  die  Krkliirung 
der  Knlstehuim  der  fetten  Sauren  nus  dem  IMu  nnl  bei  demselben 
Proecsse,  Wie  ich  in  der  angeführten  Althandiun;^  gezeigt  habe, 
bilden  dieselben  eine  Heihe  mit  al>nehmendcm  KohIenstolfgehaJtt\ 
so  dass  ich  schon  damals  vemiuthete,  sie  mochten  siimmtlicb 
von  S.1uren  mit  (\.  (Capronsiiure  und  Adipinsäure)«  welche  un- 
mittelbar aus  dem  Phenol  hervorgingen,  abstammen*  Die  Ver- 
mulhung  fand  eine  krikfUge  Stot/e  in  den  Uesnltaten,  welche 
mir  spater  die  Untersuchung  der  Kleklrolyse  der  Capronsituro 
mit  >Vecbselstrttnien  '  j  gab,  allein  die  Kntstebung  der  Capron* 
Häure  selbst  aus  den)  Phenol  blieb  nocb  unaufgeklärt,  insofern 
als  die  Bildung  eines  Zwiscbenproductes  sehr  wabrscbeinlicb, 
al)er  nocb  nicht  nachgewiesen  war.  Jetst  ist  diese  Lücke  aus* 
gefttllty  denn  das  Hydropbenoketon  ist  ohne  Zweifel  dieses  ge- 
suchte  Zwischenproduct.  Dasselbe  entsteht  aus  dem  Phenol  auf 
iihuHche  Weise,  wie  das  HexachlorbenBol  aus  Benzol,  indem 
durch  Anlagerung  von  Wasserstoff  alle  doppelten  Bindungen  ge- 
tost werden : 

/i  //, 

//C        CüU  ll^C  0 

I         »  I        I  // 

//(         Cli  H^C       (  //, 

das  Isocarbinol  C^II^^O  wird  aber  sogleich  durch  Oxydation  in 
das  Keton  verwandelt: 

/        N    /  /  \ 

H^r     c  CO 

H    +0^       I        I  +//,0 


'  v/  \c/  ■ 

//,  ff, 

Ue\ah)drophenol  ItulrDpinnukcUtn 

8» 
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Die  Uf'herrnhning  dieses  letzteren  in  Uydropiieiiaiiilld  er- 
giebl  sieb  daoo  leicbl  aus  folgenden  GleiGhungen : 

//,C      CO        Mi.CJJ^      n^c  C—\.C^H^ 

I.        I       I      4-  I  -      I       I    .  I  4-  //.O 

//,C       C/y,  ii^C  C.il^X.U 

ll^dropbenoketon  Pbenylbydraiin 

//,  //. 

ll,C       C  — iV.C.//,  //,C  Cx^ 

HydropbenaDilid 

Dir  Knl.sl'  linni;  tU-r  Cjiproiisüuro  ;ms  dem  II  \  d  n)|»lM'i)ok.»-(«»n 
ist  !(Mi  lil  vcrsUiiullirli,  denn  <'S  hcdnrl"  zu  (1irs( m  /\\»M-ke  nur 
4'iner  ZulUhruiig vun  0~\- 11^^  wodurch  der  Uin|^  gcstprenj^l  wird: 

A. 

iLc     CO  n,c     CO.  Oll 

I        I      +0+//,=  I 
//,(•       CII^  (7/, 

llydropheaokelon  Normalcapronsäure 

Zu  den  wenigen  bekannten  Heispielen  von  Unnvandliinc 
einer  ariunalisclien  Veri>indung  in  eine  feile  liabi  n  die  Norliegeu- 
den  IJnü  iMiclninjien  ein  neues  iunzugefUgt;  in  der  I'>leklrol\se 
mit  Wcchseistronjcn  hüben  wir  ein  Mittel  iicluntlen.  um  das 
IMh not  in  Sfhiren  der  Ameisen-  und  (U:r  OxalsäurereilH'  über- 
/iiliilircn.  Wie  ein  liliek  ;uif  die  nlx^n  rntwickeUe'n  l-dnneln 
und  Gk'ichungen  lehrl,  wird  diesies  Utbuilul  durch  Zusamuieo- 
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wirken  von  OxydaUons-  und  Hedii('tioQS|)rocessen,  bez.  Aulager* 
urifj;  und  Wei^nahme  von  WasserstofF-  und  Sauersloffatonien  er- 
reicht, und  die  lange  Reihe  von  Producton,  welche  bei  dieser 
Art  der  Elektrolyse  aus  dem  Phenol  entstehen,  lasst  deutlich  er- 
kennen, dnss  in  der  geeigneten  Ver))indung  von  Oxydation  und 
Heduc^ion  ein  Weg  gegcbtm  ist,  welcher,  vom  Phenol  ausgehend, 
zu  immer  einfacheren,  d.  h.  kohlenstofilirnieren  Yerbindiiogen 
fuhrt  und  bei  KohlensJture  und  Wasser  endet.  Schon  früher  habe 
ich  darauf  lüngewiesen'),  dass  die  Verbronnnng  der  Nahrung^* 
und  Gewebsbestandtheile  im  Thierkörper  jedenfalls  auf  dem- 
selben Wege  erfolgt,  denn  elnestheils  sind  intermediäre  Stoff- 
wechselproducte  bekannt,  welohe  su  Nahrangssloffen  in  ähnlicher 
Besiehung  stehen,  wie  die  Glieder  der  in  diesen  Yersoehen  er- 
haltenen Reihen  fetter  Säuren  unter  einander  (man  vergleiche 
B.  B. Dextrose  C^Ü^^O^  und  Glykuronsäure  C^O^^  0,  mit  Gapron- 
säure   if| , nnd  Adipinsäure    //«oO« ,  oder  Buttersäure  Hft^ 
und  Bemsteinsäure  C^U^O^),  und  andemtheils  wird  auf  diese 
Weise  die  Verbrennung  eomplieirterer  Moleküle  bu  Kohlensäure 
und  Wasser  so  einfach  und  ruhig  wie  nur  irgend  mtfglioh  be- 
wirkt. Wasserstoff  und  Kohlenstoff  werden  ein  Atom  nach  dem 
andern  herausgenommen,  ohne  dass  ein  plätslicber  totaler  Zer- 
fall einträte;  ein  Molekttl  Buttersäure  b.  B.  wird  nicht  durch 
gleichBeitige  Aufnahme  von  \  0  Atomen  Sauerstoff  plötBlich  bu 
Kohlensäure  und  Wasser  verbrannt,  sondern  dasselbe  geht  nach 
einander  in  Oxybuttersyure,  Bemsteinsäure.  Milchsäure,  Malon- 
säure,  GlykolsHure,  Oxalsiiure  und  Kohlensilure  unter  stetiger 
Abspaltung  von  Wasser  und  Kohlensaure  über. 

Aus  den  Versuchen  mit  Phenol  iJIsst  sich  ferner  untnehmtüi, 
dass  dasselbe  im  Organismus  l)t  imis  \olisUindiger  Verbrennung 
<  rsl  in  Körj)ür  der  fetten  Reihe  nlx  ri'efnhrt  werden  nuiss:  kann 
der  sogenannte  Rrnznlring  nicht  };t'sprengt  vvenh'ü,  so  tri  I  I  die 
HroTnatischeVeri)ifuiu  na  als  solche,  bez.  mit  einer  anderen  ge[)aarl, 
\v^  H;irn  aus  findet  al»er  dir  Sprcngun:;  sIj»U,  so  fallen  die 
gebildeten  Fcltkörj)er  der  voUsUindigen  Verbren iuhil'  nnheim 
wie  sonst.  Merkwllrdig  erscheint  in  dieser  Heziehunj.;  auch  die 
bekannte  Thatsaelie,  dass  in  n»an(  h<m  FHllen  der  aromatische 
PaarünL'  den  mit  ilun  v  erhundeiuMi  FettkMrper  vor  weiterer  Zer- 
störuuj;^  schtttiteD  kaou,  wie  z.  B.  die  Beozoiisüure  des  GlykokoU. 


1}  Ber.  ü.  kgl.  Sächs.  Ges.  d.  Wi«s.  Matb.-phys.  Gl.»  Sitz.  v.  2.  Mai  1886. 
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Wfnni^lfii'h  nun  der  angogehono  W(!g  /.tir  VcTbrcnnunü!  theore- 
lisch  auf  alle  orLinnischeii  SubstanR(^n  an\vendl>ar  erscheint,  s« 
HtMilcn  dorh  jjLi  wisse  Thatsachen  (^annif  hin.  class  dii's  lilr  den 
thit'rischrn  ( )rL';mismns  ohne  \N  *'il<Ti's         dass  \if'lriirlir 

in  diesem  i^chuls  der  \  erhrenniinL'  \  <  i  srhicdpncr  SuiislaDzcn 
vrrsrhiodrno  Ih'dinüiincpn  erfüllt  srin  müssen.  D.is  bekamile>te 
Heispiel  für  die  Hiebt iL'keil  dirsrr  neliniiptiinL;  hii'tetder  Üial>etes: 
der  Organismus  des  KrankiMi  \  ermag  noeh  sehr  wnh!  Ki\vei'is, 
Feit,  organisrhe  Siiiiren,  üenzoi  zu  <)\\diren,  nicht  aber,  oder 
wenigstens  nieht  in  genügendem  Maasse  Zucker.  Nfncki  und 
SiKBEii'  suchen  den  (irund  dieser  Krscheinung  in  dem  Umstände, 
dass  der  Zucker,  um  verbrannt  werden  zu  können,  in)  Organismus 
erst  in  SHuren  Ultergeftthrt  w  erden  müsse  und  dass  die  Fähigkeil 
hierzu  dem  Diabetiker  aligeln  •  allein  abgesehen  davon,  dass 
dieser  oft  auch  8äuren  (/:f-OxNbititers;Uire)  nicht  nu  hr  zu  Yer- 
brennen  vermag,  sagt  auch  diese  Annahme  niohis  Anderes  aus, 
als  dass  liehufs  voilstilndiger  Verbrennung  verschiedener  orga* 
nischer  Sobslanien  itn  Thierköri>er  verschiedene  Bedini^ungen 
erfüllt  sein  müssen.  Man  kann  deshalb  aber  auch  nicht  eine 
allgemeine  Methode  aufstellen,  um  das  Oxydationsvcrmögeu  des 
Organismus  ttherhaupt  zu  messen;  Nkncm  und  Sibsb»*)  schlagen 
SU  diesem  Zwecke  die  Kingabo  von  Benioi  und  Bestimmung  des 
im  Harne  ausgeschiedenen  Phenols  vor,  allem  ein  derartiger 
Versuch  kann  über  nichts  weiter  Aufschluss  geben,  als  ober 
die  Fflhigkeit  des  Organismus  Bensol  tu  oxydiren. 

Schliesslich  will  ich  noch  auf  swei  Punkte  hinweisen,  wdche  I 
geeignet  sind  die  Aehnlichkeit  der  Processe  in  meinen  Versuchen  i 
mit  denen  im  Organismus  noch  deutlicher  su  seigen.  Erstens 
hat  sich  bei  allen  Versuchen  ttbor  Synthesen  durch  ttberlebeodr 
Organe  (ScBHianimo  und  Biiif«;«;  Kocks)  ais  nothwendig  heraus* 
gestellt,  arterielles  Blut  sur  Dnrchlcitung  su  benutsen,  woran» 
man  schliessen  darf,  dass  ein  Oxjdationsprocess  ftlr  das  Zu- 
Standekommen  der  Synthese  nothwendig  ist;  in  voller  Uelier- 
einsiimmung  steht  damit  meine  Synthese  der  Phenolälherschwefel' 
sdure,  denn  auch  ftlr  diese  ist  eine  Oxydation  mit  nachfolgender 
Heduction  erforderlich: 

I.  ( V, //, . o // -f-  // o . s (K .(Hi-j-(>  =    //, . n . ( ) . n .r > // -f.  //^ o, 

1)  .htmii.  r.  |»iiik(.  ('Ii<  tii.    i  a6,  4. 
t)  fllügei  s  Archiv,  31,  3IU. 
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wobei  die  Wroinlguns;  des  Phenols  mit  der  SchwefelsUiirc  das 
Werk  SaiicrstotVs  ist.  Zweitens  wird  im  Organismus  aus 
IMicii  1  /\v;ir  Brriizcalechin  und  Ihdruchinon  durch  Oxydation 
f;td>iidi.'l,  iih  hl  jiIht  TU'snrcin,  und  dein  onlsprichl  vollstHndic 
das  Residtal  niciucr  Versuche:  iirenzcaleclun  und  ihdrochiuon 
konnten  in  der  elektrulysirlen  Fhenollösung  leicht  nachgewiesen 
Wehrden.  Hesorcin  daijegen  nicht,  trotz  besonders  darauf  gerich- 
teter HeniUhungen.  Dass  eine  so  weit  gehende  Aehnlichkeit 
zwischen  dem  Versuche  und  den  Vorgängen  im  lebenden  Orga- 
nismus lediglich  auf  Zufall  beruhe,  ist  nicht  wahrscheinlich,  wohl 
(iber  die  Annahme,  (hiss  in  der  That  erslcrcr  das  treue  Abbild 
der  loUUirco  durslcill. 

Leipzig,  im  Mai  1888. 
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C,  Vewiiaiin»  Ueber  die  SteliykeU  tnehrdeuli^r  Functionen, ') 

In  meinem  Werke  aber  die  Riemann*sche  Theorie')  habe  icb 
im  sechsten  Capitcl  eine  neue  und  einfache  Methode  mitgelheilt 
zur  Untersuchung  der  Stetigkeit  mehrdeutig(>r  Functionen.  Es 
mag  mir  gestaltet  sein,  den  eigentlichen  Grundgedanken  dieser  He* 
thode,  welcher  in  jener  Publioation  wohl  nicht  hinreichend  deut- 
lich hervortritt,  hier  durch  ein  einfadiea  Beispiel  tu  erläutern. 

Die  Function  f{z)  sei  auf  derjs-Ebene  innerhalb  eines  gege- 
benen Gebietes  V  eindeutig  und  stetig;  und  Gleiches  gelte  inner- 
halb Hauch  von  /"[z).  Alsdann  wird  bekanntlich  f(z]  selber, 
und  ebenso  auch  /'{z]  —  c,  innerhalb  21  immer  nur  in  einselnn 
Tunkten  verschwindcu  können.  Üabei  soll  t\  eine  gej^ebeue 
Constjuite  vorstellen. 

luiu'r  rnn  du'si'ii  rin  zrlnen  Ihmklen^  in  denen  f{3)  —  c,  if}uci- 
hnlb  %  vcrsrliH  iiidrl .  imuj  hassen.  Es  soll  nnlcrsuchl  weiden, 
wie  3,  swh  ändert,  (nlls  man     sich  Hndi'm  Ifissl. 

Man  conslruirr  inm  rlialh  ii  die  Kreisfläche  (r^ ,  f),  d.  h.  eine 
Kreisllürh«', deren  (Irüli-imi  in  3,  liegt,  inid  (Ntimi  Uadius  =  i  isl. 
Dabei  soll  ^  einrn  hciichit:  ^'i^rhctan  Kh'inluM'lsßrail  vorslcllen. 
.ledenfalls  nhcr  soll  f  so  klt'in  sein,  dass  in  sIku  Utny  der 
Flilrho  fr.,  ,  ^)  die  1* uüclion /"(s)  —  r  mirnllein  in  z^  versclnvindil 
Alsdann  wird  also  z.  B.  am  Hunde  (iieser  Fliteln»  f^z)  —  '  ,  diircli- 
wrii  -h  0,  riiiliiin  innd  ^  fiz)  —  (lurcliweu  ^  sein,  lolftlidi 
wird  (  im  jiositi\ e  (lonstanle  an!jei>l>ar  ^»mH.  der  Art,  dassfOr 
alle  Punkte  z  dieses  Handes  die  Formel  stulUindet: 

(I .)      mod  [f[3)  —  cj  ^  2^  ;   am  Rande  von  (3^ ,  e) . 

4)  Dieser  Aufsatz  >\'urde  xum  Druck  eingereicht  wahrend  <ler  Sitzunt. 
i'  C.  XtcM^NN;   Vorlesun^'on  u!hm  die  Hieiuaon'sctie  Theorie  der 
AbtilVciicD  Inlograle.  Ii.  Aull.  Leipzig  1884. 
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Ms  sei  nun  r;  irgend  eine  neue  Conslunlc.  Alsdunn  fulj^i  aus 
der  idenliäclien  Cileichung 


mod  \f{z\  —  c]  ^  niod  f/"  r)  —  r,]  —  mod  fr,  —  c]  . 

Bri(i&;l  in^in  di      l  ormrl  in  Anwendung  aufdeuüaud  der  FlUcUc 
t),  SU  eri^it'bl  sich  mil  l(Uck:iiclil  auf  ^1.): 

(2.)  mod[f{z]  —  c]  >  3 ^  —  tnod [c,  —  c];   am  Rande  von  {s^y  e) . 

Unter wirß  man  jetzt  jene  neue  Constuntc  c  der  Beäinguny ; 

(3.)  mod  [c  —     <!  ^  , 

so  erhält  man  aus  {%,): 

♦  4.)       uiod  [/'{z]  —  c]  ^  ^  ;    am  Uande  von  (2, ,  n  . 

Mil  andern  Worten:  Unterwirft  man  c  der  Bedingung  (3.1, 
iässt  man  also  diese  Constante  c  auf  der  c-Ebene  innerhalb  des 
Kreises  (c, ,  q)  beliebig  variiren,  so  wird  dabei  der  Nenner  des 
über  die  Peripherie  von  (s« ,  ^)  erstreckten  Integrals 


niemals  0  werden  kOnnen.  Folglieh  wird  dieses  Integral  während 
jener  Variation  nur  in  steti^r  Weise  sich  andern  können^  und 
daher,  weil  es  stetiger  Aendeningen  unfähig  ist»  constant  bleiben. 
Dass  nämlich  dieses  Integral  stetiger  Aenderungen  unfähig  ist, 
ergiebt  sich  aus  einem  bekannten  CAi;cBY*scheD  Theorem,  dem- 
zufolge der  Werth  des  Integrals  die  Anzahl  der  elementaren 
Nullpunkte  der  Function  f{s]  —  c  innerhalb  der  Fläche  [z^^  s) 
repräsentirt;  so  dass  also  der  Werth  dos  Integrals  immer  nur 
eine  yanse  Zahl  sein  kann. 

Mit  Rtleksicht  auf  dieses  CAucny'sche  Theorem  ist  ttbrigens 
der  soeben  Uber  die  Gonstanz  des  Integrales  (').)  ausgesprochene 
Sate  ofTenbar  auch  so  ausdrtlckbar:  Lässt  man  c  innerhalb  des 
Kreises  r, ,  ^  beliebig  variiren,  so  wird  dabei  die  Anzahl  der 
Innerhalb  {z^ ,  t]  vorhandenen  elementaren  Nullpunktcder  Function 
f(z}  —  c  constant  bleiben.  Es  werden  mittiln,  während  dieser 
Variation,  diejenigen  Nullpunkte,  welche  su  Anfang  innerhalb 
des  Kreises  3, ,  e)  vorbanden  waren,  innerhalb  dieses  Kreises 
verbleiben^  und  auch  keine  neuen  zu  denselben  hinzutreten. 


/  (,)  _  c  =  [/■(»)  -  c.]  +  [c,  -  c] 


sofort: 


l5.) 
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C.  Nkumann, 


Befloiotiaet  man  also  die  innerhalb  dos  Kreises  (3,.  £i  vor- 
handenen elementaren  Nullpunkte  von  f{z)  —  c  mit  5',  z'\.,, 
so  werden»  so  lange  c  innerhalb  {(\ ,  (/}  bleibt,  die  Moduln  der 
Grtfssen 

durchwcij;  <^  i  hlciben.  Folizlifli  sind  r',  r",  ...  z^'*^  stetige  iawc- 
lioiK'ii  \on  r.  Ih'bcrdic'S  (»rkonnl  man  hMcht.  dass  z',  z",  ...  : 
fUr  c  =  c,  in  z^  ühcrgohrn,  und  st'laniit  daher  zu  folgendem  Sali 

Es  seien  /  z)  umlf'yz)  auf  der  z  -  Ehme  innerhalb  mm  yc- 
(jchenen  llehietes  %  eiiideutitj  und  stelig*  Femer  sei  z^  ein  gcyelpener 
PutUU  innerhalb  '^l,  und  f'{z^)  =  C|,  Belracldd  man  (dsdarm  du 
^V'«?*se/»  s  der  Ulmhung  /'(s)  =  r,  so  werden  diese  Wurzein 
Functionen  voti  c  sein.  Und  zwar  werden  diejenigen  dieser  WurseliL, 
weiche  für  c  —  c^  den  Werth  3,  besUsen,  Functionen  voncsem^ 
die  (auf  der  c^Ebene]  im  Punkte  c^  stetig  sind. 

UobrigonB  ist  die  hier  in  Kurxo  angedoutiUc  Metbode  von 
mir  in  dem  genannten  Werke  nicht  nur  auf  Gleichuniion  \on 
der  Form  f{2)  =  c,  Bottdem  auch  auf  Gleichungen  von  der  oll- 
gemeinem  Form  f{a,  c)  =  0  angewendet  worden. 


Ich  benutze  diese  Gelegenheit,  um  noch  einige  Bemerkungen 
hrnzuxufOgen  ttber  die  drei  letzten  Cupitel  jenes  Werkes.  — 
Bei  meinem  dortigen  Beweise  der  Rirma?! n  schenExislenztheoivmc 
spielt  diejenige  conibinatorische  Methode,  welche  ich  daselhsl 
als  die  dc*i*  gürtelf arm  igen  Verschmelzung  bezeichnet  habe,  eine 
hervorragende  Rolle.  Auch  ist  mir  noch  sehr  wohl  in  Erinnerung» 
w^ie  viel  Mtthe  und  Zeit  ich  damals  aufwenden  musste,  um  diese 
Methode  zu  fmden,  und  die  Correctheil  derselben  strenge  lo 
beweisen.  Um  so  mehr  sehe  ich  mich  veqillicbtet,  zu  bemerken, 
dnss  diese  Methodik  (wie  ich  vor  Kurzem  durch  eine  Mittheilung 
von  n.  A.  Sr.KWARc  erfahren  habe»)  schon  vor  mir  von  II.  A.SouvAit 
pefiindon  uml  pnhiirirt  worden  ist  ,  in  soiner  Abhandlung  voo 
1S70,  in  d<'n  Hcriclilcn  d<'r  Horüncr  Akadcniir.  Aurh  würde  irb, 
wenn  ich  im  Jahre  IHSi.  hei  llerausi^abe  nu  un'S  Werkes,  iiuf 
diese  SrnwARz'sehe  Abhaiulinni;  aulnHTksani  geworden  wüP'. 
.sielierlicli  w'whX  unterlassen  halben,  in  jeiu  in  Werke  /ii  liciiierkin. 
dass  die  liewrisc  der  in  Hede;  siehenden  l«]vistenzth«'"reiue  schon 
in  diosrr  ScnH AH/'sclitii  Abhantll inii:.  \\«m\u  aucli  zum  Theil  in 
ganz  aiuleriT  Art,  gegeben,  oder  wenigstens  angedeutet  sind. 
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1ih1(  111  i(  h  in  tiicsor  Bezichunti  dii"  rriuritiit  dos  Herrn  Scuwarz 
J»ereilNv  illiusl  atu  i  kciuic,  möchte  ich  .uleichzeilig  nieinerseils  die 
1*riorilHl,  Ilorrii  S(;in\  au/,  gcgcnüher,  nach  einer  ;md«'rn  Hichtnni» 
in  Anspruch  nehmen.  Bereits  rn>  .lahri'  ISiil  1i;i1k>  ich  l'cw  isse 
fdliiemciiic  Piohlciiie  der  \on  inir  aufij;e8tellten  Thcuric  des 
Lniinrithniisrlkcu  Potcnlials  für  die  f:lfi(ise  und  au(!h  für  eine 
t:cx\i>sf  (ÜMSsc  allffciiitunerev  Curccn  gelÜNt,  und  zw  ar  l*ro|>leme. 
welche  dirjcriigc^n  der  conformen  Ahhihlunü;  als  Sjn  cicllcn  l'all 
in  sicli  en(halt<*n.  AiicJi  habe  irh  die  llauptrcsiih :if <•  nieincr 
damaligen  l/ntersuchuiiiicn  in  meiner  Al>handkiug  über  die 
(lleichuni!  —  0.  ini  .\i\\\vr  IhiOl  jiuhlicirt  (dni-i.iF's  .lournal, 
Bd.  'Mi)\  wahrend  die  L'nlei'snchuniien  von  Sritw \n/  iilier  die 
conlornie  At)biidung  der  LlUjisa  erst  im  Jahre  l.SÜH  (iU  verotlenl- 
licht  Nvorden  sind.    (Annaii  di  Matematica,  Tomo  III,  pag.  100.) 

Dass  jene  von  mir  l»ehandellen  allgemeinen  Probleme  des 
Lo^arithuiischen  Potentials  die  Anfgab(>n  d(>r  cunformen  Abi>ilr 
clung  als  speciellen  Fall  id  sieh  enthalten^  darauf  hübe  ich  damals, 
im  Jahre  180^,  allerdings  nicht  aufmeriLSani  gemacht,  undEwar 
0U8  dem  ein  fachen  Grunde,  weil  mir  zu  jener  Zeit  die  Biemanh- 
sehen  Abhandlungen,  und  Uberhaupt  auoh  der  Begriff  der  con- 
formen Abbildung  noch  \ ollig  unbekannt  waren. 

Uebrigcns  lege  ich  weniger  Gewicht  darauf;  das  Problem 
der  conformen  Abbildung  specioil  für  die£if/^ie  gelflai  xu  haben, 
als  vielmehr  auf  die  Voriheilc,  welche  auB  meiner  damaligen 
Untersuchung  von  1861  far  die  Ldsung  der  Prohleuic  der  am- 
formen  Abbildung  im  AügemeineH  sich  ergeben. 
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Eiehard  Sefamnaim,  Ueber  den  Gamj  der  Pendeluhr 
F,  Dencker  XIL 


1. 

Die  nachstehende  Untersuchung  entbttU  eine  Disc*ussion  des 
Ganges,  welchen  die  Cm  Titel  genannte  und  seit  \  HHt  als  Haupt* 
ubr  der  Leipziger  Sternwarte  dienende  Uhr  in  den  Jahren  1883 
big  48S7  gezeigt  hat.  Eine  genauere  Mittheilung  hiertiber  dürfte 
um  90  mehr  von  Interesse  sein,  ab  es  sieh  um  die  erste  aus  der 
Dencker'schen  Werkstatt  hervorgegangene  Uhr  handelt,  deren 
Verhalten  einer  schärferen  Prüfung  unterzogen  worden  ist  loh 
gebe  sunächst  eine  Zusammenstellung  der  fttr  das  Verstflndniss 
des  Folgenden  erforderlichen  Daten  auf  Grund  des  Materials, 
welches  mir  fttr  die  vorliegende  Untersuchung  von  Herrn  Prof. 
BauNs  sur  Verfügung  gestellt  wurde. 

Die  Ubr  (aufgestellt  4882  Juni  49)  bangt  an  der  Nordseile 
eines  isolirten  ßacksteinpfeilers  in  einem  Verschlage,  welcher 
von  dem  Gorridor  unter  der  Ostkuppel  der  Sternwarte  abgetrennt 
wurde.  Die  Ubr  ist  dadurch  gegen  raschen  Temperaturwecbsel 
einigennassen  gescbtttst;  dagegen  macht  der  Aufstellungsraum 
den  jährlichen  Gang  der  mittleren  Tagestcniperalur  vollständig 
mit,  wenn  man  berttcksicbligi ,  dass  die  Nebenräume  im  Winter 
gebetKt  werden  mttssen.  Leider  Hess  sich  kein  hinsichtlich  der 
\V;h*rnoschwankungt'n  gt'cigneler  Raum  für  die  Aufstellung  aus- 
findig machen,  wenn  man  i^jicht  die  Uhr  d«M*  Gefahr  des  Rostens 
aussetzen  wollU'.  Die  Befestiguns  ist  die  bisher  auch  bei  guten 
Uhren  vorwiegend  (lltliche.  d.  Ii.  das  StOck  Idi-  die  Pendelauf- 
hiingung  uud  die  Consoie  für  das  Werk  sitzen  .ui  der  lUlekwand 
des  Ilolzgehiluses,  und  die  Rück \s  and  des  ^iehiiu^>cs  ist  au  der 
Muucr  befestigt. 
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Die  Hemmung  der  Uhr  ist  der  Gniham'sche  Anker  in  der 
Kessels^schen  Form;  auch  in  anderen  Einselheiten  schlielBSt  sich 
die  Gonstniction  dem  von  Kb8«bl8  gegebenen  Modell  an.  Das 
Pendel  besitzt  eine  StahUZink-Gompensatton,  bei  deren  Her- 
stollnng  der  Auswahl  des  Materials  ganz  besondere  Sorgfalt  ge- 
widmet worden  war.  Die  Stahlstangen  sind  durch  langdauernde 
Erhitzung  und  langsames  Abktthlen  von  jeder  Spannung  befreit 
worden,  ebenso  ist  das  Zink  einem,  allerdings  ziemlich  umstKnd- 
liehen  Rafßnirungsprocess  unterworfen  worden,  der  diesem  Ma- 
terial einen  feinen  und  gteichmässigen  Bruch  neben  relativ  grosser 
Festigkeit  und  Zähigkeit  {gegeben  hat.  Die  Gompensation  ist  nicht 
corrigirbar,  ausser  etwa  durch  Kürzung  aller  Stangen;  dieselben 
mnssten  deshalb  vorher  auf  einem  von  dem  Verferttger  der  Uhr 
-  besonders  fitr  diesen  Zweck  gebauten  kleinen  Gomparator  auf 
ihre  Ausdehnung  untersucht  werden.  Dass  dies  mit  der  hinrei- 
chenden Schärfe  geschehen  ist,  dfirfte  aus  der  Kleinheit  des  ttbrtg 
gebliebenen  Coropensationsfehlers  hervorgehen,  der  von  der- 
selben Ordnung  ist,  wie  bei  anderen  anerkannt  guten  Uhren. 

Nach  einem  Jahre  ungestörten  Ganges  wurde  die  Uhr  1883 
Juni  211  angehalten,  um  auf  Wunsch  des  Vcrfertigers  etwas  neues 
Oel  auf  das  Sleigrad  und  in  das  Gabelstiflloch  zu  gehen.  Zugleieh 
wurde  das  Zuggowicht  vcr.sl.irkt,  vorläufig  durch  Auflegen  von 
Gewichton,  weil  der  Schwinguniishogen  i)i  i  niedrit^i  r  l  emperatur 
mehr,  als  gut  schien,  sieli  senier  unleren  (ironze  nilherle.  Ausser- 
dem wurde  der  KinlUiss  bcslimmler  Gewichtseinlage!»  in  den 
S('hr(»ltrichler  am  Pendel  ermittelt  und  daraufhin  der(iang  nach 
Müglichktil  auf  Null  gebracht.  Die  in  der  Teriode  1883  August  1 1 
bis  4887  Juh'  2n  notirten  l-'Jnsnfle,  nMmlich: 

18Hi  hih'  i' :  l'j'set/ung  des  Zuggewiehts  und  der  Zulage 
durch  ein  einziges  i;leieh  sehweres  Gewieiit, 

1885  Mai:  Anbringung  von  Kinsatzkäslen  in  den  Fenstern 
der  [Ihrkaunuer  zum  besseren  Schutze  gegen  Temperatur- 
schwankungen, 

1885  November  bis  ISSti  Februar  Ü(h  bauliche  Aende- 
rungen  in  und  unter  der  lleliometerkuppel ,  welche  über  der 
Uhrkammer  liegt, 
haben,  nach  Schwingungsbogen  und  Gang  su  urtheiien,  keinen 
merklichen  Kiniluss  ausgeübt. 

Bine  rapide  Abnahme  des  SchwingnngjBbogens  war  die  Ver- 
anlassung, dass  die  übr,  deren  Heinigung  schon  einige  Monate 
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frühor  liatto  vorgeoomioeii  werden  sollen,  angcb«lten  wurde. 
Die  Hevisfoa  er^^ah,  ausser  der  Dicht  wcüer  aufRiUlgeii  Verdickimg 
des  Oels,  dass  der  vordere  Zapfen  dor  Ankorwelle  soletst  in  roth 
.  gewordenem  Ocl  gelaufen  war  uiui  dass  seine  Politur  ct\%  ge- 
litten halle. 

Da  tU  r  I  hr  absic^iUlieii  kein  (?leWlrisel»er  (ionlacl  beiiic^fi^ehon 
wurde,  so  ist  l)ei  den  dnrrhw  chronoiirapliisili  iuisLiefiilirlen 
/i-itlM'Slinnnungon  die  \  ('ri:l<'iehuiiu  von  I).  MI  mil  dt  r  IW  izi-l i  ir- 
ulir  >U»ls  durch  eine  genui^inde  Aiizabl  \oii  Simialm  Im-i  iii.^^iun 
und  hi  i  i-Müss  der  Z(MliH»8liininung  hewii  kl  utadeii. 

His  IHHi  SepleiidMT  iO  geschahen  dl«'  /cilhcsf in\muiii:i  ii 
HM   ciiK'jii   urhroeheneii  Passaueninslruiiieidc  im  Xcrlicali* 

*  « 

l*i»lai*slerns» ;  an  jenem  Taf;e  trat  ausser  einem  \\  <'eh.>el  dt'>  Be- 
ul>achlers  auch  ein  solcher  des  Inslr  uiuPnles  und  des  Meridians 
ein.  indem  von  fla  ;\h  anssrhliessh'eh  der  Meridiankreis  \rr\\  endel 
\Nurde.  Mit  zwei  An^iialimrn  (and«'n  hei  jedem  ß<'(»l)achler\vce)isrl 
Anscldnssbooha<-li I mi|ien  stall,  iiiii  dir  llhrgiin;<e  rein  zu  erhallen. 
Dio  sitih  ergel>üiid(;u  lieductiouen  waren  übrigens  sehr  klein. 


n. 

DnMiiioiial lii  lit'  \ <  ri;leiriiendr  AI tl«'Mini:«'n  an  zwei  1  licrim)- 
nielern  <  i  j^ahi  iK  d.iss  die  ulu-it  ii  l  idlseliii  lilriv  im  l'hr.LZrii.mse 
ein«-  höhere  'rempi'ialur  haben  als  die  unleren ;  iiarh  ,M.ai;)i  und 
raj;eszeit  giMM'dnel  und  im  Sinne  oberes  minus  uiihn  s  I  ln  ruM.«- 
nu;ter  j^euommeu,  erj^eben  sicii  die  folgenden  Unterschiede: 

48«»  40* 

48R«  Juli  +  + 

Aut-usl  -f0.4ft  ^  0.30 

SepUiober      +0.21  +0.42  +0.26 

Nach  WAunriiii  (Bulletin  der  St.-PeU*rsburger  Akademie  4864. 
Juni)  ist  der  KinAiiss  einer  Teniperaturseliichtung  im  Beinige  \on 
einigen  ZehnUd  Graden  auf  ilen  Gang  unwesenlKch  bei  Queek- 
stlbercompensation ;  für  ein  Roalpendel  ist  der  ISinfluss  seibsiver- 
stjlndlich  erbeblich  geringer. 

Weiiorliin  sind  die  Temperaturen  nur  noch  am  olnsren 
Thermometer  notirt  worden  und  xwar  im  Anschluss  an  die  Ab- 
lesimgstcrmine  der  meteorologi.schen  Station,  xwetmai  tUglich, 
H*  und  ^O^ 
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Da  die  Unterschiede  sulolier  aus  einer  l)est'lir;iiikten  Anzahl 
von  Al>l<  siin[!('n  erhaltenen Tagesnn'ttel  von  tlun  wahren  nicht  rein 
zufüliiurr  Art  sind,  sondern  int  Vcrhnil  des  Jahres  eine  i^ewisse, 
mit  der  lii^liehf^n  Perioth'  /.iisannuenhanizende  Gesetzmassiskeit 
besil/cii.  so  ist  es  ncHhlL;.  (  inen  l 'e}u'rseid;iLi  zu  machen,  wie  für 
uuseren  Fall  (ianj»  un«i  Stand  daliei  enisiclll  werden  können. 

Entnimmt  man  niimlieh  den  von  tiRiuNS  \eröß'ent lichten 
niet(>(»r(do&!is('iien  Jahrbilehern  \m\  IS7i-75  Monat^mittel 
erhallen  aus  stöndlii  hen  Aufzeichnungen  des  Uegislrirthenno- 
meters  und  -haromelers,  berechnet  da/u  die  aus  nurKweimaligon, 
nämlich  S'' und  20'',  fnli^endm  Monaismin«  !  f  --if^) ,  so  findet  man 
bei  der  Temperatur  für  ^^u^^t  Werllie: 


1872 

3 

4 

5 

.  Mittel 

Januar 

+  ön« " 

4-  "-06 

4-  0?49 

4-  0?50~ 

Februar 

+  0.77 

4-  0.45 

4-0.77 

4-0.68 

4-0,67 

Mnrx 

4-0.62 

4-0.»8 

4-  0.58 

4-0.40 

4-0,62 

April 

4-0.42 

4-  0.59 

4-  0.45 

4-  0.13 

4-0.40 

Mai 

4-0.17 

4-0.^5 

—  0.06 

0.00 

-f-0,06 

Juni 

—  0.32 

~  0.06 

—  o.u 

-0.1Ö 

—  0.17 

Juli 

--0.20 

+  0.03 

4-0.07 

—  0.04 

—  0.03 

August 

4-  0.46 

4-0.52 

4-0.39 

4-0.50 

h  0.47 

September 

4-0.80 

4-0.78 

-h^.OG 

4-  1.04 

4-0.91 

Octüber 

4-0.94 

4-  0.98 

4-  <.44 

4-0.47 

1-  0.96 

Noveml>er 

4-  0,83 

4-0.74 

4-  0.58 

4-  0.56 

1-  0.59 

December 

+  0.40 

4-  0.40 

4-  0.32 

4-0.42 

+  0.43 

Dieselbe  Operation ,  fttr  Luftdruek  ausgofttbrl^  lieferte  nur 
Unterschiede  von  cinii^en  Hundertel  Millimetern,  also  durchaus 
unerhebliche  Grössen. 

Das  VerhnUniss  der  Uiglirhen  sinsseren  Temperaturpf*Hode 
KU  jener  im  Uhrgehäuse  ist  etwa  t  :  0.6,  wie  sich  aus  einer  Beihe 
von  Simultanbeobachtungen  ersieht,  welche  wUhrend  dreier 
Monate  speciell  ku  diesem  Zweckn  mit  drei  tatilichen  Ahlesnuiien 
anj^estellt  worden  waren.  In  (h'r  Ahsielil,  der  iM'hlerhafliukeii 
der  i^ei^ehenen  Temperaturen  sununarisch  entiietienzuvN  irken,  i>e- 
nutzt«'  ich  diese  Zahl  und  die  durch  Mitl<»ll»ilden  aus  .illen  J/, 
resullirende  Iteihe  zur  IJerechnnoi:  «'iin  r  Inlerpuiatiunsforniel, 
na<"h  welcher  d;mii  tlie  j»ei:(l>('M«'n  Iriiiperaturen  umtielinflert 
uuKieii.    Die  aiil  beiderlei  Temperaturen  durchgeführte  Aus- 
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gleichung  der  Gange  zeigte,  dass  die  beiden  Gonstanten  des 
(iiinges  um  0^005 ,  die  beiden  Tcniperaturcoi^fficicnten  nur  um 
'  so  il»res  W«m  IIh  s  voneinander  abwichen,  während  die  übrigen 
C(»i'flicienten  iiiiiieHndert  hliubi  n;  bei  der  hier  erreichbaren  Ge- 
nauijikeil  kommen  derartige  l^nterschiede  nicht  in  b(  iracht.  Es 
ist  aber  nioi^lich,  dass  in  den  (ianjj-  oder  Slaiuifchlorn  t^ner 
c;ulen  Uhr  eine  AhhHngigkcit  \on  der  Jahreszeit  het  \(«r  lriit .  *  r- 
z(*ugt  <inrc!i  Anw <  lulunii  solcher  fehbThafterTeninfT,iliir<'n :  ii;u-h 
Obii^em  konnten  die  Abweichungen  in  Gang  OüO^,  in  Stand  0.5 
erreichen. 

III. 

Gang  und  Schwlngangsbogen  sind  im  Folgenden  als  lineare 
Functionen  von  Luftdruck  und  Temperatur  vorausgesetzt  worden. 
Die  in  den  Gängen  bei  starken  Druekschwankungen  übrig  blei- 
benden Widersprüche  zwischen  Beobachtung  und  Rechnung 
lassen  allerdings  vermuthen,  dass  hierbei  jene  Form  der  Dar- 
Stellung  keine  gans  erschöpfende  ist;  es  war  jedoch,  wie  der 
Versuch  ergab,  nicht  möglich,  diese  Differensen  durch  ein  in 
Besug  auf  den  Luftdruck  quadratisches  Glied  wesentlich  zu  ver- 
mindern. 

Eine  graphische  Darsteihing  des  Scliwingungsbogens,  des 
(ianut's  und  der  Ulu'correctionen  zeiiile  dciillii  li.  d.iss  es  nolh- 
wendifj  sei.  erstens,  mit  der  Zeit  eiiiizclrclene  Vcraiuienmiicii  zu 
iierücksicliliiicn,  was  theils  durch  linciru,  theils  durch  ijuadra- 
tische  Glieder  geschehen  ist:  zweitens,  die  Beobachtuntzen  des 
letzten  Monats  \(in  der  llechnuiig  auszuschiiessen ,  da  dieselben 
in  ersichtlicher  Weise  Starke  IJnregelmiissigkeitcn  nufss  eisen. 

Man  findet  min  weiterhin  für  die  beubacbleteu  Grubben  G 
Gleichungen  angesetzt  von  der  Form : 

G  =  r;,4-^. +c.(/-/j'-f'/-(7'-  t,)~]-c-{b  -n,  ; 

darin  bedeuten:  l  die  Zeit,  Tdie  Temperatur  (in  Gelsiusgraden). 
B  den  Barometerstand,  t^^,T^^,  //„  gewisse  zweckmässig  zu  wählende 
Ausgani^swerthe,  den  unbekannten  mittleren  Gang  oder 
Schwingungsbogen,  h,c,  c  die  gesuchten Go<$fßcienten.  Die  Final- 
gh'ichungen  für  diese  sind  theils  durch  die  einfache  Methode 
der  Umkehr  der  Vorzeichen  und  Summation.  theils  durch  die 
Gauch >  sehe  Methode  gewonnen  worden ;  in  letzterem  Falle  unter 
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Beim l /II ml:  der  von  Villarceai'  (Connaissance  des  leuips  4852) 
als»  nolliNs eiidiu  und  hinreichend  ans^otiilii  icn  (ionirolen. 

M.in  begiebt  sich  dabei  allerdings  d«  s  \  irtheüs  einer  cxaclcn 
Fehlrrcrniittelung ;  ein  Ersatz  hiLTiür  liei;l  jedoch  darin,  dass  ich 
die  (1 1  ImitivenCoüfncienlen  zwar  durch  Zusatntnenfassiini;  des  j?e- 
sain  mlcii  brohachtungsinateriais  erniitll«',  ausserdeni  al>er  aueli 
die  fur  einzehie  (incisl  einjUhrii^e)  ZeitabschniUc  giltigen  Cuelli- 
cientcnsystomü  berechne. 

IV. 

An  Dencker  XII  sind  beide  Enden  des  Schwingangßbogens 
ittglich  einmal  (SO^)  abgelesen  worden;  die  im  Uhrbocbe  ange- 
gebenen und  für  die  Zeitbestimmungsintervalle  giltigen  balben 
Schwingungsbogen  seigen  einen  engen  Zusammenhang  mit  der 
Temperatur.  Um  die  so  complicirte  Einwirkung  derselben  auch 
hinsichtlich  des  Schwingungsbogens  genauer  kennen  sn  lernen , 
habe  ich  diesen  einer  Ausgleichung  untersogen. 

Das  Intervall  der  Ablesescala  beträgt  genau  i  0'  und  es  wer- 
den Zehntel  desselben  geschätst;  parallaktische  Ablesefehler  sind 
durch  die  Art  des  Abiesens  vermieden.  Um  den  Einfinss  der 
Beobachtungsfehler  tu  verringern,  wird  man  den  Schwingungs- 
bogen Ober  bestimmte  Zeiträume  su  Hittelwerthen  zusammen- 
fassen und  swar,  wegen  der  Regelmttssigkeit  der  Ablesung,  Aber 
{^Icichlange  Zeiträume.  Bei  der  Wahl  der  Dauer  eines  solchen 
bat  man  es  in  der  Hund,  zugleich  eine  wüchenttiche  Periode  zu 
eb'miniren. 

Beim  tiefsten  Stande  des  Zuggewichles  schneidet  niiinlich 
dessen  untere  OrenzflJIche  ungefähr  mit  der  Mitte  der  Pciulel- 
linse  ab:  die  ktlrzeste  Kniln  iiuni!  zwischen  I.inse  unil  (i(  wicht 
betraul  d.iiui  2  —  Ii  cm  und  unter  der  Yoraiisselzuiii; .  dass  das 
letztere  dann  in  den  Bereich  der  »mitsehw  in^endcn  l.uftiuassentt 
gelangt  sei,  liisst  sicI»  vermuthen,  dass  hirrdurc  li  eine  sirtrende 
W  irkung  ausgeübt  werde.  Diese  Yermuthung  dürfte  übrigens 
sclu)n  all  sein. 

Zu  einem  hierauf  sich  bezielnndcnVersuchewann  schon  früher 
auf  Veranlassung  des  Herrn  VnA.  Hki  Nsdie  halben  Schwingungs- 
bogen eines  Halbjahres  zuMitlchi  vereinigt  und  gefunden  worden  : 

0    c    er      2|.    Q  u 


2"  tt'i    a5J/5     an        23/4     23/4  2i/(> 
der  Tag  des  Aufziehens      20^}  wurde  weggelassen. 

lUtb.-phjr».  CU»a«  9 
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Diese  Reihe  erstreekt  sieh  nur  über  eine  halbe  TempertUir- 
periode  (Januar  —  Juni) ;  es  liegt  nahe,  das  gesammle,  fast  vier- 
jährige Brabachtungsmaterial  su  einem  nmÜMsenderen  Vennche 
Sil  verwenden ;  auch  scheint  es,  um  einen  wenigstens  angenSher- 
ten  mittleren  Fehler  angeben  su  können,  sweckmassig,  fttr  jede 
einzelne  Woche  diese  Periode  aufsnsuchen. 

Man  erhalt  nun,  ausgebend  von  der  letsten  Ablesung  vordem 
Anfziehen,  die  folgenden,  nach  Jahren  und  WochaitagcD  geord- 
neten Unterschiede: 


4883 

4884 

488Ö 

4886 

4883—86 

6— 

6 

0" 

0" 

0" 

0" 

ü  — 

-}-  15 

-h  4 

4-  12 

+  9 

10 

H-  23 

H-  U 

4-27 

4-  21 

+  21 

5 

-1-  20 

+  ^ 

-h  40 

4-56 

+  30 

^— 

6 

-f-45 

4-29 

+  34 

+  24 

0-^ 

a 

4-24 

4-  8 

4-25 

+  38 

+  24 

C— 

■6 

4-  44 

+  <o 

+  36 

+  47 

<J— 

d 

0 

0 

0 

0 

0 

Als  niilllcror  Felder  einer  Zaiil  der  letzten  Keihe,  deren  jede  das 
Mittel  aus  4Ui  lieobachtnntien  ist,  crgieht  sieh  der  Werth:  ±  o" 
und  zwar  ohne  Rücksicht  auf  die  VeriindeniDgeQ  des  SchwiD- 
gUDgsbof^ens  durch  Temperatur  und  Luftdruck. 

In  den  Publications  of  the  Wasbburn  Observalorv  II.  im 
Artikel :  The  sidereal  tiine  dock  (llohwUj,  findet  man,  als  Resultat 
directer  Beobaohlung,  die  Bemerkung  tlber  den  SchwingUDg»- 
bogen:  it  appeurs  to  decrease  as  the  driving  weight  falls. 

Aus  Uobereinstimmung  und  Sinn  der  Voneichen  obig^ 
Unterschiede  ersieht  man,  dass  auch  der  Schwingungßbogen  von 
Dbncker  XII  beim  tiefsten  Stande  des  Zuggewichtes  am  klcinalea 
ist;  nebt^nbei,  aas  dem  (langc  der  Zahlen,  dass  er  mindestfos 
einen  Tag  braucht,  um  in  die  neue  Gleichgewichtslage  zu  koi»> 
raen;  es  ist  dies  wohl  vereinbar  mit  Beobachtungen  des  fierrn 
Professor  Foksstbr  (Astronomische  Nachrichten  24  82 — 4 :  Unter- 
suchungen Ober  Pendeluhren;  III). 

Mit  Rflcksicht  auf  das  Vorhergehende  sind  bei  der  Unter- 
suchung der  Abhängigkeit  des  Schwingungsbogens  von  Luftdraek 
und  Temperatur  sogleich  7tagigeHittelwerthe  eingeführt  worden: 
es  ergeben  sich  fur  diese  202  Gleichungen  von  der  Form: 
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Beob.  Schvv.-B.  =  a  -f-  6  (/  —  /J  -f-  c  (/  —  <J«  -j-  d        4  o") 

-i-e{ti—  750""»). 

Hierin  bedeuten :  a  den  iniUleren  Schwingongßbogen,  6,e»d,eder 
fieihe  naeb:  den  Go^fficienten  der  Zeit  des  Quadrates  der  Zeit, 
der  Temperatur  Ty  des  Barometerstandes  J^;  stebt  für  1885 
Jaii  %ifi;  t  gilt  fttr  die  Mitte  jeder  Wocbe,  die  Zeiteinbeit  ist  for 
6:  3,5,  für  c:  350Tage.  Die  in  der  I.  Reibe  der  folgenden  Tabelle 
enthaltenen  Bpocben  besieben  sich  auf  den  Anfang  jeder  Wocbe; 
die  7.  Reibe  giebt  gleicb  die  Grifssen:  44(S6  —  2*],  worin  man 
für  Sh  den  balben  Scbwtngungshogen  su  setsen  bat. 

Um  a  und  c  von  einander  sn  trennen,  ist  für  das  erstere 
substituirt  worden:  a  —  1,4c;  die  WabI  der  Zabl  4,4  gescbab 
aus  Zweekmüssigkeitsgrunden. 


4883  Aug.  U 

— -—  ■ 

1  «  ~  203  b 

=^'  -^-^  - 
-h  2.7  r 



+  10.0  d 

  ■  .-^ 

+   3.7  e 

=  700 

— ^--^^ 
+  1.'3 

1      —  201 

-f  i.6 

+  12.6 

+  3.4 

706 

+  0.9 

as 

4  ^499 

+  S.6 

+  41.4 

+  8.1 

740 

+  8.4 

Se'pL  4 

4  —497 

+  8.S 

+  9.0 

—  4.8 

708 

—  0.8 

11 

1     —  195 

4-2.4 

+  9.4 

+  1.0 

709 

+  0.8 

18 

1     —  193 

-f-  2.3 

+  7.6 

+  4.8 

703 

—  0.9 

25 

1      —  191 

-h«.2 

+  6.a 

—  0.6 

697 

—  1.6 

.  Od.  2 

1     —  189 

-f  t.t 

+  2.8 

—  6.0 

681 

—  3.7 

S 

4     —  187 

+  «.4 

+  8.8 

+  4.4 

888 

—  1.8 

IS 

4  ^485 

4-s.o 

+  4.8 

+ 

888 

—  8.5 

23 

1      —  183 

-h  1.9 

4  2.8 

—  1.1 

670 

—  2.3 

■^<^ 

f      —  181 

f-  1.4 

\-  5.0 

660 

—  2.9 

Nüv.  (i 

1     —  I7y 

-\-  \  .8 

+  2.0 

+    3  5 

679 

—  3  6 

13 

1      —  177 

-f  »  7 

—  4.8 

—  6.6 

624 

—  2.9 

80 

4  —475 

+  <.7 

—  4.8 

+  4.8 

688 

—  8.0 

97 

4  —478 

-hi.s 

—  4.8 

—  4.8 

884 

—  8.9 

Dec.  k 

1     —  171 

4-  1.5 

—  8.1 

+  4.4 

579 

—  8.8 

11 

1      —  169 

+  1.5 

—  4.1 

'l  2.8 

568 

—  0.8 

18 

1      —  167 

+  1.4 

—  4.4 

—  7.0 

—  0.5 

25 

1      —  1 65 

4-  1.3 

—  4.3 

+  i.s 

5 .5  3 

+  0.8 

488(  Jan.  1 

4  —488 

+  4.8 

—  5,6 

+  18  4 

648 

-  0.8 

8 

4  —484 

+  4.« 

—  8.8 

+  4.7 

560 

+  0.5 

15 

1      —  1.-9 

+  1.1 

—  3.1 

+  4.0 

,"•."9 

+  0.8 

ti 

1      —  1 57 

+  1.1 

—  28 

+  1:^.0 

561 

+  OS 

29 

1  —155 

+  1.0 

—  1.0 

—  S.4 

571 

+  1.6 

Febr.  5 

1     —  153 

+  0.» 

—  4.4 

+  3.U 

561 

+  2.3 

4S 

4     —  4S4 

+  0.9 

—  4.9 

+  4.8 

661 

+  1.6 

49 

4     —  449 

+  0.8 

—  0.6 

+  40.0 

588 

+ 

26 

4     —  147 

+  0.8 

—  8.8 

—  1.5 

556 

+  0.9 

Milrz  4  1 

1     —  145 

+  0.7 

—  2.5 

+  a.o 

563 

+  11 

11  1 

1     —  448 

+  0.6 

+  8.8 

—  0.7 

591  1 

+  8.1 

9* 
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4884  Mttrz  18 

4  «  — 

4  44  h  4-  0.6c 

+ 

1 

3.2  d 

4- 

6  0  f 

=  610 

4-  ^  '9 

139 

4-  0.5 

4.4 

4- 

0.4 

S64 

Apr.  i 

4  — 

437 

-f  0.5 

+ 

1 

4.2 

4- 

0.9 

635 

4-  2  * 

8 

1  _ 

43S 

+  0.4 

+ 

4.3 

2.6 

614 

IS 

1   

133 

+  0.4 

0.9 

4.9 

608 

 a 

4  _ 

134 

-h  0.8 

1.0 

9.9 

604 

—  0  5 

29 

^   

489 

-h  0.3 

4- 

2.7 

2.9 

634 

■4-  Ü  i 

Mai  ß 

4  — 

427 

H-  0.2 

1 

5.4 

9.0 

638 

-r  i.3 

43 

4  — 

425 

+  0.4 

4- 

1 

9.3 

4- 

5.2 

6  <  6 

-4^  •*  a 

nr  •  " 

so 

J 

483 

+  0.4 

+ 

8.7 

4- 

0.0 

696 

-4-  0  S 

97 

J  — 

481 

+  M 

6.8 

+ 

1 

7.8 

698 

—  0  8 

JUDi  3 

4  _ 

149 

+  0.0 

+ 

6.7 

0.4 

698 

 l.l 

40 

^  _ 

147 

+  0.0 

+ 

7.3 

5.3 

698 

—  0  ß 

47 

,  _ 

4  in 

—  0.  1 

4.9 

+ 

1 

2.8 

688 

—  1  7 

24 

4  — 

143 

—  O.ä 

+ 

7.7 

+ 

7.9 

694 

4-  0.1 

I     ^  • 

Juli  1 

1   

411 

—  0.2 

+  42.8 

+ 

1 

4  5 

707 

4-3  4 

8 

4  _ 

409 

0.« 

+  48.8 

+ 

• 

9  6 

790 

4-2  3 

48 

1   

407 

—  0.3 

+  19.6 

+ 

1 

4.0 

734 

4-4  4 

22 

4  — 

4  05 

—  0.3 

1- 

9.8 

4- 

4.0 

716 

4-  O  .  S 

29 

1  — 

103 

—  0.3 

i- 

•».8 

4- 

0.8 

713 

4-  0.4 

AuiE.  Ii 

^  _ 

101 

—  0.4 

4-  1^.4 

I 

4.3 

727 

4-  1  3 

42 

4  — 

*J9 

—  0.4 

+  12.4 

4- 

4.9 

738 

4-0  4 

49 

1  _ 

97 

-0.4 

+  48.4 

+ 
• 

8.6 

728 

4-1  S 

S6 

93 

—  0.4 

+ 

9.0 

+ 
1 

3.4 

747 

 §9 

SCDt  2 

1  _ 

93 

-  ('.n 

+ 

9.2 

0.9 

7(9 

~  <.o 

9 

i  — 

94 

—  0  •  •) 

4- 

s .  :i 

7  05 

 0.6 

46 

1  — 

89 

—  0.6 

4- 

4- 

{Kl 

721 

—  O.i 

23 

1  _ 

87 

—  0.6 

+ 

7.5 

1 

5.5 

704 

—  1.4 

30 

4  _ 

86 

—  0.6 

+ 

«.s 

+ 

6.6 

698 

_  1  « 

OcU  7 

4  — 

83 

—  0.7 

+ 

3.0 

+ 

4.8 

684 

—  II 

4  4 

t  — 

81 

—  0.7 

+ 

1.9 

6.2 

661 

_  }  f 

21 

{  — 

79 

—  0.7 

0.9 

+ 

4.4 

--  i  ' 

28 

^  _ 

77 

~  0.8 

+ 

0.3 

+ 

0.5 

—  iß 

Nov  4 

^  _ 

75 

—  0.8 

+ 

1.7 

+ 

6.8 

625 

—  i.i 

1 

73 

—  0.8 

4.6 

+  40.4 

590 

—  0.9 

48 

j 

74 

—  0.9 

6.0 

+  11.4 

561 

—  S.4 

SS 

4  — 

69 

—  0,9 

6.1 

+ 

o.s 

541 

Dec.  2 

1  _ 

67 

--  0.9 

4.1 

1.7 

547 

9 

1  _ 

65 

—  0,9 

1.3 

2.8 

576 

4-  P 

4G 

«  — 

.  63 

—  1.0 

3.7 

0.4 

566 

— 

S3 

64 

T-  1.0 

5.8 

6.8 

544 

■•1.1 

30 

59 

—  4.0 

7.7 

+ 

4.7 
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Nach  bekannter  Methode  erhalt  man  die  fOnf  Pinalgleichungen  : 

-+202«—  40i6+  5.:U+  3<)8.6r/ +  245.4«  =+12H24 
+  32a—  40086+  1 4.9c +- 144  9.8<i  —    3.2e=+  34644 

—  8o +«04046—    5.3c—  486.0rf+    «.6c=—  7923 

—  30a—  3086 +240.4  c—  244.6<i—  6.6e=—  24929 
+  40a—    7026+  28.3c  +  247.8 (1+839.26=::+  25084, 

welche  befriedigt  werden  durch  die  Werlhe : 

a  =  +  Ö77.7,  6  =  —  0.2284,  c  =  —  8.895,  (/  ==  +  4  4.64, 

c  =^  —  0,964. 

Vermitti^lsl  dieser  Worthe  fdr  A  und  r  sin<l  die  Z^Mlirlifdcr  aus 
den  für  die  einzelnen  Jahre  uiltiiicn  FinalgIcichiiiiL:^s\.slefncn 
eiiiuinirt  worduo.  Dio  ersten  vier  Hoihen  der  (olgendcu  iafoi  ent- 
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hallen  die  Weiihc  der  Coi^nieierUrn  ffir  dir  (»inrelncn  Jahre,  die 
letzte  giei)t  di*  (h  linitiv«'!!.  alle  aiij^gcdi  in  kl  in  Hotfriiiiiiaav«.  :  die 
Zeilen  entliallen  der  \{i'\hr  iiaeh:  die  inill leren  Seiiu iimuiics- 
bogen  und  die  Veranderuagco  für  4"  Toiiiperatur-,  rcsp.  i  ""^ 
LufLdruckerhüEuDg. 

Gleichung:     \—ö\     öi—iOi  103—453  153-202  4—202 

«^44^7  2°  44 /Ö  8»  44/6  40/9  i^TÖ 
-|-49:'5  +4977  +4772  +5275  +4977 
-  ero    +  474     -  775    -  470    —  474 

Nach  Herrn  Professor  Fokrstkk  8  Untersuchungen  (A.  N«2483)  ist 
ftlr  ein  Quecksilberpendel  bei  einem  Schwingun^slxigcn  von 
464'  cino  Verkloinening  von  2"— 3  "  für  4"""  Lufldnickcrhöhung 
SU  erwarten.  Es  ist  nicht  wahrscheinlich,  dass  der  SchwingongS' 
bogen  eines  Rostpendels  eine  so  viel  grössere  Voi^demng  er- 
fUhrty  wie  obiger  Goöfßoient  angiebt;  bei  seiner  Unsicherheit 
kann  man  sich  mit  der  Andeutung  eines  LuRdruckoinflusses  be- 
gingen. 

Die  Obrig  bleibenden  Fehler  (in  Bogenminuten)  im  Sinne: 
Soll  minusist,  berechnet  mit  den  Gotffficienten  der  einzelnen  Jahre 
und  xwar  ohne  Rttcksicht  auf  die  Barometerglieder,  findet  man 
in  der  leisten  Reihe  jeder  Rubrik.  Man  licmerkt  an  ihnen  einen 
Zusammenhang  mit  dem  Sinken  und  Steigen  der  Temperatur: 
dies  gilt  nicht  nur  für  die  grössere  jährliche  Periode,  sondern 
auch  für  die  Schwankungen  von  kllrserer  Dauer. 

£inen  merklichen  Theil  dieses  Zusammenhanges,  dem  Sinne 
nach  ein  Zurückbleiben,  könnte  man  erklären,  wenn  es  erlaubt 
wäre,  die  Trägheil,  mit  welcher  der  Schwingungsbogen  Luftdruck- 
tfnderungen  befolgt,  auch  für  die  Befolgung  von  Temperatur- 
Änderungen  ansunehmen;  sueinervollstflndigen  Erklärung  dieser 
Erscheinung  dürfte  vielleicht  auch  das  Verhalten  des  Zinkes  der 
(lonipensation  heranzusiehen  sein.  Die  Annahme,  dass  die  Tem- 
peratur mehrere  Tage  Nachwirkungen  auf  die  Uhr  aus(tl>e,  habe 
ich  ilureh  llechnung  verfolgt,  und  allerdings  eine  verbesserte 
Darstellung  v(»n  StiiNvini^ungsbogen  undtiang  erreichl;  von  einer 
Wiedergabe  dieser  Untersuchung  st'he  ich  indessen  al>,  iU  sie 
nur  den  Charakter  eines  Versuches  trug. 

Aus  der  Ueliereinstimmung  der  Werthe  des  mittleren 
Schw  ingungsbogcns  für  die  vier  einzelnen  Jahre  ersieht  man,  dass 
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die  /t'il  Licnlliicnd  iKM-ücksirhtigl  ist;  die  ^esaiiinitc  vvUhruud  der 
40  Mniijitr  f'inf:('lr(H(  nr  \  ennindrriing  })etrcigl:  6.'f». 

Der  milUere  Fehler  der  Darslelluni^  des  Sehwint^uni^shouens 
ist:  rh  ^.'1  :  vollführt  man  diese  durch  eine  einzit;e  Formel,  so  er- 
hält man  denselben  Werth.  Hieraus  geht  hervor,  dass  die  Ur- 
sachen ,  welche  mit  der  Zeit  den  Schwingungsbogen  geändert 
haben,  als :  Elasticitatsilnderung  der  Pendeifeder,  VerdickuDg  des 
OeleS|  s(eUg  gewirkt  haben  mttssen. 

V. 

Die  während  der  vier  Jahre  beobachteten  Gange  sind  in  einer 
einzigen  Ausgleichung  Busammengefesst  worden  und  lieferten 
283  Gleichungen  von  der  Form : 

Beob.  G.=ro-|-6.(<-g-|-<i.(r— 40°)+c,(Ä  — 750«"). 

Darin  hedt'uten:  ffden  mittleren  (ianii,  h.d^e  der  l\eihe  nach : 
den  (ioeftieienten  der  Zeit  If  der  Teiuperatur  T  und  des  Baro- 
ineterstandes  ft. 

Man  kan?»  diese  i^'l  (ih'iehunLien  aus  den»  folgenden Tablcau, 
welches,  \uu  für  das  Spätere  W  iederholungen  zu  verineiden.  hier 
aiisführlichrr  angesetzt  ist,  ablesen.  Die  i.  Heihe  desselben  ent- 
hidt  die  Ternu'ne  der  Zeilbestinnnungen ,  die  ^.  die  Uhrcurrec- 
tionen,  die  3.  die  Gange,  die  4.  dio  mittleren  Temperaturen ,  die 
5.  die  mittleren  Barometerstände. 

Die  Zeit  (/  —  /„)  zahlt  von  l^s:,  |„h  ^5.0  an,  die  Zeiteinheit 
ist:  100  Tage.  Die  Lücken  in  den  Reihen  der  Gange,  Tempera- 
turen und  Barometerstände  sind  durch  mehrfachen  Beobachter- 
wechsel entstanden. 
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1886 

341  47 

—  1.49 

1144  11 

ISA  AA 

1  SZ.Vv 

ram 

—  1 .56 

4- 

0*040 

— 

8?5 

45.4 

—  •?02 

346.45 

482.05 

—  4.78 

120 

4.9 

8.8 

—  9 

S51.44 

482.66 

—  2.20 

42 

6.2 

4.4 

+  <4 

3&8.8I. 

48t.95 

4.5» 

4- 

15U 

8.1 

— 

3.5 

S6S.45 

188.72 

—  1.58 

363.45 

1887 

4  47 

414  14 
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4.0 
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+ 
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4-  2.00 

485 

+  40.9 

+ 

1.8 

+ 

16 

497.89 

458.48 

+  1.68 

—  49H02 
4-  10:540 


Nnch  der  GAUCRY'schcn  Methode  erhalt  man  die  £limiuaLions- 
g;lcichungen : 

2«3a—     4.454  6+  534.6  (i  +  304.S  e  =r  +  4?794 
_|-  768.0     b—   261.9  rf—  12.1«: 
+  1197.4  U  —   21.8  e 
+  957.4  e 

uBd  daraus  die  gesuehten  Unbekannten: 

a  =  4-  0^04484,  6  =  +  0:01061),  </  =  —  0:OIOüO, 

«  =  4-  OüOHOI; 

also  ist  die  Gangformel: 

(1.)       G  =  4-  0:045  +  0?0107  .  {/  —  Juli  25.00,  1885] 

—  0!0160.(r—  10") 
4-  050110.  (Ä  —  750»«"). 

Die  6.  Reihe  des  Tableaus  enthalt  die  hiernach  übrig  blei- 
benden Gänge:  die  Quadratsorome  derselben  ist  0^76,  also  der 
mittlere  Gangfehlcr:  ±  0:059. 

Die  von  Juli  1882  bis  Juni  1883  beobachlelen  Güngc  sind 

10*  . 
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bereits  V(in  iindcrcr  Seite  ausgcglicheu  worden;  die  dabei  ge- 
fundene l'ortiiel : 

(2.)  Ber. G = Beob.  G + 0?024  4  •  (7—  \  0*»)  —  0?01 05 .    — 750—) 

diente  zur  vorläuliii^eii  Ueduclioi»  lUr  die  foIuciHien  -lahre;  diese 
Hednctinn  lieferle  nis  OnndratsuHHne  der  (ll)rig  bleibenden  Gänge: 
1^95,  die  Ouadnilsiiüinu-  der  scucbr-neii  (iiiiiue  bi'lriiut  nur  1*50: 
demnaeh  haben  das  Zeilj^lied  und  der  TeinperaliircA>eilicieul  der 
Formel  [\.)  die  Darslelhing  wesentlich  i;ol)esseri. 

Trnint  man  nun  di(*  Mliininalioiistiicichuniien  für  1  emperatnr 
UBd  Luit  druck  nach  Jahren,  so  erhall  man  fUr  die  leUteren  der 
Beihe  nach: 

I.  II.  III.  IV. 

rf  =  —  0.0499,  <i  ==  -  0.0439,  r/  =  -  0.0460,  d  ==  -  0.04«i, 
<'     +0.040«,  <?=^  +  0.0421,  t •:=- H- 0.04«0,  ^=4-0.0096. 

Die  Abweichungen  der  Barometereoi'fficienlen  sind  nach  der  Un- 
sicherheit der  Rechnung  erlaubt;  die  Verschiedenheit  der  vier 
TemperaturcolSfllieienten  indessen  ist  etwas  grosser;  sie  kanB  es 
nur  wttnscbenswertb  machen,  diese  noch  auf  einem  anderen 
Wege  XU  erhalten. 

VI. 

In  dem  Aufsätze:  »Beobachtungen  des  Ganges  einer  Kessels- 
scben  f^endelubr  und  Bemerkungen  darüber«  zeigt  Bbssbl,  wie 
Uhrcorrectionen  (vermittelst  eines  aus  den  Güngen  gewonnenen 
Go«sflßcienten)  vom  Temperatureinfluss  zu  befreien  sind;  Waghii 
a.  a.  O.  eliminirt  aus  ebensolchen  die  Einwirkung  des  Lnfidrucks 
mit  einem  angenommenen  GolSfficienten.  Für  unseren  Fall  liegt 
es  wohl  nahe,  die  Uhrcorrectionen  zu  einer  Nenbestimmnng 
heranzuziehen,  die  letzlere  aber,  umdenTempetraturoo6fficfenlen 
auf  Veränderlichkeit  mit  der  Zeit  zu  prüfen,  innerhalb  einzelner 
zweckmässig  gew  ühlter  Abschnitte  vorzunehmen.  Ein  solcher, 
die  62  Zeitbestimmungen  der  ersten  14  Monate  umfassend,  isl 
dargeboten  durch  die  1884  September  23  eingetretene  Aende- 
ruMi;  in\  Modus  der  Beobachtung;  der  2.  reicht  von  October  188i 
his  October  1885  und  cnilialt  58  Zeitbestimmunuc  ii ;  der  3.,  den 
weiter  zu  thcilen  nicht  ratbsam  ist,  begreift  die  übrigen  20  Mo- 
nate mit  94  ZeiLhestinunungen;  1 0  vcrslront  liegende  Zeitl>esUin- 
muugen  eines  anderen  Beobachters,  nämlich: 
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1886:  175.49  —  191.48, 
344.47  —363.45, 
1887:  469.44  —  497.39, 


sind  von  der  Aus^lcichiinj^  ;iusii(*schlosscn .  l>oi  dor  Roiiuction 
der  tlircorn  ctionen  al)er  mit  l>erUcksichtigl  worden. 

AWc  zum  Ansatz  der  Bcdingungsgleichungcn  nölhigen  Vor- 
sehrifton  ergeben  sich  aus  dem  Umstände,  dassÜhrcorrection  und 
Uhrgang  sich  zu  einander  verhalten  wie  Funclion  und  Ableitung; 
es  besieht  für  jede  Uhrcorreclion  eine  Gleichung  von  der  Form : 


ist  die  Lhrcorrection  zur  Zeit     a,  (/,  e  sind  identisch  mit 


Der  AiiflfisuniiSmothodc  weizen  sind  bei  der  liiidimfe;  dieser 
Temperatur-  und  lAifldrucksummen  ü;ewissp  Vorsichtsmassregeln 
SU  beachten.  Um  nümiich  gtlnstige  Eliminationsgieichungen  zu 
erhalten,  empfiehlt  es  sich,  Temperaturen  und  Barometerstündc 
auf  genaue,  ftlr  den  betreffenden  Abschnitt  gütige  Mittelwerthe 
zu  beziehen f  da  sonst  die  erwähnten  Summen,  anstatt  nur  zu 
schwanken,  auch  mit  der  Zeit  wachsen  wttrden;  es  b(  trüge  dies, 
wie  man  sich  vorstellen  kann,  für  jeden  Tag  etwa  die  Differenz 
von  jenem  Mittelwerthe ;  weisen  der  jahrlichen  Tem])cr;iturperiode 
ist  es  gut,  ^0  in  die  Zeit  eines  Maximums  oder  eines  Minimums 


der  Temperatur  zu  legen,  weii  anders  die  /  Tdt  zum  grösseren 


Thcile  zLiiilt  ic  ii  mit  der  Zeit  das  Vorzeichen  umkehren.  Demge- 
inUsssind  Toiupcnituren  und  BarometersUlnde bezogen  worden  auf 
+  13 "0  rcsp.7.')l.4mm  im  1  .Abschnitte, auf -f-  1  resp. 751.4mm 
im  ?.  und  3.  Die  Ausvn  crlhunjz  der  Integrale  geschah  durch  Mulli- 
plication  der  mittleren  Temperatur,  dos  mittleren  Luftdruckes 
jedes  Intervalles  uiit  der  genauen  Zwischenzeit  und  Summation 
der  Productc  von  an. 

Die  lieiden  Zeitcoc^fficienten  endlich  verlangen,  dass  man, 
soweit  dies  noch  möglich  ist,    in  die  Mitte  des  Abschnittes  veriegL 


den  gleichlautenden  Grttssen  der  Gängfonnel;  b'  ist  gleich 
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Die  (iloichung,eii  tit's  i.  und  3.  A!»schniltf*s  liessi>n  sich 
iiirlit.  wie  dif  des  I.,  jiacli  der  einf.iclHitii  M.'lJuMlr  auf- 
losen: sie  (  f  lurderten ,  um  Triii)K'raliir  iiiul  Liilliii  n  k  von- 
eiiwHider  trennen  zu  könuen,  die  Anwenduuj^  der  Cah.hv  ^cht;u 
Methode. 

Aus  den  drei  Systciueo: 

02       -f  28.03  a       107.61  b'  4-    730i  ä  —  liW  <t 

4-bü.0üa+   53.60  6  —    773^  (/ H-  «290  c 

^-  2r:29, 

-i-3^.ü0a+   84.60  6' -f    4157     -    177  e 

-  80:i7, 

-  24.50  u  -h   36.40  b'  -\-  15865  d  -  1823  t- 

^  —  I83!87, 

+  28.60  a  4-     8J0  6'  —   4855  d  -f-  2U64  e 

=  -f-  19^67, 

58      —  39039  d  -|-  18009  e  +   0.00  a  +  f' 

r=  4-  01UU.U2, 
-i-46715(/—      33C4-  4.75  0  +  01.54// 

=  -  255!84, 
/^J  4-   5H9  tj  -  50.99  c  -   0.65  6' 

^   '  =  4  31:36, 

4-  35.37  a  ~  H  .62  6' 

=  4-  -Hity«, 
4-  <3J0  6' 
=  —  47^60, 

94      4-  43986  d  +  5376    4-    ^ö.44  a  4-  300.H7  0' 

4-  11953:26. 
4- 31619     —  4890  c  —    42.72  «—    29.55  b' 

^  -  815^72, 
4-  8253  e  4-   99.55  a  4-  4  49.30  6' 

=  850:;37, 
4-  406.72  a  —    3ji.01  6' 

=  4-  834::72, 

4-  205.05  b' 
=  —  40J58, 

erhält  man: 
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a  6'  d  e 

-f  IHÜ67,    -  4.6707,  -j-  1.9670,  —  0.0M19,  -f  0.00977 

+  94!S4,  —4.3435»  —  0.01084»  +  0.04703 

+  4«7?67,   H-  7.8608,  —  0.0544,  —  0.01440,  4-  0.00980. 

Mit  diesen  Werthcn  der  Unliekiinnton  sind  du-  Ixobiicliteten  Uhr- 
correclionen  U  reduoirt  vvordt  n  nach  der  Foriucl : 

U,  +  a .(/-/„]  +  h\ [t  -  tS  -^d.{r-  rj  +  c .  iß -iij-  F; 

die  übrig  bleibendea  Fehler    lindel  man  m  der  7.  Reihe  des 

Tableaus. 

Obi^e  drei  TemperaturcoCfßcienten  zeigen  ein  ahn  liebes  Vor- 
halten wie  die  vier  aus  den  Gängen  gefundenen.  Die  Annahme, 
das8  die  Einwirkung  der  Temperatur  auf  den  Gang  von  Dencker 
XII  sich  geändert  habe,  liesse  sich  stotsen  durch  die  Thatsache, 
dass  das  anfangs  frische  Oel  sich  im  Laufe  der  vier  Jahre  verdickt 
hat;  man  konnte  auch  das  Zink  im  Pendel  verdächtigen.  In- 
dessen kommt  SU  der  Schwierigkeit,  einer  derartigen  seitlichen 
Voründerung  Rechnung  su  tragen,  noch  die,  bei  alledem  die  be- 
merkenswerthe  Uebereinstiromung  der  Teraperaturootifficienten 
des  Schwingungsbogens  su  erklaren.  Man  kann  wohl  besser  den 
Tenperatnrooefficienten  des  Ganges  als  mit  grösserer  Unsicher- 
heit behaftet  ansehen;  es  ergeben  sich  dann  die  für  die  Uhrcor- 
rcctionen  endgiltigcn  Werthe  des  Temperatur^  und  des  Baro- 
metercoäfficienten  am  geeignetsten,  indem  man  in  den  einseinen 
Systemen  ( ü.)  die  Zeitglieder,  aus  der  4.  Gleichung  des  4 .  Systems 
noch  das  Tomperaturglied  climlnirt  und  die  entsprechenden 
Gleichungen  zu  einander  äddirt;  man  erhall  aus: 

4-  G4<ÜD  <l  —    G740  t'  =  —  1044:94 
+  10336    =  -h  i96:u2 

für  die  beiden  Unbekannten  die  Werthe: 

d  ^  -  0!04645,      e  =  H-  0»04m 

VU, 

Die  beiden  endgiltigen  Temperaturcoi^flieienten  stimmen  ge- 
nügend ttberein;  von  den  Barometercoüffieienten  liegen  die  drei 
aus  den  Uhroorrectionen  gefundenen  weiter  auseinander,  als 
die  vier  aus  den  Gängen  der  einzelnen  Jahre  gefundenen:  die 
letsteren  sehliessen  aber  den  Mittelwerth  der  ersteren  ein  und 
man  kann  ohne  weiteres 

es«  +  0!0440 
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als  definitiven  Baromelercoeffiotenten  fttr  das  Rostpendel  von 
Denoker  XII  anseilen. 

Ein  vollständiges  Zusammenfallen  der  beiden  Goi^fßcienten- 
Systeme  ist,  trotxdem  dieselben  aus  den  gleichen  Beobachtungen 

horechnct  sind,  nicht  erforderlich,  da  man,  um  eine  Ganggleichung 
aus  den  cinschliessenden  Uhrstandgleichungen  au  erhalten,  nach 
Siihlraotion  der  letzteren  voneinander,  noch  mit  der  Zwischen- 
zeil zu  dividircu  hat;  dies  kommt  aber  einer  MuItipUcalion  mit 
willkürlichen  Gewichten  j^hich,  und  findet  auch  dann  noch 
Uebereinstimmung  statt,  so  ist  d  tniit  L Halihangigkeit  der  Coefß- 
cienlen  von  diesen  Gewichten  bewiesen. 

Die  beiden  Uhrcorrectionscoöfficienten  zeit?en  grössere  Un- 
sicherheil, als  die  des  Ganges;  der  Grund  dafür  liegt  in  ih  r  hier 
vorgenommenen  Behandlung  der  Uhrcorrcclionen;  systematische 
Unterschiede  ddrflen  nur  unerh(»blicher  Art  sein. 

Der  Gang  von  Dencker  Xll  ist  nicht  ganz  derselbe  sieblielx'n 
mit  der  Zeit;  die  Gangformel  giebt,  da  sie  den  ganzen  /(»itrauui 
umfasst,  diese  Veränderung  am  besten;  nach  ihr  betrug  der 
mittlere  Gang: 

im  August  1883:  —  0?030 
im  Juli  1885:  +  0!045 
im  Juni     4887:  +  OMSO. 

vm. 

Eine  Yergleichung  der  übrig  bleibenden  Gang-  undSlandfehler 
kann  man  dadurch  herbeiftthren,  dass  man  aus  letzteren,  genau 
als  w  rir(>n  sie  gegebene  Uhrcorrectionen,  tHgliche  Gänge  ableitet. 

Die  Uebereinstimmung  beider  Gangreihen  im  4 .  und  2.,  also 
den  kaneren  der  Abschnitte,  in  welche  die  Reihe  der  Uhrstünde 
gethcllt  wurde,  ist  gestttrt  durch  die  unvermeidliche  Unsicherheil 
der  Zeitglieder;  sie  ist  nahe  vollständig  im  3.,  längsten  Abschnitte 
(1885  272i26  —  «887  464^39). 

Die  mittlere  Gangunsioherheit  beträgt  nach  der  Ausgleichung 
der  Gänge  selbst:  ±  0:059,  nach  den  Uhntandresten :  ±  0!052; 
die  unbedeutende  Verbesserung  rtthrt  lediglich  davon  her,  dass 
die  eben  erwähnten  drei  Abschnitte  völlig  getrennt  voneinander 
ausgeglichen  wurden;  es  ist  dabei  unter  Anderem  einer  etwas 
grösseren  Veränderung  des  mittleren  Ganges  während  der  ersten 
beiden  Monate  Rechnung  getragen  worden. 
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\\  ii'  K  (A.  N.  !  50i)heiHoh\v  Ü  1 7  vergchius  nach  einem  Yai- 
sanimenüangü  hervorstechender  Ab\velchunj?en  in  Schwingiinas- 
bogen  und  Gang  gesueht  hal  .  so  veruiochte  ich  aueh  hei  Dencker 
XII  einen  solchen  nicht  klai /.iiii  aen ;  es  ist  nur  beinerkenswerth. 
dass  die  Zeiten  der  stärksten  Abvveichiini^en,  in  Gang  188t)  April 
i\  -  Mai  6  (1  ii^M  —  126^4),  in  Schwinf^ungsbogen  April 
—  Mai  iO,  einander  theilweise  decken. 

Die  Gangresle  überschreiten  nur  in  16  von  228  Zeilbestini- 
iDungsiniervalien  das  K  Zehntel  der  Zeitsecunde»  erreichen  aber 
nicht  das  zweite ;  ihre  Vertheilung  nach  Grösse  und  Vorseichen 
ist  nicht  die  zuDilliger  Fehler,  man  findet  vielfach  ausgesprochene 
Regelmilssigkeit  im  Gange  der  Fehler;  dieselbe  gewinniaber  keine 
solche  Aiisdehnang ,  dass  daraus  SMuidreste  von  grosseren  Be- 
irage als  '<i*  entstünden. 

Die  Kleinheit  dieser  Fehlergrensen  berechtigt  nach  den  bis 
jetst  bekannt  gewordenen  Bearbeitungen  anderer,  in  den  glei-> 
chen  Verhältnissen  befindlicher  Uhren  zu  urtheilen,  tu  dem  Aus- 
spruche, dass  die  Uhr  Dencker  XII  lu  den  besten  ihrer  Art  gehttrt. 
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functionen. 

\m  drillen  Bande  des  CRKLi.K'sclien  Journals  haben  Am 
(S.  181)  und  J.M'.oRi  S.  19;'))  fasl  gleich/XMtig  (nach  des  Ueraus- 
gehers  be/JlL;li(  her  Nolüs  S.  460  am  1*2.  Februar  und  S.  1^»^  am 
i.  April  IK?8)  die  Bemerkung  geinnchi.  dass  ftlr  gewisse  WerUie 
des  Moduls  die  elliptLsche  Diflerentialgleichung 

(llf  fix 

yfv  yß 

algebraiscli  intcf^rahcl  wird,  auch  wenn  der  Mulhj»lii'alor  in  cint'ii 

complexcii  Werth  vom  (1«t  Form  n  -\-  h  V  —  h  hat.  Zuijleirh 
gil»t  die  Anwf  ndung  seiner  Formeln  auf  die  frillu  r  von 

(iAiss  (Hs(|nis.  nrilhni.  Art.  335)  angekUndiiilc  Lrtunisralciillipi- 
lung,  worUlier  (jai'ss'  Werke  Bd.  Iii,  S.  403  11.  und  die  ArlK'ilen 
von  Eisenstein  zu  vergleichen  sind.  In  JxcoBrs  Nachlass  bezieht 
sich  der  Bd.  I  seiner  Werke  S.  491 — 96  pultlicirle,  nach  Weikr- 
STRASS^  VermuthuDg  unmittelbar  nach  Vollendung  der  Fuudn- 
menla  entst'indene,  Aufsatz  auf  die  complexe  MulUplu  ailon  der 
olliptischen  Functionen.  In  neuerer  Zeit  Ist  nnmcntlich  von 
KaoNECKBa  tmd  Hermitk  eine  umfassende  Theorie  entwickelt 
worden,  welche  den  Mathematikern  vielfach  Stoff  su  einschla- 
genden Untersuchungen  gegeben  hat  (als  neueste  grossere  Ar- 
iteit  erwähnen  wir  die  Abhandlung  von  Sylow  im  Jahi^ang  4887 
des  LiouviLLi'schen  Journals,  S.  4  Oi^ — 254). 

Im  Folgenden  soll  gezeigt  werden,  wie  die  complexe  Multi- 
plicalion  der  elliptischen  Thetnfunrtionen  sich  sehr  «  infacli  ab- 
leiten lüsst,  wenn  man  zwei  kIi  iliscln'  Gleichungen  mil  ein- 
ander verbindet,  welche  der  nauiiichenlrratioDuliUil  entsprechen. 
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WiP  schon  .Ki:oBi  in  seinen  Königsberger  Vorlesungen  her-  2) 
vorgeholu  n  h  ti,  l)e^tinlnlt  die  doppelle  Functionalgleichuog 

fu  =  df\H  +  7i)  =  £ge*«<  f(u  H-  A/f) , 

\%o  ()■  =^  =  \  und  7  —  t^''^'  ,  die  vier  eoordinirten  Theta- 
funelionen  (fj  hin  auf  einen  von  n  unabhängigen  Factor. 

In  der  Theorie  der  Transformaiion  worden  Tbetafuuctionen  in 
BüziehuDg  gesetet,  deren  Argumente  q  =  e'^'^*,  q*  ^tf^^^  durob 
die  Gleichungen 

verbunden  sind,  wo  die  Coefüeienlcn  ganse  Zabh'n  bedeuten. 
Die  coDiplcxu  Hultipiicalton  tritt  ein,  wenn  h^h'  oder  die  qua- 
dratische Gleichung 

erfttlll  ist.  Da  der  imaginäre  Theil  von  h  positiv  sein  muss,  da- 
mit q  einen  absoluten  Worth  q  <  ^  erhalte,  so  ist  vor  Allem  die 
Bedingung 

4 (A-r  _  //.')  -  (k  +  0*  =  ü>o 

*)  crfordcriioh,  und  man  bekommt 

Bestimmt  man  nun  m  durch  die  quadratische  Gleichung 

in»  —  «am-|-iV=0  ,   iV  «  «« -|- 6*/) , 

in  welflicr  a  und  ganze  reelle  positive  oder  negative  Zahlen 
bezeichnen,  so  nehmen  die  beiden  eonjugirtcn  Wunein  die  dop- 
pelte complexo  Form  an 

m  ^a  +  biyD^a  +  ßh 

m'  =  a  —  bi  y  JJ  =  a  —  fih 
ö  =s  a  4-  6(Ä  —  ^)  ,   a'  =  a  —      -  0  ,  ß^Ul, 

/A*  =  la*  -  {Ic  -  /')  aß  -  li'ß'     Im"  +  (A-  -  /')  aß  -  liß' . 


*)  Mull  sielit,  dass  Ü  ^  d  oder  :^  —  1  uiod  4  seio  muss. 
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Für  nrgativo  \\  •  l  i  he  von  l  wtirdrn  m  und  m'  mit  einander  zu 
verlaust  lu-n  seiu  :  Ui»ngens  steht  NieliLs  im  We^e,  das  Vorzeichen 
von  /  positiv  iinzunehrncn.  da  ofTeubur  die  Vorzeichen  der  vier 
Zahlen  /.  //.'/'  gleiclizeit  iL'  umgekehrt  werden  dürfen.  Wir  wollen 
ferner  <!<  r  kürze  halber  voraussetzen,  dass  u  und  [i  relative 
Primzahlen  seien,  wodurch  die  Norm  A'  =  mm'  ungerade  wird. 

3)       Be(raohtea  wir  jeUi  die  FuQcUon 

80  geuttj^t  dieselbe  zunächst  der  üediu|^uug  /  u  ^  öf  (u  -f-  /c). 
Denn 

fu  ^       m       '     ^       m  ' 

wo 

«H —  i —  ^     «  s — 

 s  \-  mit  . 

m  m 

Da  nun  fOr  du  =  (ft  +  Ih)  7t 

so  crhttlt  der  Quotient  der  beiden  Thetafunctionen  den  Werth 

weil  ß  gerade,  also  a  iinuerade  und  m'  -\-  flh  =  a  wird. 

In  analoger  Weise  ergeben  sich  die  Werthe  der  Quotienten 

fu 

f(u     mhn)  _  -iM($u+iiiAjr)A.  ,a;,-.v  v,^* 
fu  g  e 
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"weil 

«»Ä  =  («  4-  iih)h  =  {a  -H  U(k  -  0  +  2^>//i)  h  =  a'A  +  . 
Man  hat  aber 

f{u  -H  nui)  =  /  (u  +  t//r  +  fih  ;r)  =  ^"A"  +  /^'»>0 
f(u  +  wiA;r)  =  /"(tt  +  Uk'Tt     a'A^i)  =  f(u     a'Ä/r)  , 

Bestimmt  man  nun,  da  «'  und  oljne  };»MiuMnschafllichen 
Tbeiler  voraussrsotzl  worden,  xwei  gnnze  Zahlen  /i  und  /i'  so, 
dass  fta*  -i-  fi'  fi  ^  i  i  so  folgt  nicht  allein,  dass 

sondern  auch 

r=  «^e*«**  /•(«  +  hn)  . 

Damit  ist  das  SiallliiKlcn  der  für  C^^m  gültigen  Funclional-  4) 
gleicliung  erwiesen  und  man  erhalt 

N-l 

oder 

WO  die  Gonstante      ftlr  «  s=  0  durch 

ausgedruckt  werden  kann.  Fttr       b  —  h  ergibt  sich 
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C 


AT-,  A-1 


~*  m 


5)       Macht  man  die  Voraussetzung,  dass  in  dem  Ausdrucke 
A-'iV  =       -  {k  —  t]  aß'  -  iß'*  y   a  und  ß'  =  2hk' 

keinen  gemeinschaftliclien  Factor  besiUcen)  so  iHssi  sieb  eine 
ganz  ahnliche  Rechnung  fOr  die  Function 

jr-i 

durchführen.  Man  findet  sunächst 

wo  die  ArgunienU^  der  beiden  Thetafunclionen  sich  um 

m*h7t  =  {ak  —  /5?'J/r 

unterscheiden.    Mithin  wird  ihr  Verhältniss 


und 


Femer  erhHlt  man  eben  so  wie  oben 
Da  nun 


4 
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so  folgt 

f{u  +  a^r)  =  d/"!*   und        4-  /^'O  =  /*«  • 
Macht  niiin  jetzt  wieder  /<«-[-         =  4  ,  lii*  «        i^'  •elative 
Primzablen  sein  soUeu,  so  wird 

Mau  schüessL  daraus,  dass  ^) 

'  'i 

oder 

C'Ö^lmu,  9)  =6""         /7ö^("  +  ^»9) 


nebst 


JT-t 

2 


mit  Ausnahoic  des  Falles  ti  =  e  =  —  4  ,  wo  uicdeium 


Von  Interesse  sind  die  beiden  speciellen  Falle,  in  denen  7) 
—  r ,  oder  a  vorschwinden,  weil  alsdann  resp.  h  und  i»  rein 

imaginär  wi  rden.  Wenn  /'  =  A*,  so  ergibt  sich 

h^'-^y   D^-Klk',  also  />0,A'<0, 


und  a  relativ  prim  S]a  resp. 
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Der  Fali  a  =  0  dagegen  gibt 

a'  =  -       -  0  ,  {i  =  Ul  ,  «  =  b(k  ~  t)  ,  ß'  =  tbk'  , 

folglich  6  =  dr  1  ,  und  /,  —  t  ohne  gemeinschaftlichen  Theiier 
mit  resp.  %l  oder  SA'.  Femer  wird 

oder 


wo 


Ebenso  erhalt  man 


nebst 

8)        I  tlr  /.'  4-  /  =  0  wird  die  Norm  von  h  der  Einheit  gh'ich. 
Als  einfachste  Beispiele  kann  man  die  Falle  betrachten,  m  denen 

ni  ni  tni 

Ä  =  c«,    Ä  =  e'    und  A  =  e*  , 

wo  also  A  einer  vierten,  sechsten  und  drittm  Wiin:o!  der  Ein- 
heil gleich  wird.  Der  erste  dieser  Fülle  führt  Im  k nintlich  auf 
die  Theilung  der  LoniniseaU  .  Man  leitet  fUr  die  vurstehendeD 
Werthe  die  folgenden  Satze  ab. 

4)  Für  A  =  0  ,  /  =  4  ,  A'  =  -  4  ,  r  =  0  findet  man 
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>o  d«^ss  die  complexc  Zahl  m  keinen  reellen  Theili-r  haben  darf. 
Zugleich  wird  .V  s=  o*  -f-  4  6*  =     +  /:^*  =  I  mod  4 ; 

ibmu'i 


*     »1  ' 

2;  Far  A-  =  0  ,  /  =  I  ,     =  —  I  ,  /'  =  I  wird 

'  T  I 

Hl  =  a  +  61*1/3  Ä  «  ,  a  =  «  —  6  ,  o'  =  «  -f-  />  , 

,        milhia  Bind  a  und  b  relative  Primzahlen  von  ungerader  Sommer 
j    wahrend  A'  ^  0*  +  36*  s=  er*  4-  «/^  +  /t?*  ungerade; 

©  i«  w  ,  ie-"^)  =  c«         ZT  ©  u  4-  ^  ,  1«-'"'^, 

*  ffl  '  ' 

3^  Fttr  Ä  =  0  ,  /  =  4  ,  A'  =  -  4  ,  r  =  -  <  wird 

Im' 

/»  =  26  ,  /T  =  -  26  , 

d.  b, tind  ^ohne  cenieinschaft liehen  TheiltT.  während  nh  gerade 
und  die  Norm  A'  =  a*      36*  =     —  2a/i  4-  ungerade; 

tbmut 


m 


»6^ — 


.  Uebrigens  gehen  i]  und  3y  durch  Umkehr  der  Vorzeichen 
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von  h  und  /  in  «  inander  üIkt.  Aui»h  überzf  ulI  mnn  sich  leicht, 
dass  jexie  durch  eiae  reelle  Zahl  uotheilbare  cumplexe  Zahl 

et  -j-  ße^  und  a  -\-  ße  durch  Multiplication  mit  einer 
sechsten  Einheitswurzel  auf  die  Form  n  +  6* )  3  gebracht  wer- 
den  kann.  In  der  That  ist  [analog  wie  bei  den  ungeraden  com- 
plexen  Zahlen  von  der  Form  a  ß  ij  anter  den  associirleD 
Zahlen  von  gleicher  Norm  stets  eine  primäre,  für  welche 
m  =  I  oder  m  ~  zh  ^  -j-  ih  mod  4.  Dass  das  Product  solcher 
Zahlen  nach  Gaiss'  Forderung  in  der  y^theorin  vpsid.  biquadr.^ 
Art.  36).  und  zwar  bei  beliebiger  Wahl  des  dopptiteu  Vorzeichens, 
wiederuu)  primUr  ist,  lehrt  die  Gleichung 
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C.  Homnaiin»  Üeber  das  Vet*haHen  der  Green*schm  Function 
an  der  Grenze  ihres  Gdnetes. 

Ist  in  der  xy- Ebene  ein  Gebiet  Ü  gegeben,  begrenzt  von  - 
einer  in  sich  suracidaufenden  Gur^-e,  und  ist  femer  innerhalb  3 
ein  fester  Punkt  [a^b]  gegeben,  so  wird  die  diesem  Punkte  (a. 
entsprecbende  GRSEK^scbe  Function  U  s=  U{.r,  y  als  diejenige 
zu  bexeicbnen  sein,  welche  in  ganzer  Erstreckung  von  0  eindeutig 
und  stetig  ist,  welche  ferner  innerhalb  0^  sammt  ihren  ersten 
und  zweiten  AbleitiingeD  nach  y,  stetig  und  der  Gleichung 
^  r  =  0  entsprechend  ist,  und  welche  endlich  am  Rande  von  3 

gleichwerthig  ist  mit  log     ,  wo  r  den  vom  Punkte  (a,  6)  nach 

dem  Hände  liiiilaiifendeii  Radiusvcclur  vorstellt.  Oder  kürzer 
ausgedrückt:  Sie  wird  zu  bezeichnen  sein  als  diejenige  hinida- 
menlalfunction  des  Gebietes  3,  welche  am  Rande  von  J  die  su- 

eben  genannten  Werthe  log  ~  besitzt.  Setzt  man  also 

ß  =  -  (tr-l-logr)  , 

untl  versieht  tiiaii  dabei  unter  ü  den  Werth  der  Function  6' in 
einem  beliebujcn  Punkte  r,  i/),  femer  unter  r  den  Al)sland  dieses 
Punktes  '.t.  //)  vom  festen  Punkte  Ui,  h),  so  wird  eine  l  uneliun 
von  (./',  y)  sein,  weiche  am  Rande  von  0  tiberall  verschwindet, 
welche  ferner  in  jedwedem  Punkte  innerhalb  3  grösser  als  0, 
und  speciell  im  Punkte  (a,  6)  positiv  unendlich  ist. 


4]  Eingereicht  wibrend  der  Sitzung. 
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BezeiL-iiiici  nun  r  die  innere  Noruiaie  der  ii«iiulcur\e .  so 

lasst  si'cb  leicht  zeigen,  dass  der  Differentialquotient  ^^^^ ,  falls  er 

ilhcrbfuipl  rxi^iri.  liinijsdes  liainies  durchwcp  ]tnsihr  i>i.  Klu-nso 
lüsst  sichohn«'  l)ej«»)HLlereMUhe  nachweisen,  dass  dicsor  DilVrren- 
tiaiqiioliciii  niemals  in  sör/imf/fc^f»??  Punkten  eines  Handeieiuentes 
verschwinden  Jumn,  wie  klein  das  Element  auch  sein  möge. 

Oh  aber  dieser  Differentialquotient  ^  nicht  in  einzelnen 

PtJtiklefi  des  Randes  verschwinden  könne  —  diese  Frajze  scheint 
bisher  noch  nienuils  in  Angriff  genommen,  und  tlberh;ui]»l  mit 
grossen  Schwierigkeiten  verbunden  zu  sein.  Um  so  mehr  durfte 
es  gerechtfertigt  sein,  wenn  ich  die  Resultate,  zu  denen  ich  in 
dieser  Beziehung  —  allerdings  unter  sehr  starker  Beschriinkung 
der  Allgeuieinheit  der  Untersuchung  —  gelangt  bin,  hier  in 
Kürze  mitzutheilen  mir  erhuil>e. 

Die  RandcufN  e  des  Gebietes  d  sei  von  Hause  aus  gegeben 
durch  zwei  simultane  Gleichungen: 

Sodann  aber  mag  nachtriii^iieli,  an  Stelle  der  independeni.  n  \  a- 
riable  die  Bogenliinge  a  eingelülirt,  und  die  so  eulsleheade 
neue  Gestalt  der  beiden  Gleichungen  mit 

bezeichnet  sein.   Ueberdies  mag  gesetzt  sein : 

'  =  cos  ö  ,         =5  sin  &  : 

so  dass  also  0  das  Azimulh  der  die  Randcurse  im  Punkte  5.  r' 
berührenden  Tangente  vorstellt.  Dann  lautet  das  von  mir  tlber 

^  erhaltene  Resultat  folgendermassen : 

Erster  Sats.  —  Sind  die  Grossen  0.  ~  und  ^  stetige 

'  da        f/a*  ^ 

Functionen  der  Bo^nlänge  a,  und  ist  überdies  der  Werth  von 

ilAerall  ^  0  ,  so  wird  der  Differentialquotient  ^  am 

Bande  überall  existiren^  längs  des  Fundes  überall  sielig 
«ein,  und  zugleich  auch  längs  des  Rande'  uberall  k  sein,  iro  k 
eine  bestimmt  nngebbare,  positive  und  von  0  verschiedene  Con* 
stante  vorstellt. 
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im  diesr  (  ;,in>l;int»'  /  naher  anheben  zu  koinitMK  IkCzciVhne 
niaü  den  klciiisicn  ivriUiimungsradius  der  gegebenen  Itandcurve 
mit  /f  j  fern«'!*  den  kleinsten  Abstand  des  izeizebenen  Punktes 
[a.  h  von  dieser  Curve  mit  und  verstehe  sodjinn  unter  .1 
irgend  eine  bestimmte  positive  und  von  0  verschiedene  Con- 
stante,  die  <^  und  zugleich  auch  <^  P  ist.  Sodann  bisse  man 
nnf  der  innern  Seite  der  Kandcurve  einen  Kreis  vom  Radius  .1 
foriroUen.  und  denke  sich  diesen  Kr(Ms  in  jedem  Augenblicke 
der  genannten  Bewegung  in  zwei  Halbkreise  zerlegt  mittelst 
eines  Durchmessers,  welcher  senkrecht  steht  zu  dem  nach  dem 
augenblicklichen  Berührungspunkte  hinlaufenden  Radius.  Der 
dem  Bertthrungspunkteaö^eu^endete  Halbkreis  w  ird  alsdann  wah- 
rend jener  rollenden  Bewegung  eine  gewisse  nngförmige  Flächtf 
ttberstreichen  f  die  vom  Rande  des  Gebietes  überall  durch 
einen  Z  wisehenraum  getrennt  ist.  Beseichnet  nun  12«  den  kleinsten 
Werth  der  Function  12  in  Erstreckung  dieser  ringfbnnigen  Flache. 
80  hat  jene  Gonstante  k  den  Werth: 

A  =  ^.      (25.  Mai  4888.; 

Auch  v\  US  in  dem  hingestellten  Satze  tiber  die  SletigkeU  von 
—  gesagt  wurde,  ist  einer  genaueren  Darstellung  föhig.  Dabei 

erscheint  es  gut,  an  SteUe  von  ^  den  Differentialquotienten 

oder  noch  besser,  die  partiellen  Ableitun&en       und  ^ 

(1  r  ^  r         0  1/ 

ins  Auge  zu  fassen.  Die  betreffenden  Salze  lauten  ulsdunn  tuigen- 
dermassen : 

Zweiter  Satz.  —  Macht  man  dieselben  Voraussetzungen  wie 
im  ersten  Satze,  so  existiren  stets  zwei  Functionen 

U^^U^{x,y)   und    t/,  =  t/,{a?,  , 

weldie,  ebenso  wie  Uy  Fnndamentalfunctionen  des  Gebietes  0, 
und  welche  tiberdies  der  Art  beschaffen  sind,  dass  für  jedweden 
Punkt  [x,  y)  innerhalb  d  die  Formeln  stattfinden: 

TT  A  1' 

—  =z  ü.    und  -r-  =  ^  4  • 
da*       *  oy 

Dieser  Satz,  durch  welchen  das  Verhalten  der  Ableitungen 

^  und  —  bei  einer  Annäherung  an  den  Rand  in  ebenso  scharfer 
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w  ie  anschaulicher  Weise  dargelej^t  ist.  führt  bei  seiner  weiteren 

Entwickelung  zu  folaeudeiii  llesuitate; 

Dritter  Silz.  —  Ikzticbuet  man  die  Polareof)nlinaten  iriiend 
eines  Punkies  [x\  y'j  in  Bezug  auf  irj^end  einen  andern  Punkt 


und  bezeichnet  man  femer  die  Werlhe  der  in  Hede  stehenden 
Functionen  U,  r,,  i\  in  jenen  beiden  Punkten  (a?,  y  und  {  r.y' 
res])ective  mit  l\  l\,  i\  und  t/',  t','.  L  i.  so  wird  man,  falls  dem 
Punkte  [Xf  y)  innerhaib  0  oder  nm  Ihmde  von  0  eine  bestimmte 
feste  Lage  gegeben  ist,  und  falls  tlberdies  irgend  ein  Kleinheits- 
grad t  gegeben  ist,  um  diesen  Pimkt  .r,  //).  als  Centrum,  stets 
eine  Kreisperipherie  von  solcher  Kleinheit  beschreiben  könm^n, 
dass  für  alle  zu  d  geh(iriL:en^),  und  innerhalb  dieser  Peripherie 
befindlichen  Punkte  {a/y  y]  die  Formel  stattfindet 

abs  —  K^i  «JOS  y  +      sin  y)  j  <<  €  . 

An  diesen  letzten  Salz  schliesst  sich  endlich  mit  ziemlicher 
Leichtigkeit  folgender  an  : 

Vierter  Satz.  —  Führt  man,  ausser  den  Functionen  i\  i\.  i\. 
noch  eine  neue  Function  K  y)  ein,  mittelst  der  Formel : 


die  Integrationscurve  auf  0  beschränkt  gedacht,  und  setzt  man 

sodann :   

X  4-  ty  =  s   und    U-^iV         ,   {i  —  l  —  i)  , 

80  wird  man,  falls  innei^halb  3  oder  am  Hände  von  0  irgend  ein 
Punkts  markirt  ist,  und  falls  überdies  irgend  ein  Kleinheitsgrad  c 
gegeben  Ist,  um  diesen  Punkt  als  Gentrum,  stets  eine  Kreis- 
Peripherie  von  solcher  Kleinheit  beschreiben  können,  dass  für 
alle  zu  3  gehörigen  und  innerhalb  dieser  Peripherie  liegenden 
Punkte  z  die  Formel  stattfindet: 


4)  Unter  den»  3  gehörigen  Punkten  siod  sämmtliehe  ?üDlktt  dieses 
Gebietes  3  zu  verstehen,  einerlei  ob  sie  innerhatb  3.  oder  am  ilonde  von 
3  sich  befinden. 


(a:,  y)  mit  r,  y: 


X  =  X  -\-  /'  cos  . 
y       y  -\-    sin  y  , 
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Dabei  bezeichnet  U*'  den  Werth  in  z\  wilhrend  W  selber,  sowie 
auch  l\  und  b\  die  Wertbe  der  betrefleoden  Funcliooen  in  z 
vorstellen. 

Hieraus  folgt,  dass  in  jedem  Randpunkte  z  [ebenso  wie  in 

(tW 

jedem  inneru  Punkte  vj,  der  ]\  evlh  des  Di/ferenUalquotienten 

unabhängig  ist  von  der  Wahl  des  bei  seiner  Bildung  in  Anwendung 
gebrachten  Nachbarpunktes  z-^-ds,  dass  m7tblii  die  Fanction  W 
im  Punkte  z  monogen  ist.  Insbesondere  aber  fttbrt  jene  letzte 
Formel  m  der  Erkenntniss,  dass  die  Gonvergenz  der  Differenzen" 
Quotienten  gegen  den  im  Punkte  s  vorbanden  Differentialquo- 
tienten eine  von  allen  Seiten  ber  gleichmässige  ist,  —  was  man 
allerdings  für  innere  Punkte  z  aucb  milteist  der  TATLoa'scben 
Entwicklung  zu  beweisen  vermag,  nicbt  aber  fttr  Punkte  am 
Rande* 

Um  die  Hauptsache  hervorzubeben:  Man  gelangt,  auf  Grund 
der  letzten  Formel  und  unter  Herbeiziebung  noch  anderer  Be- 
trachtungen, zu  dem  Resultat,  dass  nicht  nur  W  selber^  sondern 

(l  H ' 

auch       eine  Fundamentalf  unction  des  Gebietes  0  ist,  und 

dW 

dass  die  Entstehungsweise  des  Differentialquotienten  - —  in  jed- 

et  z 

wedem  Punkt  z  dieses  G^ietes  eine  wn  allen  Seiten  her  äqui- 
convergente  ist. 

Die  Begründung  dieser  Satze,  und  namentlich  auch  die  Be- 
deutung derselben  fttr  die  Probleme  der  conformen  Abbildung, 
gedenke  ich  in  meiner  zweiten  Abhandlung  Uber  die  Methode  des 
arithmetischen  Mittels,  welche  binnen  Kurzem  für  den  Druck 
fertig  sein  dürfte,  näher  darzulegen. 
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